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内 容 提 要 
本 书 是 力学 及 相关 芯 业 高 年 级 大 学 生 种 研究 生 “ 计 算 流 体 动力 学 ”党 程 的 教材 。 在 A 篇 中 
简要 介绍 了 儿 种 主要 流 场 的 数学 模型 。 在 BB 篇 中 详细 介绍 了 建立 差分 格式 的 基本 方法 、 莽 分 格 
碟 的 秘 定 性 和 收 僵 性 及 其 分 析 ， 并 介绍 了 几 种 常用 的 离散 化 方法 的 基本 思路 及 其 理论 分 析 ， 其 
中 有 特征 线 法 ， 有 限 元 法 ， 有 限 解析 法 ， 溢 方法 等 。C 篇 则 着 重 介 绍 这 些 方法 在 不 同 流 场 中 的 
应 用 ,以 及 针对 不 同门 题 所 需 采 用 的 特殊 措施 。 最 后 还 简要 地 介绍 了 一 些 近 年 来 发 展 起 来 的 新 


的 数值 方法 及 其 特点 ， 供 读者 进一步 开展 计算 流体 动 尹 学 研究 参考 。 


ВВ СІР) 数据 7 


计算 流体 力学 基础 / 苏 铭 德 ， 黄 素 逸 编著，- 北 京 : 清华 大 学 出 版 社 ，1997 
ISBN 7-302-02440-5 > 


I. iF: 工 . 由 苏 … О) е H. 计算 流体 力学 -基础 理论 М. 035 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (97) 第 02693 号 


出 版 者 : 清华 大 学 出 版 社 (北京 清华 大 学 校内 ， 邮 编 ]00084) 
印刷 者 :北京 大 中 印刷 三 

发 行者 : 新 华 书店 总 店 北京 科技 发 行 所 

Ж: 787X1092 1/16 印张 : 31.5 字数 : 825 TF 

Ж. 1997 年 3 月 第 1 版 1997 年 3 月 第 1 次 印刷 

=; ISBN 7-302-02440-5/0 • 179 

К: 0001 -—3000 

fr: 29.80 3 


0 ias 


mil- 


前 


电子 计算 机 的 出 现 和 迅速 发 展 大 大 改变 了 科学 技术 发 展 的 进程 。 流 体力 学 的 发 展 也 因此 . 
出 现 了 崭新 的 面 狐 ,计算 流体 力学 应 运 而 生 , 新 的 计算 方法 层出不穷 , 每 年 的 文献 成 干 上 万 ， 
日 不 暖 接 ,计算 流 体力 学 的 发 展 昌 新 月 异 ， 前 途 似 锦 。 可 以 预料 ， 用 电子 计算 机 形象 而 又 细 
致 地 再 现 复杂 流体 流动 的 理想 已 将 不 再 是 遥远 的 梦想 了 。 

本 书 旨 在 为 流体 力学 专业 的 大 学 生 和 研究 生 提供 一 本 关于 计算 流体 动力 学 的 教材 。 书 中 
在 概述 了 几 种 流 场 的 数学 模型 以 后 着 重 介 绍 了 目前 计算 流体 力学 中 最 基本 最 常用 的 计算 方 
法 。 特 别 强调 方法 的 物理 、 数 学 背景 ， 力 图 帮助 读者 建立 这 些 方法 中 用 到 的 基本 概念 ， 并 且 
建立 它们 之 间 的 关系 ， 以 便 使 读者 达到 解 类 旁 通 ,举一反三 的 目的 。 在 C 篇 中 以 大量 的 篇 申 
介绍 各 种 方法 在 计算 不 同 流动 问题 时 会 遇 到 的 问题 和 解决 的 途径 、 其 中 包括 网 格 生成 及 其 求 
解 引起 的 误差 ,并 且 分 别 介绍 了 无 粘 流 、 有 粘 流 ,不 可 还 缩 流 和 可 压缩 流 以 及 工程 中 经 常 遇 
到 的 一 些 复 休 流动 的 计算 ， 其 中 有 一 些 章节 包括 了 作者 的 一 些 研 究 成 果 。 通 过 这 些 章节 的 讨 
论 使 读者 对 于 计算 流体 动力 学 在 工程 中 的 作用 及 具体 应 用 方法 有 一 个 全 面 的 了 解 . 应 当 指出 ， 
计算 流体 动力 学 是 一 门 实践 性 和 应 用 性 都 很 强 的 学 科 。 读 者 为 了 深入 理解 各 种 方法 的 应 用 范 
围 和 解决 实际 问题 时 求解 遇 到 的 问题 , 唯一 有 效 的 方法 是 实践 ,在 此 作者 愿 与 读者 共勉 之 , 在 
该 篇 结束 时 还 简要 介绍 了 近年 来 发 展 的 新 方法 和 新 方向 ， 供 读者 参考 。 

本 书 在 编写 过 程 中 得 到 多 位 专家 的 热情 指导 和 支持 、 原 稿 由 核 工业 部 研究 生 院 华 大 平 教 
授 和 金 德 圭 教 授 细 心 审阅 ， 田 由 十 清华 大 学 出 版 社 的 全 为 支持 ， 使 本 书 得 以 出 版 。 在 此 作者 
向 他 们 表示 最 深切 的 谢意 。 本 书 全 部 插图 由 清华 大 学 出 版 社 的 描 图 小 姐 悉心 绘制 ， 在 此 作者 
表示 衷心 感谢 。 
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第 1 章 关于 数值 模拟 


1.1 数值 模拟 的 概念 


数值 模拟 也 叫 计算 机 模拟 。 它 以 电子 计算 机 为 手段 , 通过 数值 计算 和 图 像 显示 的 方法 , Ж 
到 对 工程 问题 和 物理 问题 乃至 自然 界 各 类 问题 研究 的 目的 。 

正如 P.J. Roache 所 指出 , 在 计算 机 上 实现 一 个 特定 的 计算 , 非常 类 似 于 懂行 一 个 物理 实 
验 。 这 时 分 析 人 员 已 跳出 了 数学 方程 的 圈子 来 对 待 物理 现象 的 发 生 ， 就 像 做 一 次 物理 实 
验 。 
数值 模拟 实际 上 应 该 理解 为 用 计算 机 来 做 实验 。 比 如 某 一 特定 机 姻 的 绕 流 ， 通 过 计算 并 
将 其 计算 结果 在 荧光 屏 上 显示 ， 可 以 看 到 流 场 的 各 种 细节 : 如 激 波 是 否 存在 ， 它 的 位 置 、 强 
度 、 流 动 的 分 离 、 表 面 的 压力 分 布 、 受 力 大 小 及 其 随时 间 的 变化 等 。 遂 过 上 述 方法 ， 上 日 前 人 
们 已 能 清楚 地 看 到 激 波 的 运动 渴 的 生成 与 传播 。 总 之 数值 模拟 可 以 形象 地 再 现 流 动情 景 , 与 
做 实验 没有 什么 区 别 。 

从 上 面 的 例子 可 以 看 到 ， 数 值 模拟 包含 以 下 几 个 步 又， 

首先 要 建立 反映 问题 〈 工 程 问题 、 物 理 问 题 等 ) 本 质 的 数学 模型 。 具 体 说 就 是 要 建立 反 
喘 问 题 各 量 之 间 的 微分 方程 及 根 应 的 定 解 条 件 。 这 是 数值 模拟 的 出 发 点 。 没 有 正确 完善 的 数 
学 模型 ， 数 值 模拟 就 无 从 谈 起 。 牛 顿 型 流体 流动 的 数学 模型 就 是 著名 的 纳 维 -斯 托 克 斯 
(Navier-Stokes) 方程 (简称 NS 方程 ) 及 其 相应 的 定 解 条 件 。 它 及 其 简化 后 的 数学 模型 将 是 
本 书 研 究 的 主要 目标 。 

数学 模型 建立 之 后 ， 需 要 解决 的 问题 是 寻求 高 效率 、 高 准确 度 的 计算 方法 。 由 于 人 们 的 
努力 , 目前 已 发 展 了 许多 数值 计算 方法 。 本 书 将 介绍 目前 最 新 发 展 的 数值 方法 及 其 出 发 点 。 对 
于 读者 来 说 ， 分 析 各 种 方法 的 出 发 点 是 十 分 重要 的 。 这 有 助 于 人 们 去 寻求 新 的 计算 方法 。 计 
算 方 法 不 仅 包 括 微分 方程 的 离散 化 方法 及 求解 方法 ， 还 包括 贴 体 坐标 的 建立 ， 边 界 条 件 的 处 
理 等 。 这 些 过 去 被 人 们 忽略 或 回避 的 问题 ， 现 在 受到 越 来 越 多 的 重 祝 和 研究 。 

在 确定 了 计算 方法 和 坐标 系 后 ， 就 可 以 开始 编制 程序 和 进行 计算 。 实 践 表 明 这 一 部 分 工 
作 是 整个 工作 的 主体 , 占 绝 大 部 分 时 间 。 由 于 求解 的 问题 比较 复杂 ，, 比如 NS 方程 就 是 一 个 非 
线性 的 十 分 复杂 的 方程 ， 它 的 数值 求解 方法 在 理论 上 不 够 完善 ， 所 以 需要 通过 实验 来 加 以 验 
证 。 正 是 在 这 个 意义 上 讲 ， 数 值 模拟 又 叫 数 值 试验 。 应 该 指出 这 部 分 工作 决 不 是 轻而易举 
的 。 | 
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一 项 十 分 重要 的 工作 。 目 前 人 们 已 能 把 图 作 得 像 相片 一 样 道 真 。 利 用 录像 机 或 电影 放映 机 可 
以 显示 动态 过 程 ， 模 拟 的 水 平 越 来 越 高 ， 越 来 越 道真 。 

以 上 这 些 步 又 构成 了 数值 模拟 的 全 过 程 。 其 中 数学 模型 的 建立 是 理论 研究 的 课 
题 , 一 般 由 理论 工作 者 完成 。 图像 显示 一 般 可 由 图 像 工作 者 完成 ,但 在 一 些 特定 的 情 
况 下 ,数值 模拟 工作 者 也 应 当 参 加 和 进行 计算 机 的 作 图 工作 ,这 是 数值 模拟 中 不 可 缺 
少 的 一 个 环节 。 


1.2 数值 模拟 产生 的 背景 及 其 作用 


16 世纪 工业 革命 推动 了 自然 科学 的 巨大 发 展 ， 各 种 各 样 的 自然 规律 被 发 现 。 牛 顿 黄 定 了 
力学 的 理论 和 数学 分 析 的 基础 ;伽利略 开创 了 实验 研究 的 范例 。 从 此 自然 科学 的 研究 在 理论 
和 实验 两 个 方面 得 到 了 充分 的 发 展 。 理 论 研究 在 探索 大 自然 的 奥秘 及 其 发 展 的 基本 规律 中 发 
挥 了 重要 的 作用 。 实 验 研究 则 为 理论 研究 提供 了 依据 ， 并 为 揭示 新 的 规律 提供 信息 。 这 两 种 
方法 一 直 相辅相成 、 互 相 促 进 ， 推 动 科 学 不 断 发 展 。 

随 着 研究 的 不 断 深 化 和 问题 本 身 的 复杂 化 ， 理 论 研究 受到 了 限制 。 实 验 研 究 向 样 也 遇 到 
了 困难 。 电 子 计算 机 的 产生 各 发 展 ， 使 数值 模拟 这 种 研究 手段 应 运 而 生 。 流 体力 学 的 发 展 证 
实 了 这 一 点 。 

理论 流体 力学 从 18 世纪 到 20 世纪 中 叶 有 了 非常 巨大 的 发 展 。 尤 其 是 随 着 航空 事业 的 发 
展 ， 人 们 早已 在 实验 的 基础 上 揭示 了 空气 运动 及 其 与 飞行 器 相互 作用 的 一 般 规 律 ， 并 建立 了 
流体 运动 所 遵循 的 足够 普遍 和 精确 的 方程 一 NS 方程 ， 以 及 适用 于 各 种 不 同 范围 的 一 些 近 
似 方 程 ， 求 得 了 一 些 可 以 简化 为 线性 方程 及 某 些 篇 单 边 界 条 件 下 的 比较 简单 的 解析 解 ， 及 某 
一 些 简化 条 件 下 的 摄 动 解 。 

但 由 于 NS 方程 是 非 线性 的 ,实际 问题 又 比较 复杂 ,因此 精确 解 和 摄 动 解 只 能 用 于 分 析 流 
场 的 某 些 基本 特性 和 现象 ， 很 难 用 于 实际 工程 。 比 如 一 架 飞 机 表面 在 飞行 时 的 压力 分 布 这 类 
实际 问题 在 飞机 设计 中 十 分 重要 ， 但 几乎 不 可 能 用 解析 法 或 摄 动 法 得 到 ， 长 期 以 来 理论 只 能 
作 佑 算 ， 大 量 问题 还 是 靠 风 洞 试验 来 解决 。 理 论 研究 越 来 越 不 能 满足 实际 问题 的 需要 。 

正 是 这 个 原因 , 实验 流体 力学 得 到 了 迅速 的 发 展 。 从 50 年 代 起 各 国都 十 分 重视 实验 设备 
的 建设 和 实验 技术 的 发 展 , 为 了 对 型 号 设计 能 直接 提供 可 靠 数据 , 很 多 风 洞 都 有 较 大 的 尺寸 。 
如 美国 NASA 低速 风 洞 实验 段 截面 为 40 英尺 X40 英尺, 前 苏联 TACH 低速 风 洞 试验 段 截面 
为 12m X14m， 美国 拥 有 试验 段 截面 为 16 


英尺 X16 英尺 的 跨 声 速 风 润 。 超声 速 风 漳 | ей 
试验 纂 截面 为 2mX 2m， 而 高 超声 速 风 洞 。， ви 2—7 |00 
试验 段 也 达 lmX lm. 与 此 同时 ,各 种 特种 = 10 рК 
风 洞 也 纷纷 建造 起 来 ， 而 且 仍 有 发 展 和 扩 38 10‘ вати реБ 10 = 
大 的 趋势 。 实 验 技术 也 飞速 发 展 ， 如 激光 Fio B- Z P |. = 
АЖ. БЖ, АЕН n “Q | pes Z wu ЕК 
场 显示 技术 ， 电 子 计算 机 的 数据 处 理 技术 ° Ка 
等 均 有 改善 和 提高 ， 而 实验 费用 也 越 来 越 — 11950 1380 2000 
昂贵 。 一 架 飞机 的 研制 和 实验 研究 的 耗费 年 代 


几乎 按 指数 规律 上 升 。 图 A.1.1 所 示 的 是 图 А.1.1 
.2. 


飞机 及 航天 机 吹风 时 间 及 费用 的 增长 势头 。 按 这 一 趋势 估计 ， 一 架 航 天 机 吹风 要 花 10 年 时 
E, 耗资 1 亿美 元 以 上 。 

实验 研究 无 疑 比 较 接 近 实际 ， 但 也 有 不 足 之 处 ， 比 如 洞 艾 、 支 架 等 干扰 是 无 法 避免 和 消 
除 的 。 对 十 十 分 复杂 的 流动 ， 如 不 定常 流 、 高 温和 有 化 学 反应 流 ， 气 弹性 变形 流 等 都 很 难 做 
实验 ， 而 且 实 验 次 数 总 是 有 限 的 ， 尺 寸 和 实验 条 件 的 改变 困难 大 、 周 期 长 。 因 此 单 赁 实验 研 
究 也 不 能 完全 满足 生产 实际 的 需要 。 

由 于 高 速 电 子 计 算 机 的 出 现 , 数 值 模拟 这 一 手段 使 精确 的 空气 动力 设计 由 理想 变 为 现实 。 

与 图 A. i. 1 的 趋势 相反 ,图 A.1.2 表 
骨 计 算 的 费用 以 指数 规律 下 降 ， 平 均 每 8 


年 下 降 为 原来 的 1/10。30 年 来 下 降 到 原来 eR 
的 近 1/10000。 计 算 机 的 计算 速度 也 有 了 e Vta e 350.67 

极 大 的 提高 .CDC-7600 浮 点 运算 速度 达 4 ® | СРС бое pa ASTAR 
X107 次 /s, ІВМ-370 为 4X10* 次 /s,Cray- oo 360.91 7600 `% чит 
I 为 10" 次 /s。 最 近日 本 、 美 国 等 还 在 研究 оо вазо ү. 
制造 更 大 和 更 快 的 计算 机 。 除 了 超级 巨型 


1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 


机 的 发 展 外 ， 微 处 理 机 也 有 很 大 发 展 。 由 新 计算 机 出 现 的 年 代 
于 计算 机 的 发 展 ， 一 些 问题 用 数值 模拟 比 
做 实验 在 时 间 和 费用 上 都 省 得 多 ， 如 道 格 
拉 斯 公司 对 两 个 前 缘 形 状 不 同 的 三 元 临界 机 辟 的 阻力 特性 分 别 进行 计算 和 风 洞 试验 ， 所 得 结 
果 相 近 ， 但 实验 花 了 两 年 ， 耗资 60 万 美元 ， 而 计算 只 花 4 天， 花费 1 万 美元 。 

由 于 图 形 系统 的 出 现 和 不 断 的 完善 ， 数 值 模拟 的 逼真 性 不 断 提高 ， 它 完全 可 以 作为 流动 
.研究 的 一 个 手段 ， 部 分 地 替代 一 些 实验 研究 。 


1-3 ”数值 模拟 的 意义 、 局 限 性 和 前 景 


. ”由 上 述 讨论 可 知 ， 当 问题 本 身 遵 循 的 规律 比较 清楚 ， 所 建立 的 数学 模型 比较 准确 并 为 实 
践 证 明 能 反映 问题 本 质 时 ， 数值 模拟 具有 较 大 的 优越 性 。 这 是 因为 数值 模拟 具有 耗费 少 ， 时 
间 短 ， 省 人 力 等 优点 ,便于 优化 设计 ， 比 实验 研究 更 自由 、 更 灵活 ， 并 且 还 能 对 实验 难以 量 
测 的 量 做 出 估计 ， 比 如 星体 内 部 温度 的 推测 、 可 控 反 应 谁 温度 场 分 布 、 航 天 飞机 飞行 和 返回 
时 的 复杂 流 场 等 。 对 核反应 堆 失 水 事故 的 模拟 、 反应 堆 在 地 震 等 特种 条 件 下 安全 性 的 分 析 , 这 
些 都 是 实验 研究 难以 模拟 的 情况 。 

数值 模拟 的 另 一 个 特点 是 具有 很 好 的 重复 性 ， 条 件 易于 控制 ， 可 以 重复 模拟 过 程 ， 这 对 
庙 流 的 数值 模拟 尤为 重要 。 通 过 数值 模拟 还 可 以 发 现 一 些 新 的 现象 ， 比 如 两 个 孤立 波 相互 作 
用 的 一 些 特性 就 是 通过 数值 模拟 首先 被 发 现 的 。 

由 于 数值 模拟 的 优越 性 ， 所 以 得 到 越 来 越 广泛 的 应 用 。 不 仅 在 航天 航空 工业 中 ,也 在 其 
他 工业 中 得 到 广泛 的 应 用 ， 比 如 核 工程 设备 的 设计 和 优化 、 水 击 分 析 、 气 轮机 压缩 机 的 设计 
与 流 场 分 析 ， 石 油 输送 管道 的 设计 与 优化 、 近 海 工程 的 设计 、 分 析 和 优化 、 天 气 预报 、 海 浪 
和 风暴 潮 的 预报 等 ， 都 广泛 应 用 数值 模拟 . 

另 一 方面 ， 数 值 模拟 也 有 一 定 的 局 限 性 ， 面 临 不 少 癌 题 。 

首先 是 要 有 准确 的 数学 模型 。 这 不 是 所 有 问题 都 能 做 到 的 。 对 于 不 少 问题 ， 在 其 机 理 尚 
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题 、 多 相 流 各 相间 的 相互 作用 、 非 牛顿 流体 的 本 构 关 系 、 物 理化 学 流动 中 的 复杂 规律 等 ， 都 
难以 用 准确 的 数学 模型 加 以 描写 ， 人 们 经 常 借助 于 各 种 半 经 验 性 的 模型 ， 这 就 大 大 地 影 啊 了 
数值 模拟 的 正确 性 和 可 靠 性 。 

其 次 是 数值 模拟 中 对 数学 方程 进行 离散 化 处 理 时 ， 和 需要 对 计算 中 所 遇 到 的 稳定 性 、 收 康 
性 等 进行 分 析 。 这 些 分 析 方法 大 部 分 对 线性 方程 是 有 效 的 , 对 非 线性 方程 来 说 只 有 启发 性 , 没 
有 完整 的 理论 。 对 于 边界 条 件 影响 的 分 析 ， 困 难 就 更 大 一 - 些 。 所 以 计算 方法 本 身 的 正确 与 可 
靠 也 要 通过 实际 计算 加 以 确定 。 在 计算 过 程 中 有 时 还 有 一 定 的 技巧 性 。 因 此 为 了 验证 计算 结 
果 的 正确 性 ， 还 必须 与 相应 的 实验 研究 结果 进行 比较 。 

再 次 ， 数 值 模拟 本 身 还 受到 电子 计算 机 本 身 条 件 的 限制 ， 即 计算 机 运行 速度 种 容 景 大 小 
的 限制 、 有 些 问 题 尽管 已 经 有 了 成 熟 的 数值 模型 ， 但 是 完全 实现 模拟 六 不 现实 。 祷 流 运 动 的 
数值 模拟 是 一 个 典型 的 例子 。 它 的 数学 模型 就 是 经 典 的 纳 维 . 斯 托 克 斯 方程 。 但 由 于 流动 是 不 
定常 的 、 三 维 的 ， 各 种 涡 的 尺度 变化 很 大 ， 如 果 要 详细 描写 清流 运动 ， 至 少 需 要 在 空间 布置 
Ке 个 网 格 点 ， 计 算 Re 个 时 间 步 长 ， 每 个 点 用 4 个 变量 (最少 的 情况 )， 对 于 Re = 10 的 
中 等 Re 数 流 动 而 言 , Cray-1 的 CPU 时 间 将 为 10% 小 时 。 可 见 计算 工作 量 之 大 是 不 现实 的 。 因 
此 为 了 能 完全 模拟 油 流 运动 ， 还 必须 大 力 发 展 计算 机 ， 同 时 还 要 努力 改进 计算 方法 ， 提 高 计 
算 效率 。 

总 而 言 之 、 在 强调 数值 模拟 优越 性 的 同时 ， 也 必须 看 到 它 的 局 限 性 ， 应 该 把 它 放 在 适当 
的 位 置 。 它 与 理论 分 析 、 实 验 研 究 相 辅 相 成 ， 作 为 研究 流体 流动 的 一 个 重要 手段 。 

为 了 克服 上 述 种 种 局 限 ， 不 断 提高 数值 模拟 的 能 力 和 效益 ， 目 前 出 现 了 一 些 值得 注意 和 
令 人 鼓舞 的 新 发 展 方向 和 前 景 。 
| 在 数学 模型 方面 ， 人 们 开始 注意 一 种 全 新 的 、 根 本 不 是 由 连续 介质 概念 出 发 的 完全 离散 
的 模型 ， 即 格子 机 。 现 在 已 有 原子 格子 机 和 分 子 格子 机 等 大 体 相近 而 又 有 区 别 的 模 弄 。 在 这 
种 模型 中 ， 人 们 把 流体 看 作 由 大 量 质 点 构成 的 ， 它 们 做 类 似 于 分 子 和 原子 的 运动 ， 它 们 之 阿 
的 相互 作用 是 十 分 简单 的 ， 因 此 运算 也 变 得 十 分 简单 。 但 是 质点 的 个 数 将 是 十 分 庞大 的 。 利 
”用 这 种 模型 人 们 可 以 描写 流体 的 运动 , 而 且 已 经 取得 了 一 些 成 果 。 为 了 有 效 地 利用 这 种 模型 ， 
人 们 需要 设计 专用 的 计算 机 。 研 究 表 明 ， 该 方法 受到 小 Re 数 和 低 M 数 的 限制 ，1992 年 以 来 
人 和 们 进一步 发 展 了 一 种 实数 型 格子 器 Lattice Boltzman 方程 , 这 是 一 种 介 于 上 述 格 子 机 和 NS 
方程 之 间 的 -~ 种 全 新 的 方法 ,已 开始 应 用 于 一 些 复杂 的 流 场 的 数值 模拟 、 是 一 种 全 新 的 很 有 
前 途 的 方法 ， 值 得 注意 。 

当然 ， 目 前 人 们 最 大 其 应 用 的 仍 是 由 偏 微 分 方程 离散 化 的 方法 来 模拟 流 场 ， 所 以 数值 方 
法 仍然 是 最 主要 的 研究 课题 。 目 前 主要 在 两 个 方向 上 发 展 。-- 是 继续 改进 和 设计 新 的 计算 方 
法 。 为 了 模拟 复杂 的 、 可 压缩 不 定常 、 有 间断 (如 激 波 ) 和 有 清流 的 流动 ， 人 们 设计 了 各 种 
方法 ， 如 通 基 校正 传输 、 通 量 分 效 、 守 但 律 系 单调 上 风格 式 (MUSCL)、 总 变 差 减少 法 
(TVD)， 有 四 元 通 量 校正 传输 等 方法 ， 为 世人 醒目 。 在 计算 水 波 ， 特 别 是 破碎 波 方面 ， 人 从 
采用 活动 有 限 元 法 、 自 由 拉 格 朗 日 法 、 无 结构 网 格 法 。 为 快速 求解 棋 圆 型 方程 ， 人 们 发 展 了 
各 种 直接 和 半 直 接 求解 的 方法 、 谱 方法 和 多 重 网 格 法 。 我 国 数值 流体 力学 工作 者 也 作出 了 许 
LRR. 张 涵 信 发 展 并 广泛 使 用 了 反 扩 和 散 法 及 无 参数 无 振荡 的 耗 散 格式 NND), 实践 证 明 是 
行 之 有 效 的 。 黄 兰 洁 1980 年 的 工作 被 认为 是 TVD 的 一 种 早期 格式 , 吴江 航 提出 工 - 收 仿 有 限 
元 -差分 混合 格式 , 沈 重 育 对 有 限 体 积 法 进行 了 改进 。 苏 铬 德 将 大 况 模 拟 方 法 首先 引入 国内 ,并 
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可 能 地 采用 适用 于 向 基 运 算 的 计算 方法 。 值 得 庆幸 的 是 流体 力学 中 的 数值 计算 都 可 以 实现 或 
部 分 实现 并 行 运算 ， e OM ИИИ, 这 一 方向 已 经 得 到 了 人 们 的 
广泛 重视 。 

向 下 计算 及 并 行 计算 机 的 出 现 是 计算 机 的 一 次 重要 车。 在 计算 中 经 常 有 大 重 的 循环 计 
Я. 它们 有 时 是 重复 的 而 又 互 不 相干 的 。 这 就 可 以 同时 进行 计算 ,就 好 像 几 个 人 同时 进行 计 
算 或 在 -流水线 上 分 别 做 各 自 的 计算 ， 然 后 将 结果 汇总 。 这 种 方法 突破 了 目前 的 困境 ， 因 为 
计算 机 内 信号 的 传递 速度 约 为 光速 的 1/5。 目 前 大 规模 集成 电路 的 进一步 微型 化 在 技术 上 困 
难 越 来 越 大 ， 进 一 步 提高 计算 机 运算 速度 面临 很 大 的 困难 ,事实 上 计算 机 运行 速度 提高 的 束 
KECA FERE. HAI Cray 机 的 运行 速度 已 达 10? 次 /s， 再 提高 有 困难 。 而 向 量 机 训 在 不 
提高 运行 速度 的 情况 下 使 计算 速度 成 倍 地 上 升 ， 人 们 对 此 给 子 极 大 的 重视 。 近 年 来 人 们 进 一 
步 将 计算 机 联合 运行 ， 出 现 并 行 机 ， 一 个 复杂 的 大 型 问题 可 以 分 成 若干 区 在 并 行 机 的 不 同 部 
位 同时 进行 计算 ， нче 步 提高 。 


其 人 次， 人们 为 了 进一步 提高 数值 模拟 的 效果 ， 在 图 像 显示 方面 也 有 了 新 的 发 展 ， 已 出 现 
a аа ен оце а а 
切 使 模拟 更 加 逼真 。 


总 之 ， 数值 模 拟 尽 管 仍 然 有 不 少 局 限 性 ， 但 在 人 们 的 努力 下 ， 其 潜在 的 能 力 将 得 到 不 断 
的 发 挥 ， 应 用 范围 将 不 断 扩大 ， 前 景 是 十 分 乐观 的 。 数 值 模拟 将 以 其 自身 的 特点 和 独特 的 功 
能 ， 与 理论 分 析 及 实验 研究 一 起 ,成 为 流体 力学 研究 的 重要 手段 。 
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第 2 章 流 场 的 数学 模型 


为 了 对 流体 流动 进行 数值 模拟 ， 首 先 楼 建立 流体 流动 的 数学 模型 。 

所 谓 物理 问题 或 工程 问题 的 数学 模型 就 是 描写 这 些 问 题 的 各 种 量 之 间 的 数学 关系 ， 它 们 
一 般 以 微分 方程 〈 或 积分 型 方程 》 出现 ， 有 时 也 附 以 一 些 代 数 方程 。 为 确定 这 些 方程 的 解 还 
必须 给 出 定 解 条 件 。 这 些 方程 连同 定 解 条 件 一 起 就 构成 了 数学 模型 。 

”为 了 确定 数学 模型 ， 首 先 要 确定 描写 问题 的 物理 基 或 其 他 量 ， 然 后 根据 一 些 普遍 的 自然 
规律 及 与 问题 有 关 的 特殊 规律 建立 各 量 闻 的 关系 式 ， 它 们 可 以 是 微分 方程 ， 也 可 以 是 由 理论 
分 析 或 实验 研究 得 到 的 各 量 间 的 定 最 关系 (可 以 是 微分 方程 或 代数 方 涅 )。 最 后 给 出 定 解 条 件 。 

到了 肌 流 体 流动 的 量 主要 是 速度 〈 向 量 )、 讨 力 、 密 度 、 温 度 、 丧 、 烩 等 物理 量 。 流 动 所 遵 
循 的 一 般 自 然 规 律 为 质量 守 佰 定律 、 动 量 守恒 定律 、 能 量 守重 定律 和 热力 学 第 --、 二 定律 。 如 
有 果 流 场 与 电磁 场 ， 化 学 反应 等 有 关 ， 还 要 遵循 与 此 相关 的 定律 。 另 外 还 要 遵循 由 理论 分 析 或 
实验 研究 所 确定 的 规律 ， 如 热传导 定律 、 相 变 规律 、 物 性 与 状态 参数 之 间 的 关系 等 。 

在 建立 数学 模型 过 程 中 ， 人 们 会 磁 到 二 种 情况 。 一 种 情况 是 数学 模型 过 于 复杂 ， 尽 管 它 
是 精确 的 ， 但 是 人 们 无 法 求解 。 这 时 人 们 需要 根据 实际 问题 的 特点 对 数学 模型 进行 简化 ， 这 
时 的 数学 模型 尽管 是 近似 的 ， 但 它 可 以 模拟 流动 的 主要 方面 。 另 一 种 情况 是 有 些 规律 在 理论 
上 难以 分 析 ， 实 验 研究 又 比较 困难 ， 精 确 的 规律 尚 不 清楚 、 这 时 就 需要 引入 -- 些 模型 ， 这 些 
模型 在 某 些 方面 反映 了 流 场 的 实际 情况 。 比 如 关于 雷诺 应 力 与 流 场 速 度 分 布 之 间 的 关系 采用 
庙 流 应 力 模型 ， 在 两 相 流 、 非 牛顿 流 、 物 理化 学 流 中 也 都 需要 采用 各 种 不 同类 型 的 模型 。 在 
这 种 情况 下 , 数值 模拟 的 效果 很 大 程度 上 取决 于 模型 的 正确 性 和 精确 程度 。 同时 可 以 看 到 , BË 
着 电子 计算 机 的 发 展 和 科学 技术 的 进步 ， 数 学 模型 将 日 益 完善 。 

除了 建立 基本 方程 和 基本 关系 式 外 , 还 需要 给 出 定 解 条 件 。 这 也 是 一 个 十 分 困难 的 事 。 实 
际 上 不 同类 型 的 问题 需要 完全 不 同 的 定 解 条 件 。 流 体力 学 基本 方程 需要 什么 样 的 定 解 条 件 才 
能 保证 解 的 存在 和 唯一 是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 这 需要 人 们 对 物理 问题 本 身 的 特性 有 清晰 的 
了 解 ， 才 能 对 定 解 条 件 和 数值 方法 有 正确 的 认识 。 

本 章 介绍 建立 数学 模型 的 一 般 方 法 ,常见 的 流体 力学 的 几 种 数学 模型 和 定 解 条 件 的 确立 。 


2.1 建立 数学 模型 的 基本 方法 


这 里 介绍 的 是 连续 介质 力学 数学 模型 建立 的 一 般 方法 。 描 写 流体 运动 的 物理 量 所 遵循 的 
关系 有 二 类 ， 一 类 是 由 理论 分 析 或 实验 研究 得 到 的 关系 式 ， 如 气体 的 状态 方 穆 、 热 传导 的 富 
利 埃 定律 .应力 张 量 和 应 变速 率 张 量 之 问 的 关系 (线性 的 牛顿 关系 和 非 线性 的 非 牛顿 关系 等。 
这 些 定律 和 关系 将 在 本 章 直接 被 引用 。 另 一 类 关系 是 由 自然 界 普遍 规律 得 到 的 ， 一 般 是 一 些 
偏 微 分 方程 ， 人 们 常 称 它们 为 基本 方程 。 本 节 讨 论 建立 这 些 基本 方程 的 方法 。 

建立 基本 方程 的 最 常用 的 方法 大 体 如 下 : 首先 在 流 场 内 任意 地 选取 一 控制 体 ， 这 一 控制 
体 是 想像 的 、 任 意 的 ， 并 且 对 于 所 选用 的 坐标 系 是 相对 静止 的 ， 如 图 А. 2. 1 所 示 。 控 制 体 的 
体积 记 作 V, 它 的 表面 记 作 S, 表面 的 外 法 向 记 作 ,其 长 度 为 单位 长 。 流体 流动 的 速度 记 作 
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V, 它 是 空间 位 置 r 及 时 间 1 的 函数 ,流体 的 密度 记 作 о, 然后 考虑 在 
Нр 8) e 到 :上 十 Az 时 间 间 隔 内 通过 控制 体 表面 流体 物理 量 (质量 、 动 
Е. ВЕН) 的 通 量 、 体 内 物理 量 的 变化 以 及 控制 体外 流体 对 体内 流 
体 的 作用 量 、 三 者 之 间 可 根据 守恒 定理 得 到 平衡 关系， 这 种 关系 是 
积分 型 式 的 。 最 后 利用 场 论 方法 将 表面 积分 转换 为 体积 分 ， 当 控制 
体 连 续 地 收缩 到 一 个 点 就 得 到 了 微分 型 的 基本 方程 。 

首先 讨论 连续 方程 的 建立 。 连 续 方程 是 基于 质量 守恒 定律 得 到 
的 ,。 在 :到 上 十 全 时间 间 隔 内 , ТЕЛ, 足够 小 的 情况 下 ， 通过 控制 面 
流出 控制 体 的 质 基 为 

ф + RÒS + At | 图 A.2.1 
这 里 面积 元 记 作 S, 这 是 因为 它 与 时 间 ;+ 无 关 。 下 面 公式 中 8y 为 体积 元 , 与 时 间 也 无 关 。 在 
这 -- 时 间 间 障 内 控制 体内 由 十 密 度 随 时 间 变 化 而 使 质 共 增加 的 量 为 
a 
| er -At 
在 没有 其 它 质 量 来 源 的 情况 下 ， 由 质量 守恒 定律 可 知 ， 控 制 体内 质量 的 下 降 应 当 等 于 流出 控 
制 体 的 质量 ， 故 有 平衡 类 系 式 : 
[ооу -ar =— G pv -nòs + Мм 
约 大 A 后 得 方程 | 
[sv + 中 mr ,nas = o (А.2.1.1) 


这 就 是 积分 型 的 连续 方程 。 将 控制 体 取 作 坐标 网 格 单元 ， 积 分 用 平均 量 与 面 元 面积 或 体 元 体 
积 相 乘 来 代替 ， 就 构成 了 有 限 体 积 法 的 基本 思想 。 
利用 奥 - 高 定理 ,面积 分 可 以 改写 为 体积 分 


$ ov e nS = fv ‚ (ру)ду 
HERA (A.2.1.1) 式 可 得 
20 š = 
е (У) av = 0 


由 于 控制 体 是 任意 选取 的 ， 所 以 当 被 积分 其 为 连续 变化 时 必 有 


S+ V: pV)=0 (A.2.1.2) 
这 就 是 微分 型 的 连续 方程 。 
动力 学 方程 和 能 量 方程 分 别 由 动量 守恒 定律 和 能 量 守 恒定 律 得 到 的 。 
动力 学 方程 的 建立 。 


在 上 时间 间隔 内 通过 控制 体 表 面 S 向 控制 体外 流出 的 流体 动量 为 
фо) , (V e m8S + At 
由 外 界 流体 在 控制 栖 表面 处 对 控制 体内 流体 作用 的 冲 量 为 
oas -At 


Ж о, 为 5 面 处 作用 于 控制 体内 流体 的 表面 应 力 。 在 外 界 体积 力作 用 于 控制 体内 流体 的 冲 量 
为 


ferv “м 
其 中 子 是 作用 于 单位 质量 上 的 向 量力 。 在 问 一 时 间 问 隔 内 控制 体内 流体 动量 的 增加 为 
2 А 
根据 动量 定律 ， 各 量 间 的 平衡 可 得 方程 
| SN = É фе © n)88 十 Jeas + [у]. At 


£ A 即 得 积分 型 动 其 方程 


|: 2 203ү + $, PVCV + п)85 = $ 0,55 + |: И (A.2. 1.3) 
由 于 g, 一 中， 天 
其 中 о 为 应 力 张 量 ， 它 是 一 对 称 张 量 ， 利 用 奥 -高 定理 醋 得 
ф oàs ы фо . n8S = |piveay (A.2.1.4) 
另外 利用 连续 方程 有 
[ә = -fv v Sbav + [ж Vey 
=|—r . [V 。(oy)]Sy + 4 


将 上 述 关 系 代 入 (A. 2.1.3) 式 可 和 
fpr aV ay + |9 vaesv -| у. [V .Coy)]ar 十 ф vo . n)8S 


~ Divo + ef)3V 
考虑 到 场 论 公式 | 
frw . V)a + а(у - У) У = ф av.as (А.2.1.5) 
Ка=рУ, 再 代入 前 一 式 即 得 
шк +w. vvl = [Divo + р/)8У 


考虑 到 
Sq (y. yy = И 
ү ана 
e = pf + Divo 的 
能 量 方程 的 建立 。 


这 里 假定 流体 与 外 界 的 能 量 交换 只 限于 机 械 能 和 热能 。 在 有 其 他 能 量 交换 时 可 加 入 相应 


HI 


在 AC 时 间 间 隔 内 ， 控 制 体内 流体 能 量 由 于 外 界 体积 力 做 功 所 增加 的 量 为 
fø .ay .At 
外 界 流体 对 控制 体内 流体 通过 表面 力 所 做 的 功 为 
фо. ҮЗ, Аг 
流体 通过 控制 体 表面 向 外 流出 的 能 量 〈 动 能 和 内 能 ) 为 
ү? 
SO 
由 于 热传导 通过 控制 体 表 面 从 外 界 得 到 的 热能 为 
中 9785 -At 


流体 由 于 外 界 流体 加 热 〈 如 辐射 等 ) 所 得 热量 为 


(V ° n)àəS + Az 


[ету . М 
Fik TEE RAEI m НЕ Bt SN 
2 r IV: 
[Ж + e] Jv Ду 
根据 能 量 守 恒定 律 可 得 到 能 量 平 衡 方 程 为 《〈 约 去 Ar) 


Ја +“ 


v = [рл угу + фо. vas — $ 45 -+ e] vas 


f $ k aS + fana (А. 2.1.7) 


这 就 是 积分 型 的 能 基 方 程 。 
考虑 到 应 力 张 量 是 对 称 的， 利用 奥 - 高 定理 有 
фо,-у55 = $ (n - 0) -VS = È n- co -Vas = [7 - Co yav 


此 外 还 有 


j 2Tss =fv . (EIT 
s ðn y 


(A.2.1.7) 式 可 改写 为 
Ма (+6) 1+ v rig +e] 


= fief v + P + У * (G + V) + V + (АУТ) У 
y 


同样 由 于 V 的 任意 性 可 得 微分 型 的 能 量 方程 


эү" { у? 
zle 2 +) ++ [| +) ) 
=pf - V рь + V ° (g + V) + V + (k VT) (A.2.1.8) 


以 上 (А.2.1.1), (A.2.1.3), (A.2.1.7) ЕТЕТЖ, (А.2.1.2). 
(A.2.1.6), (A.2.1.8) 则 构成 了 微分 型 的 基本 方程 。 应 该 指出 , 这 几 个 方程 是 不 封闭 的 , 还 
需要 附加 其 他 关系 才能 得 到 完整 的 封闭 方程 。 


2.2 流体 流动 的 几 个 主要 数学 模型 


一 般 说 描述 流体 流动 的 基本 方程 是 NS 方程 ,但 它 比 较 复杂 ,所 以 人 们 针对 不 同 问题 进行 
了 简化 。 本 节 将 介绍 NS 方程 及 其 在 不 同情 况 下 简化 所 得 的 方程 。 关 于 边界 条 件 将 在 下 节 介 
绍 。 


2.2.1 NS 方程 


前 面 已 经 介绍 了 基本 方程 的 建立 。 为 使 方程 封闭 ， 必 须 附加 其 他 条 件 。 一 个 重要 的 附加 
关系 是 应 力 张 量 和 变形 速率 之 间 的 关系 。 对 于 牛顿 流体 ， 这 关系 呈 线 性 关系 ， 具 体形 式 为 


s= pI+ | — 20) (у V+ 2р8 (A.2.2.1) 


Кр e 97, T 为 单位 张 量 ， 为 流体 粘性 系数 ,pt 为 流体 膨胀 粘性 系数 ，S 为 流体 变形 速 
率 张 量 。 一 般 将 上 式 简 写 为 


a= 一 上 上 rr | (А. 2.2.2) 
其 中 T 称 作 剪 应 力 张 量 、 将 它 代入 (А. 2.1.6) Ж (А. 2.1.8) 式 可 得 
T = f-Lup+ Lpivr | (A.2.2.3) 
apv уз 
А te Jr v; СЕС 


=pf V + equ У + СУ) Б оф + V + RVT) +V Оут (А. 2. 2. 4) 


其 中 D=] e — Sa] Су 097 + 28S,S, (A.2.2.5) 
Гут = A 
(А. 2. 2. 6) 
r= и 2) (у + VI + 248 
ЯТ, 重复 下 标 有 求 和 约定 。 在 直角 坐标 下 有 
_ aa ү әш | 
5= 1199 + zz) (A. 2. 2.7) 


*+10 ° 


LA 


(А. 2.2.3) (А. 2.2.4) 与 连续 方程 (A. 2. 1. 1) 一 起 构成 牛顿 流体 流动 的 基本 方程 , 称 为 NS 
方程 。 另 外 需要 给 出 以 下 补充 关系 : 


状态 方舟 
p =p(p,T) 
e =e(p,T') 
物性 系数 与 状态 参数 的 关系 
н =H (p,T) 
и SEPT) 
k =k, T) 


为 以 后 使 用 方便 , 一 般 将 NS 方程 写成 守恒 型 和 非 守 恒 型 二 种 。 在 直角 坐标 下 的 形式 为 : 
非 守 恒 型 


aU 3U aU 


z TAa Вау +c3 = к (А. 2.2. 8) 
其 中 U = (p u,v we)" 
u p v p w e 
и v w 
A= u В = v ‚ C= w 
u v w 
u v ш 


— $ 
5[4135 + 25) 1+ 


| 1095 + 
s t у УЦ” — ЖАУ, + 2625] 


су. V) + 2498 | 


ck gx 
де дх 


A $u) (V .y) + 2а | 


_ Êg. ° 1[9 z7) 
eV ЕЕС 1 


ат 


Ана] 


ду 


ах 


aU , 2F ,3G ән ` 
a toz Tay дк" К^ (A.2. 2. 9) 
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其 中 U = | p,pu,po,pw,p 
[ pu 


2 ди 
P + би? + СУ . V) 一 入 元 


дч ду 
= puv н55 +52) 
ди | дш 
раю — p| 55 +58) 
А ди ди до аи Iw 2 Г 
| Ёз + р) | pu 9“ + е бу + 52) + |+ ут] + 名 put 0-51] 
F ро | 
ди ду 
ро 35+ 52) 
z4 2 Vy ~- 9.97 
G= P +p + av 12; CET 
дт Aw 
рио — н 99 + 908) 
x ди дт дъ ди дш 2 аг 
{Es + ру sex [z Зз) + 26 ду + mof SE + 32] + antv +) = Жу | 
| pw 
{ди ди 
puw — | 5® + 20) 
ду дл 
H= prw— a 52 + 52) 
2 2 ðw 
P + pw’ -+ zAV + V) — 2# SZ 
ди дт дт, дш дш, 2 ат 
(Е, + руш — [| + 58) + |3” + 32] оа SE ау у) 697 | 
R = (Opu po, pmu pl f * V +) )" 
其 中 | 
у? 
Е =е+ > # = 0 
2.2.2 对 流 方程 


严格 说 来 ,研究 由 于 流动 引起 的 热 交换 ,或 由 于 热 引起 的 流体 流动 都 可 以 直接 求解 NS Jr 
程 ， 但 从 上 面 叙述 可 见 NS 是 相当 复杂 的 ， 直 接 求解 很 困难 ， 一 般 需要 作 一 些 简化 。 


由 温差 引起 的 流动 叫 自 然 对 流 , 一 般 说 它们 的 流动 速度 不 大 , 可 以 引用 Boussinesq 近似 ， 


认为 ; 

(1) 流体 可 以 看 作 不 可 压 的 ， 即 由 于 压力 变化 引起 的 密度 变化 可 以 忽略 不 计 。 密 上 度 的 差 
漠 只 是 由 温差 引起 的 ; 0) 物性 参数 ， 如 比 热 、 热 传导 系数 等 都 是 常数 ， 它 们 取 流 场 平 均 温 
度 时 的 相应 值 ，(3〉 由 于 温度 变化 引起 的 密度 可 近似 表示 为 


P= (1— аАТ) (А.2.2.10) 
a 为 热膨胀 系数 ;(4) 流体 是 牛顿 型 的 ， 流 体内 部 没有 热源 ， 耗 获 和 热 帐 射 也 均 被 略 去 。 


根据 上 述 假定 ， 连 续 方程 具有 如 下 形式 : 
„]2+ 


a7 


V. V=0 (A.2.2.11) 

由 于 a 和 AT 均 不 大 ， 所 以 密度 变化 不 大 ， 记 2 = ps 十 Ар, 作用 于 流体 的 重力 为 

pf =— pgk =— (po + Ap)gk = — рек — Др • gk 
其 中 g 为 重力 加 速度 。 与 (А. 2.2.10) 式 比 较 可 得 До = 一 ap AT , 代入 动力 学 方程 可 得 

БИ =— V p — пй + pVY + apATgk 

在 分 析 海 洋 暖 流 时 还 要 考虑 地 球 的 旋转 , 这 时 要 考虑 科 氏 力 。 考 虑 到 压力 户 可 以 分 成 二 部 分 ， 
一 部 分 与 重力 平衡 ， 一 部 分 是 对 流 引 起 的 ， 仍 以 p 表示 ， 于 是 上 式 可 改写 为 

p = Yp + uv + pah T gk — 20 X V (А. 2.2.12) 


这 就 是 热 对 流 的 动力 学 方程 。 而 能 量 方程 则 简化 为 


de bç. lọ 1, 
由 于 
P eo уу. Ё do d 1) 
САДа 5 
故 上 式 改写 为 
de 4( 1123: 19р 1251,0 
ч + Р ъ]=ф Ф = lot ТЕРТ +а 
利用 Boussinesq 假定 可 得 简化 方程 
= КУТ = Т (A. 2. 2.13) 
p 


(А.2.2.11--А.2.2. 13) 组 成 了 热 对 流 的 基本 方程 组 。 

2.2.3 不 可 压缩 流动 

在 上 面 讨论 中 虽然 流动 假定 为 不 可 压缩 的 ， 但 不 同位 置 流体 由 于 温度 不 同 而 造成 密度 不 
同 。 这 在 讨论 对 流 时 是 十 分 必要 的 ， 但 在 许多 流动 中 温度 差别 引起 的 流动 是 微不足道 的 。 这 
时 ， 如 果 流 速 比 声速 小 得 多 时 (如 流速 不 到 声速 的 0. 2 一 0. 3 倍 时 )， 流 体 的 密度 变化 可 以 忽 
略 不 计 ， 这 时 流动 可 视 为 不 可 压 流 动 ， 其 特点 是 密度 为 常数 ， 连 续 方 程 为 


VV=0 (А, 2. 2. 14) 
动力 学 方程 为 
аў 1 Я 
ri S Vp + АУТ (A.2. 2.15) 
能 量 方程 为 
de k 1 


上 面 三 个 方程 即 为 不 可 还 缩 流体 流动 的 要 本 方程 。 能 量 方程 是 独立 于 其 他 方程 之 外 的 ， 所 以 
可 以 单独 求解 。 
由 于 连续 方程 中 不 出 现 密度 项 ， 求 解 时 会 有 所 不 便 ， 故 人 们 引入 向 量 流 函数 多 ， 使 
V = Ç X g (A.2.2.17) 
这 时 连续 方程 自动 满足 。 动 力学 方程 可 以 改写 为 
+ 13+ 


20 L XW TO (0. 957 Xx g) = Ç — 


R= V(V +g) — Ag 


(A.2.2.18) 
EPER Q = 十, 上 为 妈 的 大 小 。 上 述 方程 简化 为 
95, 9495 афа Еа f, af, 
a Egyr. akay amat] (A. 2. 2.19) 
ap =—{ 


流 函数 的 方法 在 平面 问题 时 经 常 引用 , 其 优点 是 消除 了 压力 项 , 但 带 来 了 “ 的 边界 条 件 问题 。 
此 外 ， 以 上 公式 中 。 = 与 为 运动 精 性 系数 。 


2.7.4 边界 层 方程 和 撒 物 化 方程 


在 高 雷诺 数 流动 中 , 物体 壁面 附近 存在 一 层 很 薄 的 粘性 起 很 大 作用 的 薄 层 , 即 边界 层 。 在 
边界 层 内 速度 沿 壁 面 法 向 梯度 很 大 ,速度 大 体 上 与 壁面 平行 。 而 在 边界 层 外 粘性 作用 就 小 得 
£, 可 以 近似 看 作 无 粘性 流动 。 边 界 层 厚度 6~L/ /Re, L 为 流动 的 特征 长 度 ， Re 为 雷诺 数 。 
在 二 维 自 然 坐标 下 ， 边 界 层 方程 为 


dvs 05 дт; Zes = A др а?у; 

э тъ 95 t ап" әк T Эа? 

І | 

m _ 1 20 (A. 2. 2. 20) 
R e дп 

1 avs | 


zas T 如 SHART 
其 中 前 二 式 为 动力 学 方程 ,hh = 1 十 n/R,R 为 壁面 曲率 半径 , пи 为 壁面 法 向 距离 。 这 里 假定 流 
体 不 可 压 。 
边界 层 方 程 具有 抛物 型 方程 的 特性 ， 具 有 明显 的 特征 流动 方向 。 近 年 来 人 们 还 提出 一 种 
抛物 化 方程 。 由 于 作法 不 一 ， 所 得 的 抛物 化 方程 也 是 不 同 的 。 一 个 比较 简单 的 作法 是 当 流 动 
沿 某 一 方向 时 ， 该 方向 选 作 z，z 方向 ， 而 另 一 方向 》 十 的 速度 与 主流 方向 速度 相 比 小 很 多 ， 
这 时 假定 导数 项 92/3z?,32/gzz,321az3y,a2/3zayy92/3yaz 均 为 小 量 昌 可 以 略 去 ,于 是 可 得 


а 
ata Au 8 0, 


дрии ж) dpuw __ дф д ди 
Е z gz + ду + д = Pf, дт Tay #3y 
2 pv dpuv | Qpuo ‚ Jpvw _ F 4 ajf av 
дї + ах Ga ду + дх = f, — + 3 ЕГ “эу 
2р д puw agre ee 一 _ 4р, 2f дф 
kesr asp Рава = рў, +y ма 
TITE E оина r Дк = 
| p ду 2 
(A.2. 2.21) 


其 中 


这 个 方程 也 叫 薄 层 方程 ， 具 有 抛物 型 性 质 。 


2.2.5 欣 拉 方程 


上 面倒 述 已 经 指出 ， 在 远离 物 面 处 ,流体 的 粘性 作用 很 小 ， 可 以 忽略 不 计 ， 于 是 可 以 得 
到 无 粘性 流体 的 基本 方程 ， 称 作 欧 拉 方 程 。 向 量 形式 为 


др a = 
z: 十 V + (V) = 0 
аў. 1 
3 ={ P VË (А. 2. 2. 22) 
z 
о (#+ = |=е/,У-— V • (рУ) 
最 后 … 个 方程 也 可 由 热力 学 方程 得 到 。 因 为 无 粘 流 时 有 
ds 
= (А. 2. 2. 23) 
з, ЖЕСЕ 
з= сп Ё 
p 
为 以 后 使 用 方便 可 写 出 (A. 2. 2. 22) 的 散 度 形式 
aU ӘЕ ас̧, ән _ 
CSS Pa P ГЕ, (A.2. 2. 24) 
其 中 U = (p, pu, pv, pw, E,)" 
pu ро pw 
b + pu рит puw 
F= бит . G = P+ ро? » Н = Ош 
puw риш P + ои? 
(E, + ри (E, + pye (E, + руш 
FRENA 
у у aV 2V 
овет Вау CS; = Q (А. 2. 2. 25) 
其 中 V= (pusv tw, p)" 
и р | v P w P 
1 0 ш 
š 过 
A= ‚В = v 1 ‚С = ый 
н e 1 
w È 
и v б 
一 a'u и L— a° © 一 aw w 


Q= 《0， х? yf 0)T 


当 来 流速 度 均 匀 ， 产 生 的 激 滤 又 不 很 强烈 时 ， 流 动 可 以 视 作 无 旋 的 ， 可 引入 速度 势 р, fE 


这 时 定常 流动 的 速度 势 满足 方程 


V = YY 


»]5* 


z 52 2 
(a? — ш?) + (+ ш) 5 


+ 200 二 一 一 = z + 200 + 200 = 0 (А. 2.2. 26) 
y Te A ; 

这 就 是 所 谓 的 全 位 势 方程 。 在 亚 声 速 或 小 超声 速 时 ， 小 扰动 流动 位 势 方 程 为 

| а— ДА oE +e =o (A. 2. 2.27) 
跨 声 速 时 小 拢 动 方程 为 
[к-о+1 е Р 1562 ЕЗ 25, q: е =й (А.2.2.28) 
ТВ, М. — 0 Ее ти я 

Ар= 0 (А. 2. 2.29) 


这 是 一 个 典型 的 椭圆 型 方程 ， 即 Laplace 方程 。 
2.2.6 水 波 运动 、 明 渠 流 和 术 击 


水 波 运动 是 一 种 在 重力 作用 下 有 自由 面 的 水 运动 。 水 一 般 视 为 不 可 压缩 流体 。 由 于 重力 
作用 是 有 位 的 , 流体 的 粘性 不 大 , 其 作用 可 以 忽略 , 所 以 流 场 可 以 看 作 是 有 位 的 、 无 旋 的 , 故 
有 


V = Ve (A.2.2.30) 

代入 连续 方程 即 得 | | 

Ар = 0 (А. 2. 2.31) 
а и 

w и 2 о 2Ё ДА = 0 (А. 2. 2. 32) 


МЕР: МЕ at 
其 中 改 为 自由 面 的 位 置 ， 另 外 一 个 是 动力 学 条 件 ， 

Рашк 一 常数 
利用 伯 努 利 方程 可 得 上 述 条 件 的 表达 式 为 


ag 1[{дФ\* ‚ (ае? (ае: Р. _ =, 
ук) + (38) + [59 +е+ё-0 (= = 6) (А. 2. 2. 33) 


ТЕЖО НЕ Н Л, PRENTAR, Рола АРТЕМ 8 


2: ар_ 

TETA (А. 2. 2. 34) 
99 fa 

9115-0 + g$ + pt (А. 2. 2. 35) 


: 当 水 的 深度 不 大 ， 水 的 波长 比 水 深度 大 很 多 时 ， 人 们 采用 浅水 波 理论 ， 其 中 假定 水 的 速 
度 沿 深度 方向 不 变 , 而 且 滑 深度 方向 的 速度 分 量 w 路 去 不 计 。 记 户 为 水 的 深度 , 由 上 述 假设 ， 
可 建立 浅水 波 运动 连续 方程 : 

дА, дАи 9hv 


3, ear t a (A.2. 2. 36) 


和 动力 学 方程 ; 
* 16" 


hu Ahu? ӘАит ге дА | (ты), _ (т), 


ЕТ + дх T gy FE + e P 

(А. 2. 2. 37) 
Әһә, huv Əh _ Əh | Сыа), Ст), 
at + дт + ду gh ду + p P 


其 中 ran 为 表面 风 切 应 力 ; re 则 为 水 底 的 摩擦 阻力 。 这 里 假定 水 底 是 水 平 的 , 在 有 坡度 时 还 要 
加 上 与 坡度 有 关系 的 项 。 当 流动 只 有 一 维 时 则 为 明渠 流 基本 方程 。 

~- 般 情况 下 ， 水 被 视 为 不 可 压缩 流体 ， 但 在 水 击 流动 中 ， 水 必须 考虑 为 可 压缩 流体 。 水 
击 流动 的 研究 对 核反应 堆 的 安全 性 分 析 具 有 重要 的 意义 。 

在 研究 水 击 流动 时 ， 人 们 做 如 下 的 假设 ，(1) 流动 视 作 一 维 的 ， 即 管 截面 上 的 物理 量 取 
平均 值 ，(2) 流体 是 可 压缩 的 ， 但 压缩 性 非常 小 ， 故 压力 与 密度 关系 呈 线 性 ;(3) 管 的 截面 
积 可 以 是 变化 的 ， 并 与 当地 的 压力 有 关 。 根 据 以 上 假定 有 : 


о = oj 1 十 $| (А. 2. 2. 38) 
АК 为 水 的 体积 弹性 模 基 。 另 外 还 有 


_ Айбы, ААр, Ар p 
Ad 一 F d = ГЕ“ == TE? (А. 2. 2. 39) 


其 中 Ар 为 管内 外 压力 差 . Е 为 管 壁 的 杨 氏 模 量 ，? 为 管 壁 的 厚度 。 
利用 以 上 假定 ， 可 以 得 到 水 击 运动 的 连续 方程 


ЭА аА С? аА 
[б уәғ „ (А. 2. 2. 40) 


其 中 为 流体 运动 的 静 压 头 与 管道 截面 标高 之 和 ,V 为 流动 速度 ,< 为 截面 标高 ,g 为 重力 加 
速度 ，C 由 


= 1 
yC: K ТЕ (A.2.2.41) 
确定 ， 其 中 7 = pg,p 为 水 的 密度 。 
动力 学 方程 为 
дй т У 3V 
Je ALTE a V сүс Б (A.2. 2.42) 


Kpr AERDEN., L 为 管 截面 湿 周 边 ，4 为 管 截面 积 ，(A. 2. 2. 40, A.2.2.42) 为 水 击 运 


” 动 的 基本 方程 ， 在 水 管 中 还 存在 各 种 形式 的 接头 和 阀门 以 及 水 容器 等 ， 所 以 对 于 不 同 器 件 要 


作 不 同 处 理 ， 这 里 不 作 详细 介绍 。 
2.2.7 M 


潢 流 运动 是 一 种 十 分 复杂 的 流动 ，100 多 年 来 的 跟 苦 努力 仍然 没有 能 够 攻克 这 一 顽固 保 
Z, 至 今 仍 然 看 不 到 解决 的 前 景 。 所 以 目前 人 们 仍 只 能 借助 于 一 些 半 经 验 的 工程 模型 来 研究 。 
电子 计算 机 的 出 现 为 数值 模拟 庙 流 运动 带 来 了 希望 ,要 完全 实现 这 一 愿望 仍然 有 很 多 困难 ,有 
待 电子 计算 机 速度 进一步 提高 和 容量 进一步 扩大 。 

这 里 介绍 雷诺 方程 及 工程 模型 。 

对 NS 方程 关于 时 间 进 行 平均 可 以 得 到 雷诺 方程 ,下 面 限于 不 可 压缩 注 流 运动 。 一 物理量 
对 时 间 平 均 定义 为 

.17. 


$= | ñd: 
其 中 了 为 时 间 间 隔 〈 根 对 于 脉动 周期 而 言 比较 长 )。 物理 量 本 身 与 对 均值 之 差 为 脉动 量 , 记 作 
f. RRE 
#=#+# #=$ #=0 
#Té= $ $$ = 9.0. 
将 这 些 平均 方法 应 用 于 NS 方程 可 得 雷诺 方程 ， 


au аии | Quy диш = _ 1 3p, az 一 we) | QG, шш) 1 Әб. uw) 
ЕТШ Эт + ду + дх fe p Jz + дт +f ау + де 
2v | дио, дут дош _ z; _ 1 Әр, а(н) 1 Әбу 07) | G; Vw) 
3: әх Y 2y T Әя =f, р эу дх + ду + Jz | 
аш дит | душ | дшш 1 Əp аб. ww) Ga- VW) 1 Ə (Z, — ww) 
a + дх ЕКЕ += =f, р Jz + Эх 3y + д2 
aT afu aTy Тә ӘТ и aT ӘТ w 
ðt EEJ ду дж дх ду dz 
[әт T T) а Š 
- 2155 зы Ке) t +Z 
(A.2.2. 43) 
其 中 四 wo, ee иа ЩА, Tu, То, Ты 表示 由 于 流体 微 团 脉 动 引起 


的 热量 传递 。 以 上 这 些 量 都 是 未 知 的 . 因此 (A. 2. 2. 43) 式 是 不 封闭 的 。 为 使 方程 封闭 ， 需 
加 上 它们 与 平均 量 之 间 的 关系 , 这些 关 系 一 般 是 半 经 验 的 和 带 有 启发 性 的 , 称 为 滑 流 模型 。 目 
前 有 许多 不 同类 型 的 模型 ， 归 纳 起 来 有 以 下 几 种 : 


1. 一 阶 封闭 模型 〈 零 方程 模型 ) | 
首先 引入 记号 妃 = 一 pvivi。 零 方程 模型 主要 有 以 下 几 个 不 同 模型 : 


(1) — wv = pr s Boussinesq 涡 量 粘性 模型 
(2) Wd =r zx Ргап 混合 长 度 理论 
2y13y 
(3) — WV = Аш а= Prandtl 尾 迹 混合 长 度 理论 
==: ди|ди\з | а?и |2 СЕ. а ? 
(4) — o = P F T / 271 Kármán 局 部 相似 混合 长 度 理论 | 
с [2 4 29| 2 

(5) РЯ = Я Эт, + Эт 3 Š, Ë Š,; 为 Kroneker 算 符 
k= anty 
vr = С,Ё?/є 雷诺 比拟 模型 

_ „йә 
согы д х; д х; 

(А. 2.2. 44) 
. 18 ` 


2. 二 阶 封闭 模型 


主要 有 以 下 几 种 方法 : 
(1) k-e 模型 
在 前 面 提 到 的 雷诺 比拟 模型 中 的 上 ，*e 需要 另行 确定 ， 所 用 的 方程 如 下 ; 
dk gk — 3k 让 ak Ik -ov 
d ә: Var Әх Ë £ Ər ` | vV т, £ CA. 2. 2.45) 
Жор с, КОЁ, ЭЕ RAIET о, TEANNEN: 为 湾流 动能 耗 散 速率 ， 
с, =0. 09 — 0.11 | 
U! а Р? а vw 9 т, 2 
df іе Ga: Эх, |+ ита 


є{—— 2 i 2 
a T| va, zauk s| Ps — Zap) 
д2, av 
其 中 Pi ==: КАТА FP + оо! ЕРИ 
—— Ə%, 
Шр дик; n 
P, = 7.72 EE 
P =P; 
c =0.09— 0.]1 с =1.5— 2.2 с, = 0.4 — 0.5 (A.2. 2.46) 
s= l< k дє дє е — Iv; є 
dk 3z є Әл Әл} k Руда. R 


с©,<=0.07-- 0.09 ca = 1.41 ~ 1.45 ce 一 1.9 一 1.92 (A.2.2.47) 


以 及 
а» => ёдт а 1 т ӘТ yr ёх 
a Әлү е ду S ar ШШЕ; vt Эл, 
тү гург 20; 
— er + УТ" + ст, val 
其 中 Ст = 0.07 ET, = 3.2 Ст, = 0.5 (А. 2; 2. 48) 


以 上 方程 中 &，e 方程 是 基本 的 ， 其 它 量 由 它们 计算 出 来 。 以 上 模型 比较 复杂 ， 可 再 作 一 些 简 
化 。 


一 个 方程 模型 
= =k? ji 
dk _ д дё 一 一 до pr £ эя ухх a 
бе М гн жаша. 
Ка = | 5 
=Z МЕ 58 Фф I 20,8" (А. 2. 2. 49) 
j + 


.19. 


1 是 与 所 研究 的 问题 有 关 的 尺度 
-FT = e, ЗУР, 


其 中 с, = 0.09 P, = 0.8 ~ 1. ЗО Prandtl Ж) 
二 个 方程 模型 
由 Q — Р, а | 7 — 28, 2 25е Ву 
= (А. 2. 2. 50) 
aE p U A у =0 
ш m 
求解 得 viv’， от", 代入 (A. 2. 2. 45, А. 2. 2. 47) 可 得 Ë, eE, 然后 求解 。 
(2) k-e-E (E-W BR) 模型 
52 { дт, Jv. 2 
i д, 
9/0; = С, = а=, + zu) з 55 
T (A.2.2.51) 
с, а 
-v =E z cr = 0. 09 


щй КАНЕ Vu, VTA (А. 2. 2. 45, А. 2. 2.47) "ЖТ А, 的 方程 。 

GO) УВЫ 

就 是 直接 解 (А. 2.2. 44А. 2. 2.47) ВАНО ЕНУГЕ. 

其 它 还 有 如 大 涡 模 型 ， 代 数 横 型 则 不 再 作 一 一 介绍 。 以 上 模型 中 比较 简单 的 在 工程 上 能 
实际 应 用 的 模型 有 时 简称 工程 模型 。 

应 当 指 出 ， 注 流 模型 有 时 有 针对 性 和 局 限 性 ， 普 议和 适用 的 模型 有 待 进一步 探索 。 


2.2.8 MHR 


多 相 流 是 自然 界 和 工业 装置 中 常见 的 流动 现象 , 自然 界 中 降雨 下 雪 、 风 沙 、 泥 沙 流 等 , Т. 
业 装 置 如 锅炉 、 冷 凝 器 、 同 汽 发 生 器 、 汽 轮机 涡轮 等 设备 中 均 为 多 相 流 ， 在 多 相 流 中 存在 多 
种 物 相 ,如 液 相 、 气 相 和 国 相 。 同 一 相 也 可 以 有 不 同 种 类 的 流体 ,可 见 多 相 流 是 比较 复杂 的 ， 
甚至 描述 这 种 流动 都 是 比较 困难 的 。 在 这 里 只 能 简要 地 介绍 二 相 流动 的 数学 模型 ， 并 假定 只 
有 一 种 物质 ， 可 以 进行 相 变 。 二 相 流 需要 六 个 方程 ; 二 个 连续 方程 、 二 个 动力 学 方程 和 二 个 
能 量 方程 ， 如 果 其 中 一 相处 于 和 饱和， 问题 可 以 得 以 简化 ， 可 减少 一 个 能 量 方程 。 

二 相 流 的 连续 方程 在 一 维 情 况 下 可 以 写作 


2 Гар,А + 《1 =ч a)p;A]+ 2. (Гари, + (1 ЕС oprwr А} = 0 (А. 2. 2. 52) 


其 中 ps 为 气相 密度 , py 为 液 相 密 度 ,4 АНТ OR BB] зо, АНЕ ЯЕ, wj 为 液 相 速度 、 
4 为 一 维 管道 截面 积 ， 这 一 方程 是 由 二 个 相 各 自 列 出 的 连续 方程 在 质量 字 恒 条 件 于 合成 的 。 
类 似 地 动量 守恒 定律 也 可 以 得 到 一 个 新 的 动力 学 方程 ， 
2 (Гари, + A — а)еиоА) + 2 (Гарей + (1 — а)ри А) + А s 
+ Гар, + (1 — a)prlgAcos$ + Fr = 0 (A.2. 2.53) 
. 90. 


Ж p ЖЕЛ, ЗЕЛЕ, 9 为 管 轴 与 重 垂 线 的 夹 角 ，Fa 为 单位 长 度 上 的 摩擦 力 。 
能 量 方程 为 


Z {Lapses + Q — aoyer]A} 


д 
+ Ë (Гарао,ћ, + (1 орлот 1А} = Z x (A.2.2.54) 


其 中 ex 为 气相 单位 质量 内 能 ,er 为 渡 相 单位 质量 内 能 ,h,h/ 为 相应 的 迷 , Q 为 外 界 加 热 功率 。 

需要 指出 ， 以 上 方程 是 不 封闭 的 ， 还 需 补 充 方程 ,如 相 变 规律 ， 不 同 相 流体 间 的 摩 撩 等 。 
这 些 都 要 相应 的 模型 ， 如 均匀 模型 、 票 移 模型 和 二 流体 模型 等 ， 关 于 它们 的 介绍 可 参考 有 关 
专著 。 


2.3 边界 条 件 的 分 析 和 发 展 方程 的 特征 分 析 


在 数学 方程 建立 以 后 ， 为 确定 解 ， 必 须 给 出 定 解 条 件 。 对 于 非 定常 问题 ， 定 解 条 件 包括 
起 始 条 件 和 边界 条 件 。 起 始 条 件 就 是 在 某 … 起 始 时 刻 给 出 速度 、 压 力 、 密度、 温度 等 的 分 布 。 
这 条 件 有 时 并 不 好 给 ， 比 如 满 流 运动 就 难以 给 出 ， 这 时 需要 人 为 地 根据 实验 给 出 。 但 一 般 计 
算 表 明 ， 只 要 给 出 的 初 值 符合 一 定 要 求 时 ， 它 对 以 后 计算 结果 的 统计 平均 量 影响 不 大 ， 所 以 
问题 并 不 严重 。 对 于 定常 问题 ， 并 不 需要 初始 条 件 ， 但 实际 计算 中 对 于 非 线性 方程 需要 进行 
选 代 , 这 一 过 程 也 可 以 看 作 某 一 非 定常 问题 的 渐 近 过 程 , 因此 初始 条 件 就 是 迭代 过 程 的 初 值 。 
以 后 为 了 讨论 方便 起 见 , 本 书 主要 讨论 非 定常 过 程 , 定常 过 程 作为 非 定常 过 程 的 渐 近 结果 , Т 
个 过 程 就 以 统一 的 方式 加 以 讨论 。 | 

除 上 述 起 始 条 件 外 还 需要 边界 条 件 。 在 流体 力学 中 ， 由 于 问题 不 同 ， 边 界 条 件 的 种 类 也 
是 很 多 的 ， 难 以 一 一 罗列 。 更 困难 的 问题 在 于 边界 上 究竟 应 当 给 多 少 个 条 件 才 是 合适 的 ， 这 
个 问题 目前 尚未 解决 。 本 节 只 能 介绍 最 常见 的 一 些 边 界 条 件 。 另 外 介绍 一 个 有 启发 性 的 边界 
条 件 个 数 确定 的 方法 。 至 于 什么 样 的 边界 条 件 才 是 合适 的 ， 这 个 问题 比较 复杂 ， 只 作 简单 介 
绍 ， 有 待 读者 深入 研究 。 

首先 讨论 流 场 常见 的 边界 及 边界 条 件 。 

1. 来 流 边界 《进口 边界 ) 

比如 在 讨论 飞行 器 绕 流 时 需要 给 出 来 流 条 件 。 一 般 说 , 设 z 方 向 与 飞行 器 飞行 方向 平行 ， 
则 来 流 边界 为 z= 一 oo 处 。 在 其 上 应 该 给 出 流 场 各 种 参数 的 进口 值 ， 比 如 压力 pe BE po 
速度 了 -或 马赫 数 M-, 温度 了 .等 , 这 种 绕 流 问题 一 般 称 作 外 流 。 在 工程 上 还 有 不 少 内 流 ， 如 
管道 流动 ， 汽 轮机 内 部 流动 等 。 这 时 进口 也 应 当 给 上 述 各 种 参数 的 值 。 由 于 内 流 的 纵向 坐标 
一 般 与 几何 条 件 有 关 ， 如 管道 轴线 的 形状 ， 叶 栅 槽 道中 心 线 等 ， 所 以 一 般 还 要 给 出 进口 流速 
的 方向 。 

2. 下 游 边 界 条 件 〈 出 口 边界 ) 

一 般 说 出 口 或 下 游 边界 上 的 值 应 当 通 过 计算 得 到 ,但 有 些 情况 下 需要 给 出 ， 或 作 一 些 人 
为 的 假定 。 比 如 外 流 问题 中 ， 如 果 流 动 是 亚 声速 的 ， 流 场 假定 无 粘性 ， 则 下 游 屁 够 远 处 可 认 
为 飞行 器 引起 的 扰动 量 趋 于 零 。 另 外 在 飞行 器 尾 缘 有 光 点 或 曲率 变化 很 快 的 尾 缘 处 ， 应 给 出 
Кыпа-Жуковский 条 件 。 对 于 超声 速 , 则 下 游 不 必 给 出 边界 条 件 。 对 于 粘性 流体 流动 , 下游 条 
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件 的 给 出 比较 困难 。 一 种 方法 是 足够 远 处 假定 各 种 物理 量变 化 很 小 。 最 近 一 种 比较 新 的 方法 
是 给 出 开 边 界 条 件 ， 即 路 去 耗 散 项 和 用 特征 分 析 的 方法 给 出 出 口 条 件 。 

3. 壁面 边界 

监 面 是 流 场 中 最 常见 的 边界 。 对 于 粘性 流体 ， 一 般 采 用 粘 附 条 件 ， 即 认为 壁面 处 流体 束 
度 与 壁面 该 处 的 速度 相同 。 当 壁面 是 固定 时 ， 流 体 速度 就 是 零 。 对 于 无 粘性 流体 流动 ， 则 边 
界 条 件 为 滑 移 条 件 , 即 壁面 上 的 流体 对 于 壁面 可 以 有 相对 切 向 滑 移 , 但 法 向 速度 则 需 相同 ,这 
就 是 说 流体 总 是 紧 挨 着 壁面 ， 它 们 之 间 不 出 现 真 空 区 。 

除了 上 述 速度 条 件 外 ， 还 应 当 给 出 温度 条 件 。 最 常见 的 方法 是 给 出 壁面 温度 ， 并 假定 避 
面 处 的 流体 温度 与 属 面 温度 相同 。 也 可 以 给 出 壁面 处 的 热 演 量 大 小 ,或 者 说 给 出 ƏT /ən 的 大 
小 。 最 简单 的 条 件 为 绝热 条 件 , 即 əT'/ən=0, 比较 更 为 复杂 的 条 件 是 给 出 由 于 流体 和 固体 在 
壁面 处 的 温差 引起 的 热 交换 ， 即 给 出 弛 -十 了 的 值 。 以 上 三 种 不 同 的 给 法 一 般 称 作 三 类 边界 
条 件 。 

а. 自由 边界 | 

在 与 水 波 、 渗 流 等 有 关 的 问题 中 存在 自由 边界 。 自 由 边界 的 特点 是 边界 本 身 形状 事先 不 
知道 ， 通 过 求解 方程 组 同时 确定 边界 的 形状 。 自 由 边界 的 条 件 一 般 分 为 运动 学 和 动力 学 二 种 
边界 条 件 。 运 动 学 边界 条 件 基于 这 样 的 假定 给 出 的 ， 即位 于 自由 面 上 的 流体 质点 总 是 位 于 自 
由 面 。 根 据 这 -假定 ， 若 自由 面 的 方程 为 

J/(z,y,z,t) = 0 
则 dz 后 仍 有 
f(x + х,у + dy,z д2, + dt) = 0 

根据 微分 理论 有 
Е мч МЕ: М8 


е 十 3y” + Jz 21 0 (f(z,ys,sz,t) = 0) 


д 
д 
—ЖН H l J 55 
2 == (х,у) 
于 是 自由 面条 件 可 以 写作 


CA a a ЕА ы 
3: Fu s Too 0 = Ü (= = &(2,5у,#)) (А. 2.3.1) 


这 就 是 自由 面 上 的 运动 学 条 件 。 

自由 面 上 的 动力 学 条 件 一 般 为 给 定 其 上 的 压力 值 ， 即 

P = b. (= = @(х,у,)) (А. 2. 3.2) 

应 当 指 出 ， 自 由 面 上 的 边界 条 件 是 非 线 性 的 ， 对 于 一 些 问 题 可 以 作 简化 ， 得 到 近似 的 线性 边 
я. 

5. 间断 面 边界 

流 场 中 最 常见 的 是 二 种 间 疡 ， 切 向 间断 和 法 向 间断 。 当 二 种 流体 不 相 挨 混 而 又 有 相对 少 
移 时 就 出 现 切 向 间断 .一般 将 流体 认为 是 无 粘性 的 , 这 时 间断 面 上 沿 切 向 速度 可 以 有 一 间断 ， 
但 法 向 速度 及 自力 在 二 侧 是 相等 的 。 一 般 说 间断 面 形状 是 不 确定 的 。 上 述 刘 由 面 可 以 看 作 是 
切 向 间断 面 的 一 个 特例 〈 在 一 侧 无 流体 或 密度 接近 于 零 ) 。 

另 一 种 常见 的 间断 为 法 向 间断 。 激 波 是 法 向 间断 的 最 重要 例子 。 激 波 上 的 条 件 由 积分 型 
式 给 出 ， 即 
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切 向 速度 无 间断 
法 向 流量 无 间断 
法 向 动量 无 间断 


Веза 7с EL 


[er] = 0 
[00,1 = 0 


Ре: (А. 2.3. 3) 


[+ 00] = 0 


在 这 里 认为 激 波 是 不 动 的 。 如 果 激 波 是 运动 的 , 则 用 w 要 用 N-o KARE, N 为 激 波 面 运 
动 速度 在 激 波 面 法 向 的 分 量 。 上 式 中 [，] 表示 激 波 面 二 侧 值 的 差 。 由 于 法 向 间断 条 件 在 用 
来 确定 二 侧 值 时 仍 可 能 出 现 几 种 可 能 ,为 使 其 间断 二 侧 值 的 确定 是 唯一 的 ， 还 需 在 物理 上 加 
上 其 他 条 件 ， 比 如 流体 微 团 通过 激 波 时 雯 值 必须 是 增加 的 。 . 

由 于 激 波 位 置 也 是 未 知 的 ， 所 以 给 求解 带 来 了 很 多 的 困难 ， 气 体 动力 学 计算 中 处 理 激 波 
计算 是 一 个 首要 的 问题 。 | 

除了 以 上 几 个 主要 类 型 的 边界 条 件 外 ， 还 有 其 它 类 型 的 边界 条 件 ， 这 里 不 一 一 介绍 。 

在 求解 方程 时 需要 在 所 有 边界 上 给 出 必要 的 边界 条 件 。 这 就 需要 解决 这 样 的 问题 ， 在 各 
边界 上 需要 给 出 几 个 边界 条 件 ， 给 什么 样 的 边界 条 件 才能 使 解 是 存在 并 且 是 唯一 确定 的 ， 这 
二 企 问 题 并 不 是 很 容易 解决 的 。 由 于 实际 问题 的 复杂 性 ， 一 般 性 的 理论 自前 尚未 建立 ， 对 于 
上 述 的 第 二 个 问题 更 加 困难 和 需要 作 进 一 步 的 研究 。 对 于 上 述 第 一 个 问题 ， 这 里 只 进行 有 启 
发 性 的 讨论 ， 更 加 深入 的 研究 可 参考 有 关 文 献 。 

下 面 讨论 发 展 型 拟 线性 偏 微分 方程 边界 条 件 个 数 的 确定 。 描 写 不 定常 物理 场 的 方程 叫做 
发 展 型 方程 。 前 面 已 经 指出 ， 定 常情 况 可 以 看 作 不 定常 情况 的 渐 近 过 程 ， 所 以 只 需要 讨论 发 
展 方程 。 

为 了 便于 讨论 ， 首 先 研究 模型 问题 。 最 简单 的 模型 问题 有 三 个 : KARRERA, f 
物 型 热传导 方程 和 椭圆 型 的 Laplace 方程 。 


(1) 双 曲 型 方程 
怠 振动 方程 为 典型 的 双 曲 型 方程 ,具有 如 下 形式 
Әди Zu 
та эт (A.2. 3.45 
设 ф=ди/д, %=3x/13z， 土 式 可 降 为 一 阶 偏 微分 方程 组 
ap 3$ ， 
ЕТ + Эт = 0 (A.2.3.5) 
9$ & 9$ = 0 = 1 ё 1 é 
dr 3t 
用 向 量 矩 阵 形式 可 以 表示 为 
80 3U 
бА е0 (А. 2. 3. 6) 


其 中 上 = (p p", А, Ar Ы ЕНЕ. ЕРНЕУ 
det XA, — А„А„| = 0 
将 Ao A 具体 形式 代入 展开 后 得 
А — А = 0 
.23. 


特征 向 量 的 大 小 并 无 重要 意义 。 为 方便 起 见 ， 不 妨 设 =1， 于 是 有 二 个 特征 向 量 ; 
À, = (1,1) A, = (1, = 1) 

特征 线 则 与 A 特征 向 量 正 交 。 在 待 征 线 上 存在 特征 相 容 关系 ， 它 联系 了 特征 线 上 各 点 间 务 物 
理 量 之 闻 的 关系 。 由 于 解 是 沿 时 间 : 正 向 发 展 的 ， 
所 以 特征 走向 总 是 沿 上 发 展 方向 前 进 的 ， 故 解 的 
求 得 也 总 是 与 特征 走向 相 吻 合 的 。 现 假定 
(А.2.3.4) HEEK О: OKIS, 120) 内 
求解 ,在 边界 +=0 K r=’ G@>0) 这 二 条 直线 上 
( 见 图 A. 2. 2)， 特 征 方向 如 图 实 线 向 量 所 示 ， 图 
中 虚线 向 基 正 向 表示 了 特征 走向 ,它们 都 应 与 
的 正 向 保持 一 致 。 当 特征 由 域内 指向 边界 时 建立 
了 一 个 由 域内 点 函数 值 推算 边界 点 函数 值 的 关 
系 , 因此 对 应 于 这 种 特征 走向 , 不 需要 边界 条 件 ; 
当 特 征 走向 由 边界 指向 域内 时 ， 建 立 了 一 个 由 边 
界 点 函数 值 推算 域内 点 函数 值 的 关系 ， 因 此 在 边 
界 上 应 该 给 出 边界 条 件 。 由 (А. 2.2》 可 以 看 
F|, 在 zx=0 及 z= 边界 上 应 分 别 给 出 一 个 边界 条 件 。 如 果 将 :=0 的 z 轴 看 作 边界 ,类 似 的 
方法 可 以 看 出 ， 特 征 走向 都 指向 域内 ， 所 以 在 这 边界 上 应 当 给 出 二 个 边界 条 件 ， 这 实际 上 就 
是 起 始 条 件 。 同 样 上 一 了 作为 一 个 边界 时 特征 走向 都 指向 边界 ， 所 以 不 需要 给 出 边界 条 件 。 

上 述 方法 可 以 推广 到 多 维 问题 中 去 。 在 二 维 情况 下 , 弦 振 动 方程 为 膜 振动 方程 所 对 应 , 可 
写 为 


图 A.2.2 


БЫ? 
дг? 


引入 ди/дг=Фф, ди/дх=ф, аи/ау=ф, MZFA 


ач шо 
д2? ayj 


(А. 2. 3.7) 


它 的 紧凑 形式 为 

д.52 HAZ +A, Jy a 
其 中 U= (@, ó, H, HETEK 

det ДА, +AA, + А,А,| =0 
展开 得 | А А А) =0 
相应 的 特征 向 量 为 

(O,cos@0,sin0), (l,cos0,sin0), (— 1l,cos@0,sin0) 
现 没 求解 域 为 如 图 A. 2. 3 所 示 的 一 柱 形 域 ， 它 与 (z，y) 平面 交 于 $ 域 ， 其 边界 为 3S， 特 
征 曲面 由 与 特征 向 量 垂 直 的 平面 的 包 络 面 构 成 ， 显 然 这 是 一 锥 型 面 ， 而 特征 向 量 本 身 则 构成 
. 94. 


_ 


\ 


特征 走向 | І a 


图 А. 2.3 


一 与 之 对 项 的 锥 面 。 三 个 特征 对 应 三 个 特征 面 。 其 中 第 一 个 特征 向 量 与 (z,，y》 平面 平行 , 所 
以 特征 锥 面 为 一 个 与 上 轴 平 行 的 直线 ， 因 此 落 在 边界 面 内 ， 它 只 涉及 到 边界 上 函数 值 间 的 关 
系 ， 所 以 不 需要 给 出 边界 条 件 。 其 它 二 个 特征 向 量 对 应 的 特征 曲面 ， 应 当 考 察 其 在 求解 域内 
部 分 的 走向 。 由 图 不 难看 出 ， 它 们 之 中 有 一 个 由 域内 指向 边界 ， 另 一 个 由 边界 指向 域内 ， 因 
此 只 需 给 出 一 个 边界 条 件 。 

类 似 的 分 析 可 以 推广 到 三 维 中 去 。 


(2) 抛物 型 方程 
热传导 方程 是 典型 的 抛物 型 方程 ， 有 
ди дѓи 
эт эз? (А.2.3.8) 
这 是 与 上 述 问 题 有 不 同 特性 的 方程 。 引 入 pg 一 9u/9t，y 二 3u/3x， 方 程 可 以 改写 为 
22 
Ээх? 
афр _ 9 _ 
Әх дэ? 
它 的 紧 次 形式 为 
aU аб 
А, ЕТІ + A; Jr =R 
特征 方程 为 det|¿A, + А,А, | =0 
展开 可 得 А =0 


相应 的 特征 向 量 为 重 特征 向 量 A= (0, 1) 
. 25. 


(A.2.3.8) 式 可 以 看 作 


Ju | ди A'u 


FIS at Әз? 
在 eo 时 的 极限 情况 , 所 以 重 特征 是 由 二 个 特征 向 量 虹 化 而 得 到 的 , ВП A= (0. е) ЖА, = 
(0, —є) 晓 化 而 得 的 。 因 此 相应 的 特征 线 走 向 也 是 一 个 指向 边界 ,一 个 指向 域 向 ， 因 此 边界 
上 仍 需 给 一 个 边界 条 件 。 这 个 问题 在 二 维 问 题 时 方程 具有 如 下 形式 : 


2 ә? 
= (А. 2.3.9) 


引用 降 阶 方法 ， 设 ди/дх=ф, ди/ду=$, ди/&= фр 


特征 方程 展开 后 得 
AG + 2) = 0 
相应 特征 向 量 为 (0, соз#, sinf), (1, 0, 0), (—1, 0, 0) 第 二 、 三 向 量 上 由 O, ecos0, 
ssing) Ж (—1, есоѕ0, esin9) ИШИ, КПД ШЕ (因为 互相 不 独立 )。 由 前 知 ， 重 特 
ERE -个 边界 条 件 。 
(3) ҖЫ E 
Laplace 方程 


— += 0 (A.2.3.10) 


这 不 是 一 个 发 展 方程 ， 但 可 以 看 作 下 述 发 展 方程 的 渐 近 : 
дш au _ ди 
ax: dy ðt 
这 个 方程 和 (A. 2.3.9) 是 一 致 的 ， 所 以 边界 上 要 给 出 一 个 条 件 。 
由 上 讨论 可 知 ， 发 展 方程 需要 的 边界 条 件 个 数 可 以 用 特征 分 析 的 方法 得 到 ， 其 结论 


为 ， . 
当 发 展 方程 某 特征 由 边界 指向 域内 时 ， 对 应 这 一 特征 需要 给 出 一 个 边界 条 件 ， 重 特征 是 
由 一 对 特征 赔 化 得 到 的 ， 希 要 分 析 这 对 特征 暗 化 前 有 几 个 特征 是 由 边界 指向 域内 的 ， 其 个 数 
即 是 应 给 的 边界 条 件 个 数 。 如 重 特征 落 在 :一 常数 半 面 内 ， 则 一 对 重 特征 对 应 一 个 边界 条 件 。 
当 特 征 落 在 柱 面 边 界 内 《〈 即 空间 边界 沿 时 间 方 向 形成 的 柱 面 内 )》 时 不 必 给 边界 条 件 。 因 此 边 
界 条 件 个 数 等 于 由 边界 指向 域内 特征 的 个 数 《 包 括 赔 化 前 )， 
以 上 结论 是 通过 对 模型 方程 的 讨论 得 到 的 .所 得 结论 与 一 般 偏 微分 方程 理论 是 吻合 的 。 所 
以 下 面 将 这 一 方法 推广 应 用 于 一 般 发 展 方程 中 去 。 这 种 方法 是 由 模型 方程 的 分 析 得 到 的 ， 所 
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以 称 作 有 启发 性 的 方法 ， 但 未 能 从 理论 上 得 到 严格 的 证 明 。 
发 展 型 拟 线性 偏 微分 方程 的 一 般 形式 为 


aU хм, 20 _ | . 
ШЕП rosa Е (A.2.3,11) ` 


EPU AnH, А, A nxn 和 矩阵， 它们 可 以 是 上 zo U KARO .该 方程 的 特征 方程 
为 


det 


ХА + УЛАА | =0 


ИЧА 28 m + 1 维 的 空间 向 量 
(4) 关于 可 压缩 无 粘性 流动 问题 
一 个 有 代表 性 的 例子 是 可 还 缩 无 粘性 流体 维 热流 动 ， 它 的 基本 方程 为 欧 拉 方程 ， 在 二 维 


时 可 以 写作 


aa aa > 
u к ги, (А. 2. 3. 12) 
其 中 U = (Psuv p)" 
F 1 0 O O [ u оо 0 [оф 0 p 01 
o о O|: о ио 1 ита 
А, = А, = p А, = 1 
0 0 1 0 0 dD 0 0 v 0 
__ 2 
кла уб L— аи 0 0 ul L- ао 0 0 vl 
它 的 特征 方程 为 
А + uà, -+ vÀ, РА, PÀ, 0 
0 А+ +, — O x 
= 0 
0 0 atui to — 
— a (À + uà, + 0А) 0 0 À, + zÀ, + và, 
展开 得 dfa — ач + 2) )= o 


其 中 4 AGARRE, 4=А-+Аи+Ал„ БЕХА 


А+ Аш + Ао = 0, 0, ау/®й+#%, ауе 


D А+Ан+- А 0 
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由 于 流 线 轨 迹 方程 为 = = BARAAT Gl, и, о) 平行 , 特征 向 基 方 向 正好 与 
其 垂直 。 所 以 特征 方向 与 流 线 方向 平行。 故 这 一 特征 又 叫 流 特 征 。 尽 管 它 是 重 特征 ， 但 它们 
的 康 特 征 也 是 流 特 征 〈 申 它 不 是 晓 化 后 得 到 的 )。 在 进口 处 流 线 显然 指向 域内 ， 所 以 需要 给 
出 相应 的 边界 条 件 。 由 于 这 里 是 二 个 特征 ,所 以 要 给 二 个 边界 条 件 。 在 出 如 处 情况 正好 祖 反 ， 
特征 由 域内 指向 边界 ， 所 以 不 必 给 边界 条 件 。 在 壁面 处 ， лышан 故 特征 出 
边界 指向 边界 ， 所 以 也 不 要 求 给 边界 条 件 。 


© Ади Бара VEFA 

由 于 4 的 长 度 是 不 确定 的 ， 所 以 不 妨 设 号 十 六 二 1, sË А, =сок0, 入 二 sin0， РЕ КАЕ 
为 十 ucos06 十 vsin8 二 a, W (1, u, v) =E УИНН, (А, cosh, sinD 二 A 为 特征 向 量 , 于 
是 有 

A'1i=a 

因此 特征 向 量 4 的 端点 轨迹 恕 图 A. 2. 4 所 示 , 其 中 圆柱 半径 为 1, ВНЕ УРУНА, БУР 
点 的 距离 为 wy YI 十 民 十 ww ， 端 点 轨迹 为 一 椭圆 ， 特 征 面 为 与 4 垂直 的 平面 的 包 络 面 。 显 然 ， 
34 V = uto Са В] А apa SLR БЫЧ P 点 的 水 平面 不 可 能 有 交点 ， 如 图 所 示 ， Уа 时 特征 
EEEH HHM, 


@ 4 二 Aw 二 v= 二 一 a МАА 


і= (1.8.0) 


У<а V >a 


图 A.2.4 


这 时 情况 与 上 述 相同 , 只 是 方向 全 部 相反 .。 但 ! 方向 不 变 。 在 物 面 上 , 因 速 度 与 物 面相 切 ， 
故 特征 锥 面 必 在 物 面 的 二 侧 对 称 地 被 划分 了 。 在 域内 部 分 ， 必 然 一 个 特征 指向 边界 ， 另 一 特 
征 指向 域 肉 ， 所 以 对 应 这 二 个 特征 只 需 给 一 个 边界 条 件 就 可 以 了 。 在 进出 口上 ， 则 可 以 参考 
图 A. 2.5。 当 进出 口 处 为 亚 声速 时 ， 因 为 特征 锥 都 是 跨 边界 的 ， 所 以 都 必 有 一 个 特征 指向 边 
界 ， 而 另 一 个 指向 域内 ， 所 以 亚 声 速 的 进出 口 都 要 给 一 个 边界 条 件 。 

对 于 超声 速 流 ， 设 进出 口 速度 与 边界 垂直 ， 这 时 特征 锥 一 个 在 域内 一 个 在 域外 .域外 部 
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图 A.2.5 


分 不 起 作用 ， 只 有 域内 特征 起 作用 。 显 然 特 征 指向 域内 时 应 当 给 出 一 个 边界 条 件 。 另 一 族 特 
征 在 域外 。 如 果 只 考虑 域内 一 个 与 边界 相 邻 近 的 点 ， 它 出 发 的 特征 与 边界 上 特征 走向 应 当 是 
接近 的 。 可 以 看 出 ， 与 边界 上 在 域外 的 那 族 特征 相对 应 的 特征 是 由 边界 指向 域内 的 ， 所 以 也 
应 该 给 一 个 边界 条 件 。 因 此 可 见 进口 速度 的 法 向 分 量 大 于 声速 时 应 当 提 二 个 边界 条 件 。 法 向 
分 量 小 于 声速 时 只 需 提 一 个 边界 条 件 。 出 口 处 则 法 向 速度 大 于 声速 时 不 提 边 界 条 件 ， 小 于 声 


速 时 需 提 一 个 边界 条 件 。 


综 上 所 述 ， 由 于 有 四 个 特征 ， 需 要 给 出 边界 条 件 的 个 数 在 不 同 边 界 上 有 不 同 的 要 求 : 


物 面 上 只 需要 一 个 边界 条 件 ; 


进口 处 速度 法 向 分 量 大 于 声速 时 给 四 个 边界 条 件 ， 小 于 声速 时 需 给 三 个 边界 条 件 ; 
出 日 处 速度 法 向 分 量 大 于 声速 时 不 需要 边界 条 件 ， 亚 声速 时 需 一 个 边界 条 件 。 


(S) 不 可 压缩 粘性 流动 问题 


下 面 讨论 不 可 压缩 粘性 流体 流动 NS 方程 边界 条 件 个 数 的 确定 ,二 维 情况 ,不 计 体积 力 时 


无 量 纲 化 方程 为 


z 2, 
ди аач „ди op [°ч ази 


3 ax ду dr Ке\дїї ду 
до ду дт, 9p 1 (а =] 
a tt Лу ду" Re ах? 3y 


能 量 方程 暂 不 列 入 ， 因 为 上 述 方程 可 以 独立 于 能 量 方程 而 求解 。 引 入 


方程 可 以 降价 ， 得 下 列 方程 


(А. 2.3. 13) 


+29. 


ðu Әр 13f ‚19е _ +p 
=); as Бейт Resy "u P eg 
av 3 13h \а/_,_ 
Jt ду | Rez Reay T of 
адв 
ду ƏT 
f г (A.2.3.14) | 
а ah 
эх ду 
ди 
Ja I 
до 
эж ^^ J 
特征 方程 为 
А, А, 
~À = А 0 Re Re 0 
Й 
А, А, 
— 0 ~- -p 0 F 
0 0 0 А, 一 从 = 0 
0 0 0 А, 0 А, 
0 А, 0 ‚0 0 0 
0 0 4, 0 0 0 
展开 得 МА А) = 0 


由 于 ъд 对 应 一 组 重 根 ， 应 当 给 一 个 边界 条 件 ， 这 里 有 二 组 ， 所 以 需要 二 个 边界 条 件 。 
而 入 =0 是 由 于 (A. 2. 3. 14) 式 中 最 后 二 个 方程 引起 的 ， 不 难看 出 ， 若 引 用 了 一 5， у= —/ 
时 根 变 为 一 0, 所 以 这 个 根 是 由 于 降 阶 引起 的 , 所 以 与 原 回 题 无 关 , 因此 它们 不 引起 对 边界 
条 件 新 的 需求 。 

最 后 讨论 能 量 方程 ; 


了 FU (A.2.3.15) 


aT, Т, ӘТ 1 
Be Cuga Т ду = Р; 


әт Т) 


这 里 未 计 入 流体 加 热 ， 因 它 与 所 讨论 的 问题 无 关 。 这 一 方程 明显 地 与 热传导 方程 相似 ， 不 淮 
作 与 之 类 似 的 分 析 ， 可 以 得 知 每 个 边界 上 都 必须 给 出 一 个 边界 条 件 。 

综 上 所 述 ,不 可 压缩 粘性 流体 流动 的 NS 方程 求解 时 在 各 边界 上 需 给 出 三 个 边界 条 件 (在 
不 计 能 晤 方程 时 需要 二 个 边界 条 件 )。 

由 于 篇 幅 的 限制 ， 其 它 方程 的 讨论 读者 作为 练习 自行 完成 。 

上 面 的 讨论 只 涉及 到 需要 给 出 几 个 边界 。 但 什么 样 的 边界 条 件 才 是 合适 的 ， 也 就 是 说 什 
么 样 的 边界 条 件 才能 使 解 是 存在 唯一 ， 这 是 一 个 更 加 困难 的 问题 。 目 前 有 能 量 判别 法 、 正 则 
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模 态 分 析 法 等 ， 但 这 些 方法 一 般 是 针对 线性 方程 作出 的 ， 而 且 并 非 一 定 是 充分 必要 条 件 ， 而 
只 是 充分 条 件 ， 也 就 是 说 要 求 过 严 。 


小 结 


数学 模型 包括 基本 方程 及 其 定 解 条 件 。 本 章 着 重 讨论 基本 方程 的 建立 。 首 先 介绍 了 建立 
基本 方程 的 一 般 方 法 ， 然 后 介绍 了 流体 力学 中 最 重要 的 基本 方程 NS 方程 及 其 在 一 些 情 况 下 
的 简化 方程 。 应 该 指出 简化 条 件 及 方法 是 各 式 各 样 的 , 必须 从 具体 问题 入手 , 作 共 体 分 析 , 并 
且 也 介绍 了 一 些 复 杂 流动 中 采用 的 模式 理论 。 这 种 理论 具有 较 多 的 经 验 性 ， 为 工程 界 广泛 采 
用 。 | 

本 章 最 后 讨论 了 边界 条 件 个 数 的 确定 ， 特 别 介 绍 了 几 个 重要 的 例子 。 边 界 条 件 的 给 法 则 
是 更 加 复杂 的 问题 ， 本 章 提 出 这 个 问题 是 期 望 得 到 更 多 的 重视 ， 这 在 计算 中 是 经 常 遇 到 的 问 
题 。 
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利用 特征 走向 分 析 法 确定 下 列 方程 在 各 种 边界 上 需要 的 边界 条 件 的 个 数 ， 
(1) 边界 层 方程 


до, о, дт, . до, 1 2p gz, 
Jt + h ӯ" дп ph ðs МЕР кї, 
19р У 
одап R 
1 аъ go, _ _ On 
h Эз Тап БВ 


(2) 涡 量 -向 量 势 方程 组 
. 31 。 


20 (У. у)0 — (ОУ =0у?0 


y =V x F 
V - W =0 
О=у ху 
(3) 气体 位 势 流 方程 
(а? — и?) £ 
(4) 不 定常 跨 声速 小 扰动 方程 为 


дхду 


, 99 _ [x аја? | 99 
2 2. = |К +D] + 
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第 1 章 发 展 方程 的 有 限 差 分 法 


1-1 发 展 方程 的 有 限 差分 法 


描写 随时 间 变 化 的 物理 过 程 的 数学 方程 叫做 发 展 方程 。 比 如 描写 热传导 、 热 扩散 、 对 流 
运动 、 斌 流 运动 ， 物 体 不 定常 绕 流 等 的 数学 方程 都 是 发 展 方程 。 对 于 与 时 间 无 关 的 问题 ， 邯 
定常 问题 ， 在 物理 上 往往 反映 一 个 平衡 态 ， 它 可 以 看 作 -- 个 非 定常 过 程 在 无 限 长 (或 足够 
长 时 间 后 的 渐 近 状态 ， 发 展 方程 的 研究 具有 普遍 意义 。 

发 展 方程 可 以 分 成 二 大 类 : 一 类 问题 与 扩散 相关 的 ， 如 热传导 、 浓 度 扩散 、 识 耗 散 等 有 
关 ， 它 们 具有 抛物 型 方程 的 特点 ; 另 一 类 是 与 波动 和 流传 布 相关 的 ,如 弦 振 动 、 水 波 等 ， 它 
们 具有 双 曲 荀 方程 的 特点 。 对 于 复杂 运动 ， 这 二 种 特性 兼 而 有 之 。 对 上 述 二 类 方程 的 讨论 有 
助 于 对 -一般 方程 的 讨论 。 

下 面 首先 道 过 几 个 例子 说 明 发 展 方程 差分 方程 的 建立 。 

例 1 热传导 方程 及 其 初 边 值 条 件 为 


и(2,0) 一 xz) (B.1.1.1) 


u(0,2) =p C) и.) = @,(t) 
为 确定 起 见 ， 时 间 方向 的 求解 范围 限于 ST 内 。 休 为 某 一 确定 时 刻 。 为 了 用 有 限 差分 法 
进行 离散 ,首先 将 求解 域 GO: (0, T); z=: (0, L)) 分 别 划分 为 N 和 J #3} Б, 构成 如 图 
B. 1. 1 所 示 的 网 格 。 网 格 的 节点 为 离散 点 , 它们 的 编号 为 (j，2)， 其 中 7 表示 工 方向 的 序号 ， 
п 表示 时 间 方 向 的 序号 ， 它 的 位 置 为 


z =L = 0,1,2,,D) 
(B.1.1.2) 
t, =NT (п = 0,1,21, N) 
E Gs n) REK u HE uw, JELZI, ЛЕШ НИ ЗЕТ SRA RAR. 
这 时 设 : 
. 33 . 


(B.1.1.3) 


аѓи 
2 


д н 290) + 01 
— iwa š s зш ws 
Р] 2 


将 它们 代入 (B. 1.1. 1) 式 , 并 将 相应 的 边界 条 件 也 在 离散 点 上 取 值 ， 则 得 到 差分 方程 及 其 边 
界 条 件 : 


ust! — и" цн — ди; + и; : 
i 元 i az y itl Аз 1—1 (п È j= 1,2,6, — 1) 


и? = и(х,,0) = f) (j= 0,1,0) (В. 1.1.4) 
ио = и(0,2,) = A) 
и = u(L,t,) = Plin) 
不 难看 出 差分 方程 可 以 改写 为 
ut = ош + (1 — 26) + ои], (aS j= 1,2,0 — 1) (B.1.1.5) 
其 中 = 20 (B.1.1.6) 
准确 地 说 ，(B. 1. 1.4) 中 第 一 式 叫做 有 限 差 分 方法 的 差分 
方程 ， 一 般 简 称 差 分 方程 。 差 分 方程 和 边界 条 件 离散 后 一 
起 叫做 差分 格式 。 由 于 有 些 边界 条 件 人 们 可 以 用 不 同方 法 
进行 处 理 ， 因 此 同一 差分 方程 与 不 同 的 边界 条 件 处 理 构 成 
不 加 的 差分 格式 。 但 习惯 上 人 们 称 差 分 方程 本 身 为 差分 格 
式 ， 并 有 内 由 差分 方程 建立 的 方法 或 首先 提出 及 使 用 的 人 名 
来 命名 。 因 此 这 里 约定 : 用 有 限 差分 法 得 到 的 差分 方程 叫 
做 差分 格式 。 由 于 有 限 差分 法 只 是 离散 化 方法 的 一 种 。 用 
其 它 离散 化 方法 〈 如 有 限 元 法 、 有 限 解析 法 等 ) 得 到 的 代 
数 方程 叫做 基于 基 离 散 化 方法 的 差分 方程 或 离散 方程 。 
根据 上 述 约定 ，(B. 1. 1. 4) 第 一 式 为 差分 格式 。 在 建 
” 立 这 种 差分 格式 时 ， 时 间 方 向 用 前 向 差分 在 空间 方向 用 
中 心 差分 ， 所 以 叫做 FTCS (forward for time; center for 
space) 格式 。 该 格式 改写 为 (B, 1.1.5) 式 后 可 以 明显 看 到 ， 
这 一 方程 可 以 推进 计算 , 也 就 是 说 , 由 时 间 x 层 通过 简单 运算 就 可 以 得 到 时 间 上 十 1 层 上 的 x 
值 。 
根据 台 劳 公式 可 以 有 


| (п = 1,2,+е,М) 


ј РІ 
B B.1.1 


шшш] ди\* J e 24 1l|9 2] "ys |, 
u mila FE дг? Ae | е gi 
. Эг» TEAL TEDRE (В. 1.1.7) 
R ат си Д. 9и i gu 
uj = z + Эх Ах + у 522), + 37 г „А2? + 
将 它们 代入 〈B. 1. 1. 4) 式 可 得 
= 2 "n 
| +оо = [22] + Oae) (В. 1.1. 8) 
dtl; arl, 


Eh O (Мм), O (Ar) DIERA 量 级 及 Aar 量 级 的 小 量 。 显 然 (B.1.1.8) 与 
. 3⁄4 ° 


(B.1.1.4) 是 等 价 的 。 当 м. Ar АВАРА, (В. 1. 1. 4) 方程 就 趋 于 (В.1.1.1) ЖТ. 
这 说 明 FTCS 格式 在 网 格 加 密 直 上 间距 趋 于 零 时 就 趋向 于 原 微分 方程 。 这 叫做 差分 格式 与 原 
微分 方程 相 容 。 如 果 把 〈B. 1. 1. 8) 式 改写 为 

ag)" =|% `+ oan + О‹Ах?) 

与 原 微 分 方程 相 比 多 了 二 项 O E HO (Az), 这 是 差分 格式 建立 过 程 中 引进 的 误差 ， 叫 做 
截断 误差 。 它 对 于 时 间 是 一 阶 的 ， 对 于 空间 是 二 阶 的 。 人 们 称 该 差分 格式 在 时 间 方 向 上 具有 
一 阶 精度 ， 在 空 馈 方向 上 具有 二 阶 精度 。 

一 个 差分 格式 与 微分 方程 的 相 容 性 及 截断 误差 的 定义 如 下 : 

W. La 一 0 为 与 微分 方程 对 应 的 差分 格式 ， 微 分 方程 记 作 1„=0, u 为 定义 在 求解 域 上 的 
ЖК. и] 是 zx 在 网 格 点 Gsm) 上 的 值 : 对 于 固定 点 C t), АЛЕЯ СЕТУ = Lau) aY 
表示 差分 格式 的 截断 误差 。 车 对 于 一 足够 光滑 的 函数 x， 当 Ar 一 0, Ar>0 时 的 截断 误差 对 于 
每 一 点 (J. n) BETE, i Sus а 即 差 分 格式 与 原 微 分 
方程 相 容 。 

显然 差分 格式 必须 与 微分 方程 祖 容 , 才 能 保证 用 差分 格式 求 得 的 解 为 微分 方程 的 近似 解 。 
因此 相 容 性 是 建立 差分 格式 首先 应 当 考 虑 的 必要 条 件 。 但 是 在 求解 一 些 定常 问题 时 人 们 采用 
可 定常 问题 的 渐 近 过 程 来 得 到 ,而 求解 这 一 不 定常 问题 时 又 采用 与 微分 方程 不 相 容 的 格式 ,这 
也 是 可 以 的 。 但 是 当 渐 近 解 最 后 得 到 时 ， 那 些 不 相 容 的 部 分 自动 趋向 于 零 ， 因 此 最 终 差 分 格 
式 仍 与 微分 方程 相 容 ， 所 得 的 解 与 原 定常 问题 的 解 是 一 致 的 。 

现在 再 来 讨论 前 面 的 差分 格式 。 选 Az==0.1, J=10, L=1.0, As=0.005, v=1, T=2, 
边界 条 件 和 初始 条 件 为 


ul0,t) —=u(l st)=1 0о<+#<2 
u(x,0) 一 0 
这 时 方程 的 精确 解 为 
и(х,#) 一 圭一 > m сту? (2m — 1) T 
*expí — (2m — 1)°%л°/) 
计算 结果 和 精确 解 的 结果 列 于 图 B.1. 2。 

为 了 提高 计算 精度 , 选 Az 二 0.01, J=100, 其 它 情况 不 变 , 计算 表明 事与愿违 。 所 得 的 
解 与 真实 情况 完全 不 同 ， 这 个 解 根本 没有 物理 意义 。 这 说 明 盲 目 提 高 节点 数 并 不 一 定 能 提高 
解 的 精度 ， 有 时 反而 破坏 了 解 。 因 此 建立 差分 格式 时 除了 考 起 差分 将 式 的 相符 性 以 外 ， 还 要 
考虑 它 的 稳定 性 、 收 伍 性 等 特性 。 关 于 这 些 回 题 将 在 以 后 陆续 予以 讨论 。 

现在 仍然 回 到 差分 格式 的 建立 上 来 。 对 于 同一 个 微分 方程 ， 差 分 格式 不 是 唯一 的 。 人 们 
0 0 n a 
Jat ae" 
| дї], CESE 
采用 的 是 时 空间 均 为 中 心 差分 ， 则 可 得 如 下 的 差分 格式 ` 


n+l " 
u“; 一 и; _ ow и] a 2и%* + wt + из 
№ 


(В. 1.1.9) 


Н) (вы1.1% 


G= 1,2, — 1),(n= 0,1,2,0) 
| -35° 


к= S= saa, 


T=0. 015 T=0, 100 
一 一 - 数值 解 一 一 -一 精确 解 


m B.1.2 
或 改写 为 . 
см — 20 + Lyg + outi = — oui + 2(а — 1и; — oui, (B.1.1.11) 
(у= 1,2, — 1) (n = 0,1,2,+) 
注意 到 这 一 方程 则 第” 时间 层 计算 第 za 十 1 时 间 层 时 不 能 像 前 面 那样 简单 地 计算 ， 而 需要 对 
2 十 1 层 上 的 zf+1 值 的 联 列 方程 求解 得 到 ,， 可见 计算 不 像 上 述 方程 那么 简单 明显 , 为 区 别 起 见 ， 
《8. 1, 1.4) 称 作 显 式 格式 , B. 1, 1, 11) 称 作 隐 式 格式 。 显 式 格式 计算 时 只 需 简单 的 代数 运算 ， 
隐 式 格式 计算 时 需求 解 联 列 方程 。 
用 (B. 1.1.11) 格式 ， 选 用 如 下 参数 ， 
Ах =0.1,J = 10,L = 1,&z= 0.005,v = 1,Т = 2 
Ат =0.01,J = 100,L = 1,Az= 0. 005w = 1,T = 2 
计算 表明 二 套 参 数 都 可 以 得 到 正确 的 近似 解 。 采 用 (B. 1,1,11》 格 式 计 算 时 间 比 较 长 ， 但 精 
度 比较 高 。 该 格式 称 作 Crank-Nicolson 格式 。 这 是 一 种 十 分 常用 的 格式 。 
例 2 解 方 程 


ди ди _ 
5; t'asz=0 (б< тж 1,42 > 0) 
и(т,0) = f (z) 2220 068. 1.1.12) 
u(0,t) =p) 152 0 
(Z (0) =@(0)) 


不 难看 出 ， 方 程 的 解 为 
Гбх —at) x — at 0 
u(r,t) -| 


qt 一 主 | z — at < 0 


ЖА, 3 zx 一 好 一 常数 时 к=. HJ p s ai gt sr ТШ: 
设 4 点 与 G, nD 在 x 一 at 二 常数 的 直线 上 О В.1.3), # 
+ 35 • 


(В. 1.1.13) 


йа аан. А 


и! = ua 


4 点 的 坐标 为 razza, PARRE Aa 


а= и} + aj i |) i (В.1.1. 4) 
Гр ГУ 
于 是 订 得 差分 格式 
и! =н | 十 = Gs — uj) 
` 了 了 上 
将 z, 值 代 入 并 整理 得 
иў!'—и} ш) — и}. _ 
N +a Ат = 0 (B.1.1.15) 


可 以 看 出 , 这 里 关于 空间 导数 3x/az 采 用 后 向 差分 公式 (与 前 向 差分 正好 相反 )。 利用 台 劳 公 
式 ， 上 式 可 得 

+ 
当 Ar, Az—0 时 差分 格式 (В. 1.1.15) 趋 近 于 微分 方程 (B, 1.1.10), 所 以 差分 格式 与 微分 方 
程 是 相 容 的 。 以 上 是 ea>0 的 情况 。 当 a<0 时 可 用 类 似 推导 得 到 


ди 


ди ди 
дї дх 


` + Ом) + O(Az) = 0 (В.1.1.16) 


ati _ „" н 一 gy" 
| и" = a 0) а< 0 (В. 1.1.17) 
由 此 可 见 ，a<<0 时 空间 导数 应 当 用 前 向 差分 公式 。 把 上 述 二 个 格式 结合 起 来 可 以 有 
i en ed _ 
+ > еш + > Ar 一 0 (В.1.1.18) 


如 果 灼 方程 (B. 1.1.12) 与 一 维 无 粘性 可 压缩 流体 欧 拉 方 程 相 比 较 , ади/ат 可 与 x3u/9x ЖН 
当 ，a 相当 于 当地 速度 a。 由 于 流动 一 般 上 游 对 下 游 产 生 较 大 的 影响 ， 所 以 a 0 时 采用 后 向 
差分 及 aco 时 采用 前 向 差分 都 能 比较 好 地 反映 这 种 影响 , 故 (B. 1. 1. 18) 又 向 迎风 格式 或 上 
风格 式 (upwind scheme) 

作为 例子 ， 设 起 始 条 件 为 


ulz,0) = tanh = 


Ах = 0.1, Ar=0.01, a==1 
计算 结果 和 精确 解 的 比较 如 图 В. 1. 4 所 示 。 其 中 精确 解 为 


Lela 
е! 


图 В. 1.4 
, 37e 


u(x,t) = tanhj 
\ 


(z 于 上 | 
5 


计算 表明 ， 当 [人 <1 时 卷 分 格式 (B. 1. 1. 18) 的 计算 结果 是 比较 好 的 ， 而 -| 和 > 1 时 计算 


例 3 波动 方程 及 其 初 边 值 问题 
92, а? 
Lo 
и(х,0) = f(z) 
u(xX,0) = glr) 
u(0,2) = AE) 
“(Ту = p(t) 
А А Е ди _ ди _ 
为 方 使 起见 ， 设 TAE та 
于 是 得 
3 _ „дф _ 
Jt a° ро ысы 
РА др _ 99 
дх м7 f б 
р(х,0) = g(x), p0) = #, G) 
405,0) = F (z), PCL, t) = g(t) 
ВЕ ЈЕ. 
1 03 (2 0 —a’] |Р 
21| |+ 22| |7? 
о 119% —1 0 1°7@ 
引入 二 一 并 一 好 = z+ at 
则 不 难得 到 
арар ар да _ дд, Әд 
дх 3 39 ar 28 әу 
ap aP др 239 ad 199 
Wy ДЕ, ОЕ +а 7 


ЖА (B.1.1.21) WET 
Ilp + ац) _ 
23 5 


2 alp — ад) 


дї 
a + aq) _ _ 9(p — aq) 
эё 27 
或 
9(p+ag) _ 
дё = 


а а) _ |。 


97 
• 38 ° 


' 


(B. 1.1.19) 


(В. 1. 1. 20) 


(В. 1. 1. 21) 


(В. 1. 1. 22) 


СВ. 1. 1. 23) 


(В. 1. 1, 24) 


直接 积分 得 
p + ад = 0) 
P — 44 = КӨ. 
这 表明 沿 z 十 at= 二 常数 (7 二 const) WE p + aq = 常数 ; 沿 z 一 4 一 常数 (€=const) 曲线 
上 pp 一 ag 二 常数 。 利 用 这 种 关系 可 以 建立 差分 关系 ， 如 图 B. 1.5 所 示 ，(j, n+1) 与 4 点 位 
于 x 一 at 二 常数 线 上 , 与 B 点 位 于 x 十 at 一 常数 线 上 , A 
此 
pA S ms. ` (@B.1. L. 25) 
(p + ag); t! = (p + ат), 
HF хл =z adt хв = г, Бам a 之 0 利用 线性 插 
值 法 可 知 
(ó — ag)a = (p — ag) + 
X [p — ag): — (p — ag) ] 
Ф + aq)a = (р + aq) + 527 


x [Ф + ад)! — (p + aq): | 
将 它们 代入 〈B. 1. 1. 25)， 并 将 二 式 相 加 和 相 减 ， 整 理 后 得 


pp __ а b — Ba a Phi Р — qi аф 9} 
№ © È T 2 Ат +7 Er + 2 Ах 


ntl 


Ат — añt 
Ах 


4; шей. i руш: M. 1р y a da —q; _ ağ- 
Мм 2 Ах Ах 2 Ат 2 Ағ 


写成 矩阵 形式 为 
га а | | 
ЕО ын 
2 2 
а č 
I : Н ИЕ И (B. 1. 1. 26) 
22 ` 2 


一 公式 也 可 以 从 另 一 个 角度 得 到 。(B. 1. 1. 22) 中 关于 а/с 项 的 系数 矩阵 可 以 分 解 如 下 
0 一 三 a a 一 a 01|2a 2 zi 
Е „= ala Е кё 
其 中 
—a 0 —a 0 0 0 
a | 0 .= | 0 小 At A. 
这 里 4- 为 保留 负 特 征 而 让 正 特 征 由 零 值 代替 所 得 的 对 角 阵 ，44+ 为 保留 正 特征 而 让 负 特征 由 


零 值 代替 所 得 的 对 角 阵 。 若 记 
‚39. 


=. z 
Г, үй 
—1 0 
га а а а 
2 2 2 
MJ 4 = T'1AT = T !À, T + T 1A_ T = f + | 
_ 1 а 4% а 
2 z 2. `2 
并 引入 记号 TOAT = А, TA T=A._ 
у—{|?|, Сиш; y Z = [šJ Ui — U; _ = (82) 
q Í Sra,’ Ах òr; At ёг 
(В. 1. 1.27) 
BM (В. 1.1.22) 可 写 为 
aU aU 
э ТАэ„ = 一 0 (B.1.1.28) 
(B.1.1.26) 式 可 写 为 
$0 SU $0 
ge tA ga tAn TO (В. 1. 1. 29) 
由 于 
А + |А! 
paf t A+ |A| 
ya 
À, + 1А] 2 
2 
А 一 [А, | 
A_ = 2 = 12| 
一 1А, 2 
2 
进而 形式 上 表示 为 
_ A+ |А| _ A—:A| 
у 2o = 2 
因此 (B.1.1.29) 形式 上 可 写 为 
80 А+ ЈА r А |41 U _ 
Sr L 9 бс a ёт О (В. 1. 1. 30) 


可 以 看 到 ， Ë 5 (B.1.1.18) 相 比 ， 形 式 上 一 致 。 所 以 它 是 迎风 格式 在 方程 组 中 的 推广 ， 其 
物理 意义 是 十 分 明了 的 。 实 际 上 这 一 格式 是 由 特征 上 的 关系 式 差 分 化 后 得 到 的 。 正 特征 反映 
了 上 游 对 下 游 的 影响 ， 负 特征 反映 了 下 游 对 上 游 的 影响 ， 所 以 相应 的 导数 项 用 后 向 和 前 向 的 
差分 格式 ， 即 Bu/3z_ 及 udr. WAAG, 设 a=1, f(z) = eg(z) = 0, 一 co < x < 
+ оо, > 0,Ar = 0.1,A£=0.05,p(z,0)= 0,q(z,0) = — хе 计算 结果 如 图 B.1.6 所 示 。 
其 中 实 线 是 :=0 时 的 w(z,0) = f(z) ;虚线 为 1 > 0 时 不 同时 刻 的 分 布 。 

例 4 求解 方程 


дї = 
u(z,0) = f(r} 
ult) =A) (1,4) = @,(t) 


(B. 1.1.31) 


«40 ~ 


T= 0. 500 Т = 2.000 


图 В.1.6 
本 例 是 例 1 和 例 2 的 结合 ， 所 以 差分 方程 可 以 由 上 述 二 例 的 格式 结合 而 成 ， 即 
= и; a + |а| и; — 03-1 十 2 一 la| uit — 1 in 一 2u; + и]-\ 


2 Ат 2 Ат Аз? 
| (В. 1.1.32) 
利用 台 劳 公式 不 难 证 明 本 格式 在 空间 和 时 间 上 均 有 一 阶 精 度 ， 与 原 方程 相 容 。 
设 


1 z>0 
aod o z=0 —оо< r<+ оо 
—1 х<0 
其 精确 解 为 
set) = q 2 еба, p= A 
Фа = 1, = 0.1,Ar= 0.02,Az = 0.1, 计算 结果 如 图 B.1.7 所 示 ， 其 中 虚线 为 精确 解 ， 实 
线 为 数值 解 。 


T=0.500 T=4.000 


T=1,000 


图 B.)-7 
.41 . 


И LAS ЕНИ Ж, 差分 格式 的 建立 看 起 来 并 不 困难 。 事实 并 非 轻 而 易 举 。 首 
先 人 们 发 现 格 式 存在 收 和 伍 性 与 稳定 性 问题 , 其 次 是 边界 条 件 的 处 理 。 对 于 流体 力学 方程 组 , 由 
于 其 非 线 性 ， 还 有 许多 特殊 的 问题 。 一 个 格式 的 好 十 ， 要 从 精度 、 收 敛 性 、 稳 定性 、 计 算 速 
度 及 计算 量 等 综合 考虑 后 得 出 结论 。 下 面 首先 讨论 差分 格式 的 收敛 性 和 稳定 性 。 


12 差分 格式 的 收敛 性 与 稳定 性 


差分 格式 的 收敛 性 是 指 差分 格式 的 解 在 网 格 无 限 缩小 时 趋向 原 微分 方程 真 解 的 特性 。 收 
化 性 的 定义 如 下 : 

差分 格式 Гану = 0 与 微分 方程 二 = 0 的 解 (在 (z; 10) 之 间 的 差 记 作 @; = и} 一 lz,， 
术 )。 对 于 相当 广泛 一 类 定 解 函数 〔 初 值 和 边 值 应 数 ) 下 都 成 立 


Ar, At 0 


и" — u(m t.) 0 


Pt 


(其 中 Yi 表示 对 于 所 有 的 了 和 n), ШИЕ KA SA, TURENA. 
前 面 讨 论 的 差分 方程 和 微分 方程 相 容 是 指 当 Ат, Де — 0 时 差分 方程 晕 近 微分 方程 ， 并 不 
能 保证 差分 方程 的 解 也 收敛 到 微分 方程 的 解 。 
仍 以 (B. 1.1,1) 式 为 例 , 设 差分 格式 为 (B. 1.1.5), Ж Ах=0.], ›=107%, o=vAt/Ar 
=1, ЖЕ} (B. 1.1.5) 简化 为 “ 
и“ == и") — + ит (B.1.2.1) 
表 B.1.1 中 给 出 x==0.4, :二 8 时 的 结果 (这 里 设 二 边 端点 条 件 为 2; 一 pz? 一 100) 


Ж B.1.1 


46.854 0 
10 12 200 47.547 91 45. 490 47 
=k 

15 1. 97X 10 | 45. 615 30 45.239 97 

20 со 45- 664 36 45.152 31 

25 | 45. 247 38 45.112 74 
40 0.025 0.062 5 45.195 64 45.067 80 ` 

人 WE Yean: 
50 0.02 0.04 45.139 47 44. 057 66 
45. 064 59 45.044 14 


地 :精确 值 为 45. 039 63 | 

计算 表明 ， 4 №, Ах. 但 o=vAi/Axz 保持 不 变 ， 则 当 a=1 时 不 管 它 们 如 何 缩小 ， 
计算 发 散 的 情况 不 会 有 任何 改善 。 当 о оТ Аг, Az 缩小 时 趋 于 精确 解 。 这 里 还 可 
以 看 到 ， 对 于 本 例 一 习 时 收敛 速度 还 更 快 一 些 。 


下 面 来 分 析 一 下 原因 。 利 用 台 劳 公式 (B. 1.1.7〉 式 , 方程 (B. 1. 1.4) 式 可 写 为 
.42 • 


2 м д? Az 8% Аб at | 
ЕЕ зэв бәй дән“ 


3? 2Az2 at JAY Jf 2л: а* 
= 2 аза р ааа S А ла 
或 简写 为 算 子 形式 : 
Lu = L,u (В. 1. 2.3) 
由 此 易 得 
[7и = Іти (B. 1. 2.4) 
Е Ет 表示 算 子 运行 т К. m у О. 16 m=4, WA - 
д*и _ 43'u 
3t ”5 十 
№ т=3, 则 
E 3 9 _ =” |Z Ал? 8% ” 
э 2 эг Е а2* 4 дд? 
Ж т=2 W 
дї А? at АР 95 
=: ыа ате" 
РЫ Аз? д Ax 4* Ал a 
“| te art 180929 + 1449z5 k 


由 它们 分 别 可 以 得 到 3*/9z*，93/92， 32198 的 表达 式 ， 再 代 回 (B. 1. 2. 2) 式 可 得 


BEINE L Ae 00) 25 уде 
St 人 ra = к 
sa 
За [gm + 4 1 — 60) 5 slu 24 az L 123x T 360 az 
+ (B.1.2.5) 
boi, 则 有 
3 a 4 
= Zalu = Er = ОСА, Аа) 


可 见 这 时 截断 误差 较 小 , 所 以 有 较 高 的 收敛 速度 。 不同 的 c 将 有 不 同 的 收 和 敛 性 。 自然 要 问 , {Т 
么 样 的 о 值 才 使 差分 格式 解 收敛 到 微分 方程 的 解 ? 下 面 来 讨论 这 个 问题 。 
设 差分 方程 解 记 作 好 ， 微 分 方程 的 解 记 作 GO; 由 前 面 讨论 知 
и"! = duh + (1 — 26) + сиў, 


сҮ! = оби) + (1 — 20) (u): + обир + OCAT?) + At | (B.1.2.6) 


二 式 相 减 得 
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еў*\ == geja + (1 — 20)е + сен, + OCA AT) + àz (B.1.2.7) 
Я еї = (и); — и, Ф 


E” = max { |е" | ) 
Yj 


由 (B.1.2.7) 知 ， 当 оо 
jet! | < Ее + OC, Ar’) + М 
或 Ее < EW + OMN, Ar) + М 
不 难 用 递 推 法 得 | 
| Em < E + O(Az,Az2) + нА 
EREA Тп 时 ， 假 定 起 始 条 件 无 误差 〈 至 少 是 有 界 的 ) WA 
EY < Т. O(t, Ar?) 


显然 当 Ar, AO 时 ，Bw-0。 这 就 是 说 <a EANA ЭРИНИ. 

差分 格式 的 另 一 个 重要 问题 是 稳定 性 。 差 分 格式 稳定 性 的 概念 不 是 一 开始 就 建立 起 来 的 
只 是 当 电子 计算 机 问世 后 ， 人 们 广泛 地 应 用 有 限 差 分 法 在 电子 计算 机 上 求解 各 种 偏 微分 方程 
的 定 解 问题 时 才 发 现 和 建立 了 关于 差分 格式 稳定 性 的 概念 。 人 们 在 计算 中 发 现 ， 有 的 差分 格 
式 在 计算 时 能 够 得 到 较 好 的 结果 ， 而 另 一 些 格式 所 得 的 结果 严重 偏 讽 差 分 方程 真 解 。 通 过 大 
量 实 践 和 分 析 ， 人 们 认识 到 不 同 差分 格式 对 于 误差 的 敏感 程度 是 很 不 相同 的 。 有 的 方程 对 误 
差 不 很 敏感 ， 由 于 某 种 原因 一 旦 产生 误差 ， 并 不 无 限 增长 ， 而 是 限制 在 某 一 范围 内 ， 力 至 不 
MR. 相反， 有 的 方程 一 旦 出 现 误差 ,就 很 快 增 大 MARR 了 原来 的 解 ,计算 没有 意义 
因此 稳定 性 同样 是 十 分 重要 的 ， 它 的 定义 是 : | 

设 在 某 一 时 刻 pm， 差分 格式 在 j 点 的 解 为 《u)?， 由 于 菜 种 原因 而 产生 一 个 误差 而 得 近似 
Яа. 设 二 者 之 差 为 S43 二 | jul, EAE =t Hnt 时 刻 差分 方程 真 解 G); 与 近似 解 
地 之 间 的 差 值 为 дит — |(w)? 一 1, 如 果 存 在 ~- 个 与 无关 的 有 限 什 下， 使 得 


sup ldu; | < K * sup диў | 
则 称 差分 格式 为 稳定 的 ， 各 则 就 是 不 稳 定 的 。 其 中 sup 表示 所 有 j 的 上 确 界 。 
为 了 理解 稳定 性 的 概念 ， 下 面 来 考虑 B. 1. 1. 4) 格式 的 情况 ， 设 z 一 十 ， 这 时 差分 格式 
可 以 写作 
att = (w Tuba) ` (B.1.2.8) 
по и} 8538, 计算 过 程 也 无 误差 , 则 得 到 的 ш 将 是 差分 格式 的 真 解 。 如 果 在 п=0 


的 某 一 点 上 有 误差 , 而 在 以 后 计算 中 不 再 引入 新 的 误差 , 这 时 把 真 解 记 作 и], 近似 解 记 作 2， 
于 是 有 


wt = OR +01) б o (B. 1.2.9) 
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与 (B. 1. 2.8) 相 减 得 
gt = 566. + d) 


它 在 a 一 0 时 只 有 一 个 点 为 s， 其它 点 上 均 为 零 。 计 算 过 程 中 各 点 的 误差 如 表 B. 1. 2 所 示 。 从 
表 中 不 难看 到 误差 是 向 二 边 扩散 的 ， 但 误差 值 不 断 减少 ， 当 = 不 断 增 加 时 误差 不 会 增加 。 可 
RERE о EREM. 


表 B12 


Ë п 了 0 1 2 
Е 
区 
£ ° 


同样 格式 ， 取 c=1， 误 差 方 程 为 
g7! == € + е 


在 同样 起 始 条 件 下 计算 结果 如 表 B. 1. 3 


表 B.i.3 


由 表 可 见 ， 误 差 不 仅 向 二 边 扩散 ， 而 且 误 差 值 也 不 断 增长 。 当 n 不 断 上 升 时 ， Pa pits 
长 ， 折 以 差分 格式 在 a= 1 时 是 不 稳定 的 。 
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显然 格式 的 稳定 性 不 只 和 格式 本 身 有 关 ， 还 与 格式 参数 有 关 。 显 然 不 稳定 的 格式 是 没有 
意义 的 。 琴 此 差分 格式 建立 以 后 ， 几 须 对 它 的 收敛 性 、 稳 定性 作出 判断 。 下 一 节 就 来 讨论 这 
个 问题 。 | 

顺便 指出 ， 这 里 讨论 的 差分 格式 的 稳定 性 与 微分 方程 本 身 的 稳定 性 是 二 个 完全 不 同 的 
概念 。 


bP 


1.3 线性 差分 格式 的 Lax 定理 


上 一 节 讨 论 了 差分 格式 与 微分 方程 的 相 容 性 。 这 是 比较 简单 的 ， 差 分 格式 还 存在 稳定 性 
和 收 剑 性 的 问题 ， 这 是 比较 复杂 的 问题 ， 特 别 是 收敛 性 问题 。 为 此 Lax 对 线性 方程 进行 了 分 
析 ， 提 出 了 线性 微分 方程 的 差分 格式 ， 其 稳定 性 和 收敛 性 是 等 价 的 。 这 就 是 说 ， 如 果 差分 格 
式 是 稳定 的 ， 必 定 也 是 收敛 的 ， 反 之 亦 然 。Lax 定理 的 内 容 如 下 。 

对 于 一 个 适 定 的 线性 微分 方程 ( 常 微分 或 偏 微分 方程 ) 的 初 值 问题 ， 与 它 相 容 的 差分 格 
式 的 解 收敛 到 原 微分 方程 解 的 充分 必要 条 件 是 该 差分 格式 是 稳定 的 

这 一 定理 可 以 用 如 下 形式 表示 

线性 方程 , 适 定 的 初 值 问题 、 


EAE- Tr sss 


这 里 所 谓 的 适 定 是 指 微分 方程 在 给 定 的 定 解 条 件 下 存在 唯一 解 ， 并 且 连 续 依 赖 于 定 解 条 件 。 
为 了 证 明 这 一 条 件 ， 首 先 引入 一 些 符号 。 设 原 微分 方程 为 


其 中 工 为 线性 算 子 ， 相 应 的 差分 格式 记 作 
Una = Liu 
# B. 13.1) 的 -- 个 充分 光滑 的 解 代 入 (В. 1. 3.2) 得 
u"! = Е(М)и" + ОСМАН) + О(Ат"!!) 


或 zu — Lu = O(Am) + O(Axz") 
n, n HER, Ж (B.1.3.2) УНЕ, ЕФЕ (А) 可 以 看 作 一 个 算 子 ， 即 
и" = Е(А)и" 
它 具 有 如 下 性 质 
Е(0) =I; EQNDE(t) = Еб + ts) 

稳定 性 的 定义 是 在 0<nAt<T 的 范围 内 存在 

Emal < K || || 
其 中 小 。 | ERER, Kj п 无 关 的 一 个 有 限 正 数 ， 则 称 差 分 格式 是 稳定 的 。 

又 由 于 w(t) = EG)f, 故 适 定 条 件 为 

EAN < KI fl 

收敛 的 定义 为 
luz — (zp) = ELP ЕСУ) 50 
有 了 以 上 定义 ， 可 以 来 证 明 Lax 定理 了 。 
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首先 证 明 收 敛 必 稳 定 〈 必 要 性 )。 
在 给 定时 刻 T, 微分 方程 的 真 解 G) f 是 有 界 的 ( 适 定性 定义 )。 当 0<ÇnA< T HEA 
分 方程 收敛 , 则 由 收敛 性 定义 知 Ar—-0 时 BI? 也 应 是 有 界 的 , 即 存在 一 个 与 了 无 关 的 KK, 使 
ү му < KI fl 
Нуи, A 1 | <K lu], WMA (B.1.3.4) 式 ， 故 必 稳 定 。 
下 面 证 时 稳 定 必 收 敛 。 
由 差分 格式 的 相 容 性 知 ，Azry/At<a，At 一 0 时 ，1 [LE G)] а 10, 或 
üm д. | [a — EDJ | = 0 
引入 记号 
[L, ~ EID] = Fau 
[LP — EQAt17 = Vy 
[LP — Е(п — DA] = Ф 
由 于 
Pau Sip = LP ОЕ(АР + LEP PEC) — LE PEA) 


+ LPTP EQOA) — ++ + LEl la — 1)å) 一 Enar) |/ 
= [LP OIL, — EAN] + ШИИ, — ECAs) JECAD + ~ 
+ [L, — EGAnJECO — DA) f 


ami 
= X LPL — E(D YE — 1 — m)At) f 


m= 


内 于 稳定 性 条 件 可 知 | 
ЇР | = УСЕ, — ECA0JE(G@ — 1 — mA) f || 


nl 
<K || X a — ЕСМм)]Е( (я — 1 — mA) f || 
m= 


` m—1 
<K У) || [L, — EAD JEn — 1 — m)At) f || 
m=0 


1 


1 
> x | LL, — ECA) ЈЕ((н — 1 — m)&t) f || 


= KA 


=K nät» max |A; | С, — Е‹л)]Е( (ж — 1 — m)At) f || 
ao 
— Ü 

故 lim Т? — EGA] | = 0 


Ât — 
即 | 


这 就 证 明了 差分 格式 稳定 时 收敛 。 
Lax 定理 证 毕 。 
根据 这 一 定理 ， 对 于 适 定 的 线性 方程 的 初 值 问 题 ， 稳 定性 和 收 敏 性 是 等 价 的 ， 所 以 只 要 
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МЫн а r 
` a ar au awa 


讨论 其 中 一 个 问题 就 可 以 了 。 实 际 上 稳定 性 问题 的 讨论 比 收 敛 性 问题 的 讨论 要 简单 得 多 ， 所 
以 下 面 重点 讨论 稳定 性 分 析 。 

需要 指出 的 是 本 定理 只 适用 于 线性 方程 ， 对 于 非 线 性 方程 ， 问 题 很 复杂 ， 至 今 尚 无 完整 
的 理论 。 ; 


1.4 差分 格式 稳定 性 分 析 


差分 格式 稳定 性 分 析 的 方法 很 多 ， 其 中 大 部 分 应 用 于 线性 方程 的 、 这 里 择 要 介绍 几 种 。 
1.4.1 HERAA 


为 方便 起 见 ， 设 差分 格式 可 以 简写 为 
一 Epu” 
其 中 局 YER, u" 为 一 向 量 列 , 在 :一 0 时 由 于 某 种 原因 产生 误差 6", 得 近似 解 如 一 如 十 eo， 
假定 在 以 后 计算 中 不 再 产生 新 的 误差 ， 则 以 后 的 近似 解 应 当 满 足 


= Еки” 
Rpa t), "=u" +e 该 式 与 上 式 相 减 可 得 
Е! == Е," 


利用 递 推 关系 不 难得 到 Ее 显然 稳定 的 充 要 条 件 是 
keni < Hell +K 


其 中 天 HE n, j 无关 的 有 限 常 数 。 为 保证 KK 的 存在 ,必需 有 | E | <с1„ RH | E | EBE 
E, 的 范 数 。 设 E, RME У А, А A, (E, пхп Jr EE), ARER REA Vi V, …， 
Vas E n ЕЕ X, 则 由 于 Vis Уе, V, 是 线性 无 关 的 向 量 ， 故 有 


X = Уау, 
RAH 全 为 零 时 才能 使 X 为 零 向 量 。 另 外 
E,X = Уау, = SAY, 


帮 Паха = | DEV, < maxt lAl} + | Уул, = така X I 
可 见 当 
max{ A1) <1 
时 有 
LEXI < 1х1 
并 且 有 
IEX < 1х1 
R X 3 e, WA 


[Ет < el 
所 以 E, 的 特征 值 的 绝对 值 都 小 于 1 或 等 于 1 вана N „ЭХ kt — 138 ЖАГ Ж 
件 。 
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以 〈B.1.1.5》 式 为 例 ， 它 的 E, 阵 具 有 如 下 形式 : 


1 — 2c с 
с і — 26 б 
Е, = с 1 — 20 а 
G 1 — 20 с 
а 1 一 2 

它 的 特征 值 为 

A = (1 — 20) + 20cos S£ — DZ ~ | — адып Ë Ds] 
满足 (B. 1. 4. 1) 式 的 条 件 为 

|1 — 40| <1 

或 < + 


这 就 是 〔B. 1. 1.5》 格式 的 稳定 条 件 ， 
需要 指出 的 是 矩阵 特征 值 计算 一 般 说 都 是 比较 困难 的 。 因此 本 方法 尽管 比较 严格 ， 实 际 
应 用 时 是 比较 困难 的 。 。 


1.4.2 Von Neumann 方法 


这 是 - -种 简便 而 又 有 效 的 方法 。 该 方法 的 基本 思想 是 将 解 作 周 期 延 拓 ， 将 它 用 富 氏 级 数 
表示 出 来 ， 解 的 误差 也 可 以 作 类 似 的 表 未 。 然 后 考察 每 一 个 富 氏 分 量 的 增长 和 衰减 情况 ， 由 
此 推断 解 的 稳定 性 ， 县 体 说 明 如 下 。 

设 这 里 讨论 (B. 1. 1.5) 式 的 稳定 性 ， 即 

и} = сиу 二 O — 20)u) + au’ 
它 的 相应 的 4 十 1 层 上 的 方程 为 
f ut? = ви + (1 — 20)и 4 oit] 
ZAHR, e = w+ — и] ШИЯ (B.1.1.5) 式 相 应 的 误差 方程 为 
ЕЗ"! = сє, + (1 — 20)е + og. 
如 果 对 求解 域 向 < [КЕ RA EAE, а, є 都 可 以 看 作 是 以 L 为 周期 的 周期 函数 ， 它 们 
可 以 展 成 富 氏 级 数 ， 


N/2 
= У) ak `(z = jAz,j = 0,1,4 ND 


k= ск? 


KHERA (B.1.4.3) 式 得 


N/2 N/2 
>; agt! = > azt (седа 十 (1 — 20) + ое z ]oe"5 
k=-N;2 k=-—N/2 


N/2 
У апе = У) а [1 + 2(coskAr — 1)g Jae; 


+= №2 kw — N/2 


利用 富 氏 级 数 各 项 间 的 正 交 性 不 难得 到 


ай! = af 一 4051п? 


т] 
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要 使 | [аз | < lail 


必须 有 Ë — dasin’ = 


ЕЛ <+ 


而 (B. 1. 4.4》 对 于 任何 不 都 成 立时 ， 由 富 利 埃 级 数 的 理论 可 以 知道 必 有 


N/z N/z Nz 
|| < "+1 йу < lagt! SO "| < vv = о р. 
|| > шщ a ats > jal з < lal 
. t=—N/? =—N/2 = N/2 


说 明 |e” | 有 上 确 界 。 Sarpe АЖАН, 所 以 上 et 有 上 确 界 ,因此 格式 是 
稳定 的 。 

对 于 这 里 讨论 的 问题 ， 这 个 条 件 是 充分 而 又 必要 的 条 件 。 这 亲 以 作 如 下 的 说 明 。 

比如 设 误差 方程 可 以 写作 


Bt) = eet cE Cre 


这 里 的 只 在 离散 点 上 存在 , 但 可 以 设想 一 个 连续 函数 e (z), 使 e (с) ==, ЖЫХ—Ж# 
函数 代入 上 面 公式 ， 可 得 
EH (r) =с E(x 一 Azr) 十 cos (lr) cne (rt Az) 
g) (z) =r) 
这 里 wp (х) 是 ee (х) 的 初 值 。 由 上 公式 可 知 e 《zx) 与 op G), Ах, п 有关， e (z) BDA L 
为 周期 的 函数 , 但 不 难 作 一 变换 ,使 周期 变 为 2r， 所 以 下 设 周期 为 2x。 因 为 g(x) 是 一 个 有 
ЖААЖ. A 
Fda <+ e° 


部 二 次 可 积 。 由 富 利 埃 级 数理 论 知 道 ，p(z) 的 富 氏 展 式 一 致 收敛 到 9 (х) Ж9, 


gr) = Sia" 
满足 关系 lim F [rcz) 一 У се | ах = 0 
+o 
由 于 ea) = Sa 


故 代入 (B. 1.4.5) 式 可 得 
S ane т = Sahte tar 十 co + cer)e™ 


或 利用 正 交 性 有 

gaH = Сей (суе + с, + се“) 
引入 记号 G(&,Az) = ee "ot ce 
则 有 ct! = G, Ar) 


这 里 G Q, Az) уп 是 无 关 的 。 利 用 富 氏 级 数理 论 知 
х += 
| letz) ldr = 2 ll 


* 50 


利用 (В. 1.4.9) 式 不 难得 到 
т Фоо [ 
去 let) а = 271GG@,Az) + etl = УМО, да) I” + etl? 


显然 只 有 当 [Gk Ar)| < 1 УА 
“时 积分 才 有 上 确 界 , 也 就 是 说 当 G (А, Az) 关于 所 有 的 天 都 满足 上 述 不 等 式 时 已 的 范 数 |e | 
才能 是 有 上 确 界 的 。( 这 里 范 数 用 二 次 积分 来 定义 )。 于 是 可 知 ，(B.1.4.10) Æ || = | ЖЯ ЕЙ 
界 的 充 要 条 件 ， 因 而 也 是 稳定 性 的 充 要 条 件 。 这 里 称 C(&,Ar) 为 放大 因子 。 
现在 人 们 可 以 看 到 von Neumann 方法 是 很 方便 的 。 首 先 只 蓝 将 原 差分 格式 中 的 и; 改 为 
续 ， 并 略 去 非 齐 次 项 《如果 有 的 话 )， 即 得 误差 方程 ， 然 后 将 吕 的 富 氏 展 式 代入 误差 方程 , 找 
出 放大 因子 GO Ar), 使 其 在 任意 不 下 都 满足 模 小 于 1 的 条 件 就 是 差分 格式 的 稳定 条 件 。 
(В. 1. 1. 5) 的 稳定 条 件 与 这 里 的 分 析 是 一 致 的 。 
上 面 分 析 的 是 显 式 格式 。 隐 式 格式 的 分 析 是 一 桩 的 。 出 如 (B.1.1.11) 式 的 误差 方程 为 
agti — 2(1 + вфе} + бє} =— ое) + 260 DE — ов. 
将 富 氏 展 式 代 入 得 


[ое 一 2(] + о) 十 oe Jart et, 


2 5 — бетй + 2(z — ]) — веде; 


k= —N/2 
T= 2asin?| 42 
或 [а5"' | = |аў| TIEN 
1 + 2азїп? z) 
2 
1 一 2asin | “| 
由 于 GE,Ar) = : - |< 1 V Ek,Ar 
kAx' | 
1 + 2øsin? > | i 


故 得 差分 格式 (В.1.1.11) 式 为 无 条 件 稳定 的 。 
1.4.3 Hirt 稳定 性 分 析 方 法 


Hirt 在 1968 年 提出 了 一 种 启发 性 的 分 析 方 法 , 它 没 有 得 到 严格 的 证 明 , 但 有 一 定 的 物理 
依据 。 它 非常 简便 并 得 到 广泛 地 应 用 。 它 的 作法 是 将 差分 方程 中 各 项 在 某 一 点 《比如 G, p 
点 ) 展开 ,并 表示 为 双 曲 型 近似 方程 , 然后 确定 该 点 的 影响 域 和 依赖 域 , 再 由 CFL 《Courant- 
Friedrich-Lewy》 条 件 判断 其 稳定 性 : 当 计 算 依赖 域 大 于 方程 依赖 域 时 差分 格式 才 是 稳定 的 。 

如 (B.1.1.5) о (я, j) ARN. WA 
же t| 


п + A + = 


l 
ди\" 
ах Р 
ди т 


дх ; 
ди\" dAr’/2 


ма ыз = — | — 
ar]; 


或 改写 为 22), Ы 
注意 到 ao 一 vAz/Ax:*， 上 式 可 简写 为 


= a|n + 


Ar + нар Аг? + ~ |+ (1 — 20)и; 


1 


2 
мч 
715) 


2 


+ a|n; — 28| a+ 1 
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对 -于 -名 


赂 去 高 阶 项 即 为 一 双 曲 型 方程 ， ee садын 


示 。 计 算 依赖 域 在 图 中 由 虚线 表示 。 为 使 
计算 依赖 大 于 微分 方程 依 入城 ,应 有 x 


> Za = 1 这 就 是 稳定 条 件 。 


HETA, Hirt 的 基本 思想 是 : 当 计 
算 某 一 点 u 值 时 已 经 包含 了 物理 上 应 有 的 
各 种 影响 ， 那 计算 才能 反映 问题 本 身 的 特 
性 , 反之 则 不 然 ， 计 算 自然 也 就 没有 意义 
了 。 可 见 这 一 方法 的 思想 简单 明了 ， 可 以 
推广 到 非 线 性 方程 中 去 。 但 这 一 方法 的 内 
涵 尚 不 清楚 ， 不 能 肯定 复杂 问题 中 的 存 效 
性 。 


图 B.1.8 


以 上 三 种 方法 中 以 Von Neuman 方法 最 简单 可 靠 ， 以 后 将 主要 采用 这 种 方法 。 


1. 5 几 种 常用 的 闫 分 格式 及 其 稳定 性 分 析 


下 面 介绍 几 个 发 展 方程 常用 的 差分 格式 和 它们 稳定 性 分 析 。 


一 维 发 展 方程 的 模式 为 


oa, к>, а 3 为 对 流 项 ,v9 沁 为 扩散 项 。 这 一 方程 为 一 维 对 流 扩 散 方程 。a=0 时 变 为 
扩散 方程 ， 是 搜 物 型 的 。,=0 时 为 双 曲 型 方 程 ， 又 叫 对 流 方程 


1.5.1 扩散 方程 的 几 种 差分 格式 
方程 形式 为 


ди _ 


дї 
1. FTCS 差分 格式 为 (М, (B.1.1.5)) 


и! = GUIH1 十 (1 一 2а)“; + out 1 


稳定 条 件 为 <+ 


2. BTCS 差分 格式 ， 即 时 间 后 向 空间 中 心 的 略 式 ， 为 


BF ура 
и; иј 


= у 


3+1 "41l x+1 
Bi-1 — 2и} + Wj—1 
Ат? 


或 写 为 ашу — (1 十 2и! + биз = и] 


这 就 是 隐 式 差分 格式 。(B. 1. 1.5) 则 为 显 式 格式 。 
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(В. 1. 5. 1) 


(В. 1. 5.2) 


(В. 1. 5. 3) 


(В. 1. 5. 4) 


列 出 其 误差 方程 ， 用 富 氏 展 式 代入 ， 不 难得 到 


att| 一 1 一 4оѕіп? 


ja 


i 
1 + 4взїп? kez 


于 是 
(B.1.5.5) 


Gk,Ar) 一 一 


TAIG (&, Ах) | 委 1， 故 《〈B. 1.5.3) 式 无 条 件 稳 定 。 
3. Crank-Nicolson 差分 格式 
这 是 上 述 二 种 格式 的 组 合 ， 即 


zt zp — 2н"! + иі] 


ы x (В. 1. 5. 6) 


METETE 
+ 25 ] 
在 上 一 节 中 已 经 分 析 过 ， 它 是 无 条 件 稳定 的 。 

一 种 更 为 广泛 的 组 合 是 


ust _ [o — 2%! + uti 一 2u; + é] 
A Ат? Аг? 


+а—@* (В. 1.5.7) 


它 称 作 混合 格式 ， 其 放大 因子 为 


1 — 4(1 — Pasin? = | 
Gk, Ax) = | и шс (В. 1.5.8) 


1 + 4ёовїп* (= 


稳定 条 件 为 


9> h 无 条 件 稳定 


0<— > 时 0<9<5 pëe 


利用 台 劳 公式 ， 由 (В.1. 5.7) тш 
и! — иу — а{@(ш 1 — 2иў'! + шр) + (1 — Og — 2и} + и]-,)} 
= Lanza — zp) — Az 

= (4 (1 — 20) 6 


可 见 一 般 情况 下 格式 具有 MAr 量 级 的 截断 误差 。 但 若 取 


(B.1.5.9) 


au Я + OLMA Ар ‚М? Аз?) 
д х* 3 


(В. 1.5. 10) 


则 有 比较 高 阶 约 截断 误差 。 于 是 人 们 得 到 一 种 新 的 差分 格式 : 


ш! s и" L 
A 2 | 1— 6 
+ 1 + К (1 — 2 + wo) | ‹В.1.5. 1) 
这 是 一 种 无 条 件 稳定 的 差分 格式 ， 又 叫 Mitchell-Fairweather 差分 格式 。 
4. DuFort-Frankel 格式 


如 果 在 空间 和 时 间 方 面 都 到 中 心 差分 格式 ， 人 们 自然 会 想到 如 下 的 差分 格式 : 
иў'\ 1 — 2и) + и] \ 
Ах?“ 


(azti 243—1 + их) 


= џ"- і 
и) и; _ „+1 
2At 
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— . ——— Ia Qaramwaaa em “4 


不 幸 的 是 它 无 条 件 不 稳定 。 但 如 作 小 小 的 变动 就 可 以 得 到 有 实用 意义 的 差分 格式 


= ош ш и Чеш. 
2 7 Ал? 
这 是 一 个 具有 三 个 时 间 层 的 差分 格式 ， 采 用 Von Neuman 分 析 法 , 步 又 同 前 可 得 (这 里 设 e 


As А" e*t) 


un 


(В. 1. 5. 12) 


(1 +0) А" — 20с05(ВАх) А" = (1 — 0) А"! | РИ 
另外 有 А" =A" 9 
其 中 = 00, (В.1.5.13) Жаре 
0 1 А! А" 
i +c 2ocos(kAr) p |- pa 
1—6 1— c 
引入 记号 U*= (А", OY, WA 
Ut = GU" (В. 1. 5. 14) 
FR pik AO Ez С 为 
0 1 г _ 2ecos(RAxz) 1—60 
С = 1 + о 20соѕ(ёАт) | = l+ o ге 
1 一 1— = 1 0 
最 然 稳定 条 件 为 G 的 特征 值 的 绝对 值 均 小 于 1。 确 定 С 特征 值 的 方程 为 
„еі |С — А| = 0 
== 2 ; | 2осоз(#Ах) 1— 
展开 后 得 № + Ita À те” 
ер _ осоз(ААх) + м1 — osin’ (kâr) 
可 得 1 十 5 


无 论 osin? (¿Az) 221 或 二 1， 都 不 难 证 明 | 让 委 1， 故 本 格式 是 无 条 件 稳 定 的 。 邻 人 遗憾 的 是 
本 格式 截断 误差 为 

ОСМ? ,Ах*,Мм/Ах) 
为 使 格式 与 方程 相 容 ， 必 须 有 At/Axr>0， 这 就 大 大 限制 了 本 方法 的 应 用 。 


1.5.2 双 曲 型 方程 的 几 种 兰 分 格式 


方程 的 基本 形式 为 
5и а =0 (В. 1.5.15) 
1. 迎风 格式 
其 形式 如 上 一 节 讨论 所 得 
wu TE иў + a + la | и] qim + a =al Sa иў = 0 (В. 1. 5, 16) 
设 ae>0， 增 长 因子 为 
G=1—s+ зе s= lal& 


由 图 B. 1. 9 不 难看 出 稳定 条 件 为 <1. 
2. Friedrich-Lax 格式 
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ЕЗУ КАКИЕ Н Г аў ил, Вил 由 (x,j 一 1) 及 (и, 
j) BÑ (п, j) K (п, 3+1) 之 间 线 插 得 到 。 如 果 wa 是 由 (x, j 一 1) 
及 (о, j+) 二 点 间 线 插 则 得 


x с — аА? 
иң! = Wil 十 ar а ш, = и.) 
或 и = Ea Houa +0 suhi (В.1.5.17) 


这 就 是 Friedrich-Lax 格式 ， 其 误差 增长 因子 为 
G = соѕ(ЁАт) — š * s • sin(kAr) 


显然 稳定 条 件 为 
| s =< 1 5 = а 
3. Euler 隐 式 格式 
м1 — и" из м) 
+a 75 = 0 (В, 1.5.18) 
不 难得 到 它 误差 增长 因子 为 
E ЗНН 
“1 + sin: (kâr) 
显然 本 格式 为 无 条 件 稳定 的 。 
4. HERR (leap-frog) 
它 也 是 一 个 三 户 格 式 ， 具 体形 式 为 
= 3.2 КЕЕ = 0 (B.1.5.19) 
其 误差 增长 矩阵 为 
G= — 2: s e Sn(kAz>)> 1 


1 0 
使 该 矩阵 特征 值 的 绝对 值 均 小 于 1 的 条 件 为 


s= HN <i 


5. Lax-Wendroff 格式 及 MacCormack 格式 

在 建立 迎风 格式 及 Friedrich-Lax 格式 时 均 用 线性 插值 的 方法 得 到 ws。 这 样 在 空间 方向 
的 误差 就 比较 大 ,如 果 用 G. у+1). G, j), m, j 一 1) 三 点 对 4 点 用 二 次 插值 方法 求 , B 
然 精度 就 比较 高 。 

用 nn 层 上 j++1，j，j 一 1 三 点 建立 的 插值 公式 为 
Eo (z — 23) (= — хт) (t= хн) (= 2) 
ХЕ Crj- 5) бра ту) ш (z; TH (z; — 2-1) 


(z 一 z;)(x — 231) 
к — Zi) бнр Zir) 


| +u (= 
由 于 
Za = z; а х= х; + Акт xj, = x=; + Ат = rt 2Ar 
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Wa = и" — T (apa = tia) +5 Tia 2и) 十 地) 
利用 zf =u, 即 得 Lax-Wendroff 格式 (L-W 格式 

и}! ш] T Ga — ш.) += a Ga 一 2и] + 5.1) (В. 1. 5. 20) 
不 难 分 析 得 知 它 具 有 截断 误差 DO (Ar，Az)， 误 差 增 长 因子 为 


С = 1 — #sin(#Ax) 一 2sžsin?| taz) 


EGIS 的 条 件 为 s 委 1， 这 就 是 L-W 格式 稳定 条 件 。 
格式 〈B. 1. 5. 20》 还 可 以 改写 为 如 下 形式 : 


и! = + + [本 一 se — ut) ] — s[ Ga — sGa r шл) — G, — sw — и] ))]} 


或 


ит = u) — su а) 


и! = ит — зир — а (B.1.5.21) 
ut = ушш} + ш" 
这 就 将 一 个 差分 格式 分 成 二 步 走 : 第 一 步 为 前 向 差分 ,第 二 步 为 后 向 差分 ， 最 后 将 所 得 信和 与 
厌 值 平均 。 由 于 ;= 儒 ， 所 以 上 式 迁 一 步 改 写 为 


и! = wi — А (ашу, — (au)?] 


| 
w! = +G + wti) 
该 法 可 以 推广 到 非 线性 方程 中 去 。 因为 原 方程 可 改写 为 
a Cm) 
3: Ее =0 
1 аи=Е, WS 
Ju Е 
gta (В. 1. 5. 22) 


如 下 为 非 线性 函数 ， 差 分 格式 可 以 写作 


wT 


Мм ге 
po == g; = АН: = Е] 


ЧТ = и — де] кү F 


= ] (B. 1. 5. 23) 


w" = а ШТ) 


这 就 是 著名 的 MacCormack BAHA. 4 F H u ЕРЕН, ES L-W S k 3, 
. 56 ° | 


ur 


1.5.3 对 流 扩散 方程 的 几 个 差分 格式 


对 流 扩散 方程 的 基本 形式 为 
ди ди dn 
Je Tija "a (B. 1. 5. 24) 
对 于 二 个 时 间 层 的 差分 格式 ， 它 的 一 般 形式 为 
na 十 oz + а ит! = ан +\ + фи + atj 


首先 格式 应 当 与 原 方程 相 容 , 所 以 a,a 之 间 应 当 有 一 定 的 关系 。 为 得 到 这 些 关 系 ,首先 将 i! 
zi 在 (л, j) 处 台 劳 展开 ， 将 它们 代入 上 式 ， 即 可 得 


[G Ба а) — (а + 4 жа) + (а ъа а) 9 м 
ди\" 1 Aula „ 
+ [ (а; — а) — (а, — а-\)] ЕП Ar 十 zL (e + e) — (а +a)] Ez] Ar 
= O(A AAt, Ад", e) . (В. 1. 5. 25) 
为 满足 相 容 ， 将 上 式 与 〈B. 1, 5. 24) 式 比较 ， 可 知 应 当 有 
(a, + а + а_,) йл (а, + а, + а.) = 0 
ala, +a + а-у) = [Ga — а.) — (а а 10125 е6, 
Ы 2 
v(a а ал) = TL(a а) — (а +а 0] 
引入 记号 
> 一 经 в = + (a > 0 > 0) (B. 1.5.27) 
(В. 1.5. 26》 式 可 写作 
1 1 1 a, 1 1 Nw% 
s—1 s s+1 | = О lli 
o+1 2 Фа+1}|в_, 1 0 Hle, 
或 解 得 
а, = 500 s + а + + (2 — s)a, + + (20 — s)a-, 
а, = — 20a, + (1 — 20)а, — 2аа_, (В. 1.5.28) 


а. = r + s)a, + Le + s)e, + Leo + s + 2a 


这 就 是 系数 间 应 满足 的 关系 。 
为 了 确定 稳定 性 条 件 ， 用 Von Neuman 方法 。 设 吕 ~4re*w， 代 入 相应 的 误差 方程 可 得 
A Eae” + a аце) = Alae" 十 ao + а.е“ 
误差 增长 因子 为 
| _ А"! а + (а, aeos(kAr) + i(a, — а.)вїп(ЁАт) 


B = RABIN му; 


A" а, + (a, + а. ,)соѕ(АДЕ) + ila — a_i )sin(#Az) 
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ta с: o- 
ee 生生 


不 失 一 般 性 可 以 设 
a, а tan cma tatan = 1 


ш ~ А"! _ 1— (а +a ү) + (a, + a_Ocos(#Az) + (а — а_)зїп(ЁАхл) 
б=т = т (а Tua) + (a, + а-у)сов(ЁАу) ila а.) Лг) 
引入 记号 
X = Т0 — cos(kAr)), В = 16дал. В = 16me. 
С = 4а — а.) = а +a j, С = Alila а) — e, + ео.) 
不 难 验证 


y B — BX + (C—O) 
ВХ +C'X + 1 
注意 到 0<X<1， 故 使 @GC= 1C Bai 的 条 件 为 
| (B — В)Х + (С' — С) > 0 
或 ， B —B+C —C>0 C'—C2>0 
将 号 ， 鼠 ，C，C 表 达 式 代 回 稳定 条 件 为 


(о, — а) — (а, a) – (а Ба – а а.) 2 0 


GG = 1 — 


Alaa.. — да) + (e, — а) — (a, а) — (a, + ёа — а 


这 就 是 〈B.1. 5. 25) 格式 稳定 的 条 件 。 
利用 以 上 公式 可 以 讨论 以 下 格式 的 相 容 性 和 稳定 性 。 

1. FTCS 格式 
иті) = gn 


и; — uj Шз) [C uj _ „и 
A To Ar ú Ге 


整理 后 得 
of 一 Leo — Syuy + (1 — 26) + Lezo Езу, 


可 见 
ao 一 ma 一 0D а = 1 a= +Q — э) ao = 20 а = 
稳定 条 件 为 
20—20 一 [(20)? — $] + 26 — s р> 0 
或 整理 得 
其 中 | Rae ee 


又 称 作 格式 雷诺 数 。 显 然 “应 满足 


2. BTCS 格式 
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(В. 1. 5. 


(В. 1. 5. 


29) 


5.30) 


31) 


ише “Иса = жау! 2а). tag'i (B. 1. 5. 32) 
类 似 可 得 稳定 条 件 
с +2020 4 十 0 之 0 
由 于 o>0， 上 述 条 件 总 是 满足 ， 故 实际 为 无 条 件 稳定 。 
3. Crank-Nicolson 格式 f 
иу! 一 43 Га лк из] Шр Чр 
a tel тада Q > | 
整理 后 得 
а =- 100-00-09 а= +2000 а, = 10е +00 
0 0 
а 一 一 9 20 — s) а = 1 + 200 а 一 一 900 + s) 
稳定 条 件 为 
2020 — 1)0 + 12> 0 
B.1.5. 
(20 一 1)s + 4022 0 ею 
或 
0>> 六 时 为 无 条 件 稳 定 ; 
осо 
i RORA A 
“入 Г 20) 
2 (B.1.5. 34) 
? 
"< эру 
4. 迎风 格式 
ш! 3 и; a a R л т 
А + эдт “1 E) e — и") + (1 十 є) (и” 一 us_1) | 
= A Ga — 2 + wj) = 0 (В. 1. 5. 35) 
1 a> 0 
其 中 Е а = 0 
| 一 上 a < 0 
同样 方法 可 得 稳定 条 件 为 
<> s< 1, в = 2 СВ. 1. 5. 36) 
值得 注意 的 是 利用 台 劳 公式 可 得 
n я z п 
| ta) — © + aja 224) = owna — (В1.5.37) 
了 4 T 


可 见 格式 与 原 方 程 相 容 。 但 在 近似 计算 中 粘性 项 增加 了 ， 烙 性 系数 由 v 增 加 为 v 十 |alAz。 所 
增加 部 分 又 叫 格 式 粘性 系数 。 它 的 出 现 使 计算 精度 下 降 ， 但 稳定 性 得 到 改善 。 格 式 粘性 项 在 
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ане мн ыйын zx Ç Q 


Me 


流 场 计算 中 是 很 有 用 的 。 
5. MacCormack 格式 
前 面 已 经 讨论 过 双 曲 型 方程 的 MacCormack 格式 。 下 面 从 另 -- 个 角度 出 发 导出 对 流 扩散 


方程 的 差分 格式 


由 台 劳 展开 知 
ди 1 д?и 2 
atl — ул H| 。 IE Ag 
шшр] «АР S|, А 十 
H (B.1.5.24) 知 
ди ди КЫ? 
m Фәх Т” ә? 
d'u _ , Ju gu AO 
аг P о и 
дш __ диш л, d'u _ gan 82“ pau 
98 7 дх° “Эт дд a 
将 它们 代入 台 劳 展开 式 可 得 
ди\" аА? ЕЭ) 
n+1 = y" АР — = 
и? и" — а о] + [им + 2 | 2), 
аи} — ZA din)” 
уду? F 
м үс 2 (Р + 


将 微 商 项 用 中 心 差 商 代替 可 得 


tji аА ишн" 2и) из 


n+l un ин 一 
z и? — ау Ax + GA 十 2 > Ат? 
СУ = ди + и") = G ке 2" + wia) 
= s ёз ойысты; Ка buji T Hj 
аум JA 
2 u", — 4и" = — ди" a 
+ ÉM бш h + бирт ta, (В. 1. 5. 38) 
S 25 UL ЫЎ; БА А и 一 н 
引入 记号 A = ыс, A ш = < (В. 1. 5. 39) 
上 式 可 改写 为 
2 2 
的 = + uj – Тама + А Эш] + [vat + х Ey A- ш] 


— аим (At + AAY AT и} + АРАТ A А+ А-ай e 
=+“ + +Q — ara" + УМА ATO — амд? + УМА А- уи] + "= 


略 去 高 阶 小 天 得 差分 格式 
и! =+“ + +a — aAtA + ИМА? AT — ал+ + vALAt Au) 


(В. 1. 5.40) 
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或 写作 二 步 式 


И At м 

и! и} — = (и — и] л) + Вија — 267 + аја) | 

п ши + ди аф + ш) p (В.1.5.41) 
u +1 = {м + ust! 


ди 
F =— аи + 57 
ШЇ (В. 1.5.41) 式 也 可 以 改写 为 
uT =u! — МА Е 
ka — МА? күт, (В. 1. 5. 42) 
ut =+ (u +97) 


ЖЕ АСЕР ЗЕҢ] Atu AF PREM Au 
本 格式 的 稳定 条 件 可 以 用 其 中 每 一 步 的 稳定 条 件 综合 得 到 ， 所 以 不 难得 到 稳 定 条 件 为 
| x 
| оет 
нк 15, оа ЗИН. ПОН MacCormack 格式 的 特点 是 对 流 项 一 次 用 前 向 关 


分 , 一 次 用 后 向 差分 , 二 次 导数 项 , 即 耗 获 项 则 用 中 心 差分 格式 。 这 种 显 式 的 MacCormack 格 
式 曾 在 流体 力学 数值 计算 中 广 为 采用 。 其 计算 比较 方便 ， 但 计算 激 波 时 遇 到 了 困难 ， 故 为 目 


前 更 有 效 的 方法 所 替代 。 
6. 蛙 跳 格式 
a spa sa = i Б Жи! враз) 
这 是 一 个 三 层 格式 ， 它 的 误差 放大 因子 矩阵 为 
ga |7 2sisin(kAz) 1 — Basin? S) 

1 0 

特征 方程 为 
А2 + 2sisin (kâr) +) — 1 + sosinz| ЖӨЕ | 0 

利用 Müller 定理 (MEHKE TAES ТЕУ 

0<s=< 1 — 20 

1 

a © 5ТЕ] (В. 1.5.44) 


”这 就 是 蛙 跳 式 的 稳定 条 件 。 
下 面 列 出 几 种 不 同形 式 的 蛙 跳 格式 : 
DuFort-Frankel 格式 
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atl шті 1 ц" a "ti — y"! Н 
“i p +a еа ы. r Tukio (В.1.5.45) 
稳定 条 件 为 
а= У «(1,5 = 10100 (В. 1. 5. 46) 
蛙 跳 上 风格 式 | 
и! —иў]! а + |а| е л У 及 一 ] m. 1 R 一] = 
3 Т“ ZA (б; — ил) + © (иы 一 u) А260) 一 2и? +z )= 0. 
(B.1.5.47) 
稳定 条 件 为 
o< +s 920 (B. 1. 5. 48) 
ERKE, DuFort-Frankel 格式 
"+1 _ „л-1 
+ + — up 
— AG — t и + ty = 0 (B.1.5.49) 


稳定 条 件 为 
c< 1, < / 25 
以 上 介绍 的 是 比较 常用 的 简单 的 差分 格式 。 本 书 末 附 表 中 列 出 一 些 常 用 的 差分 格式 及 其 
稳定 条 件 ， 供 读者 查阅 和 练习 使 用 。 
附录 Miller 定律 
设 f(D) 二 ao 十 qi4 十 … 十 a 六 ,其 中 a6,a1，… a, 为 复 常数 ,该 多 项 式 有 nn 个 零点 , 记 РО) 
=а Atai X +5 Бас ,其 中 表示 共 罩 复数 。 显 然 


ЛО) = HF OF OW — ОРО) 


为 一 =—1) 次 多 项 式 。Miiller 定律 为 : 
Я СО) | 之 |/C0) 1 及 f(D) 的 零点 都 满足 14| 志 1, 则 (4) 的 零点 也 都 满足 141。 


1.6 多 维 问题 几 种 常用 的 差分 格式 


实际 问题 往往 是 二 维和 三 维 的 , 故 上 节 讨 论 的 方法 需 推广 。 本 节 集 中 讨论 二 维 扩散 问题 ， 


其 它 情 况 可 作 类 似 处 理 。 
二 维 扩散 方程 为 
ди КЫЛ д?и 
Эт д Ir (В. 1.6.1) 
HERREN 
u(z,y,0) = f(m,y) 
и(0,у,2) = (y) u(z,0,) = 9 (B. 1.6.2) 


a(L,.,,y,t) = p(yst) KZ) = ф 
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首先 确定 离散 点 的 位 置 为 
z= jAz, j=01,-,J, JAr=L1, 
уь = kAy, Ё = 0,1,:,.К, KAy= L, (B. 1. 6. 3) 
t,= nt, n=0,l; e, N, NA = T 


网 格 点 号 用 Су. k; n) 表示 ， 在 其 上 的 函数 值 记 作 ueo 


1.6.1 加 权 平 均 差 分 格式 
这 是 一 维 问题 中 采用 的 加 权 平 均 差 分 格式 存 二 维 问 题 中 的 推广 ， 具 体形 式 为 
Аш — нъ) = [06.33 + Аш) + C1 — O Anta + Аш] 
@. 1.6.4) 


其 中 


инв — js 十 u; la 


Asti jk = 


(В. 1. 6. 5) 
Ааа = ам Ёй иа 
jrk Ay | 


不 难看 出 , 当 9=0 时 格式 是 显 式 的 ; 当 0550 HE C ЖЕ Жн. 隐 式 格式 求解 需要 解 一 个 大 型 
的 黎 梳 线性 代数 方程 组 ， 比 较 麻 烦 。 
为 分 析 格 式 的 稳定 性 ， 首 先 将 〈B. 1.6.4) 改写 为 


(1 + 200, + 200 uh — botla — Ваш", — бои, — бау 
=[1 2(1— Oo — 2(1 — 6o, Јат + (~ omit (1 — буо из, 
十 (1 一 Opu" i + (1 一 COLE IRTE (В. 1. 6. 6) 
其 中 
At 
0. = = д (B.1.6.7) 


分 析 方 法 与 前 类 同 ， 设 e, = Ате 代入 与 (B-1. 6-6) ХЛГ, REA 


误差 放大 因子 
k Ax 
2 


1— 4(1 — 0) [si 
k Ar 
2 


| + osin? 


+ ‚зи =>) ] 


А**! 


= (B. 1.6.8) 


G= 


1+ С 


kAx 
2 


k 


В = а„зїп? | + aysin] > 2) (B.1. 6. 9) 


А"? _1—4(1—-8@В 
А" 1 + 48B 


щ 28а 0= 2+0, о<Ө< у ,于 是 有 


a el2 _ Q + 458) — 2B — 


=< 1 
1+4[5 +9) в (1 + 480) + 2B 


б = 
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故 0 之 这 时 是 无 条 件 稳定 的 。 
0< 方 时 ， 记 о=--—Ө, o<6<, 于 是 有 


_(1—4ВӨу)у-?В 
G= сг77189у >в <) 


当 1 一 488 宇 0 1611; 1—480<0 时 1G|>1， 因 此 o< RERA 1— 48020 sË 


1 
В< тіру 
; 1 
或 эм| 5 + 1 |< 1 (В. 1. 6. 10) 
| AZ T A] S $(1 — 20) 


关 寺 格 式 的 相 容 性 和 精度 读者 可 自行 讨论 。 
1.6.2 交替 方向 隐 式 格式 (ADI) 


上 一 格式 中 AO 时 为 隐 式 格式 , 求解 比较 困难 , 显 式 格式 稳定 条 件 又 比较 严 , 如 Az 一 Ay 
一 4 则 稳定 条 件 为 内: < 十， 与 一 维 比 相差 一 半 。 交 痊 方 向 隐 式 格式 是 一 个 综合 显 式 和 隐 式 二 
者 特点 的 格式 ， 它 的 基本 思想 是 将 差分 计算 分 成 二 步 走 : 第 一 步 在 一 个 方向 比如 说 z Jr 
向 ) 是 隐 式 的 ， 而 在 另 一 个 方向 是 显 式 的 ; 第 二 步 则 二 个 方向 交换 一 下 ， 即 在 第 一 个 方向 上 
为 显 式 ， 而 另 一 方向 为 隐 式 。 由 于 只 在 一 个 方向 上 隐 式 ， 求 解 时 形成 的 方程 组 是 三 对 角 方程 
组 ,所 以 求解 大 为 简化 。 因为 在 二 个 方向 上 不 断交 蔡 进 行 ,所 以 叫做 交替 方向 隐 式 格式 (Alter 
nating Direction Implicit Method) (ADI 法 )》， 其 具 估 形式 为 


ui Ж 22. и? 
», ik __ 2n+1 z 
ттт = vA 十 Аун?) 


(В. 1. 6. 11) 
и}? — ці 
= At =: F. {Аи}! + A, ut 
利用 von Neumann 方法 可 得 放大 因子 为 
-af E. Ay 
At 1 — 45,sin =>) 
G, = TSS si u ы тр T 
А 1 + 40,&іп? | 
.21 А.М 
bd 2 | 
A 1 +-лозвіп? а | 
显然 
` G G, 1 
所 以 本 格式 是 元 条 件 稳定 的 。 和 值得 指出 这 个 结论 不 能 推广 到 三 维 ， 在 三 维 时 本 方法 是 有 条 件 
稳定 的 。 


交替 方法 可 以 有 不 同 的 形式 ， 讽 如 Douglas-Rachford 交替 法 
. 64. 


КБ 8р = УСД, + Au.) 
Е | (В. 1. 6. 12) 


М 
车 将 a* 消去 不 难 知 它 实际 是 下 述 差 分 格式 : 


8 зад ут 
= (Ашин! — Аиа) 


2 = Ал, F Apy GA — ИЛЛА „А, — иы) 


因此 相当 于 加 了 一 项 与 Ae 成 比例 的 项 ， 是 一 高 阶 小 量 。 人 们 可 以 证 明 本 格式 是 无 条 件 稳 定 
的 。 推 广 到 三 维 中 去 为 
кзы he ы = = yA +А ЖУУ, + Аш ы) 


# g: + 
Uik Ир 


= (A, ue = Ань) (В. 1. 6. 13) 


atl рж 
Шр,» Ujk 


ER (A... Re = Ашый) 


该 格式 也 是 元 条 件 稳定 的 。 
若 将 Mitchell-Fairweather 
Uje — Uja š 
Ar = (1 + 5 AE Д.а + | 1 一 ax ай: 
ТЕ. Ж А Аг (B. 1.6. 14) 
Z a s ЖИЕ = 36 2y 
ГҮ = 1 arja 205, 3 | 1+ yA | Аи; £ 
其 稳定 条 件 为 
2; | Г 
ЕЕ 
ан АЕ] а [А>] < 1 
Par + zg jsin | — |802 |<{ 
А р, V (&,,k,) (В. 1. 6. 15) 
=. 2 А54 
af sin | P | + sin > 
+ Tsin’ KAZ ча У) <o 


这 是 易于 达到 的 ， 因为 At, Ах 是 比较 小 的 。 
1.6.3 时 间 分 裂 格式 
本 方法 最 早 由 苏联 学 者 Янопко 等 提出 的 ， 其 基本 思想 是 将 多 维 问题 化 为 几 个 一 维 问题 。 


具体 方法 介绍 如 下 。 
台 劳 展开 得 
wt = ди |” 2 [аи 2 
и кн [з = 2 ər е + 
„уан у дш Lgl ue аш 
=, +] +2] a + 2” "37 „К ан) Ае а 
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=|1+им qa] 1+ им 25) t Ot 
ЗЕЕ ЛВ] 
f Wi! = (1 + AA A 十 BAIA Da 
或 分 解 为 
ий = а + има, 
и! = (1 + иИмА,)и; } 
显然 这 相当 于 解 二 个 一 维 问题 


ди _ дш ди _ 8ш 
3t I’ ЕУ ду? 
这 里 采用 的 格式 可 以 自由 选用 。 如 果 用 FTCS 格式 ， 则 稳定 条 件 为 
Жы = клу 


或 记 作 
тіп (0,,0,) < > 
与 直接 对 二 维 用 显 式 格式 时 的 稳定 条 件 正 好 相差 一 半 。 


(B.1. 6. 16) 


(В. 1.6.17) 


(B. 1. 6.18) 


时 间 分 裂 差 分 格式 由 于 其 简单 和 方便 而 得 到 广泛 的 应 用 ， 有 时 还 可 以 通过 这 一 方法 和 其 


它 离 散 化 方法 结合 使 用 ， 这 里 不 再 讨论 这 一 问题 。 


1.7 边界 条 件 及 其 对 稳定 性 的 影响 


在 前 面 的 讨论 中 只 水 及 到 内 点 ,并 未 考 碟 到 边界 点 的 情况 实际 上 氨 界 茶 件 对 整个 问题 的 
求解 有 很 大 的 影响 ,而 边界 条 件 的 影响 又 是 比较 难以 考虑 的 .有 时 边界 条 件 处 理 不 当 可 使 整个 
计算 不 稳定 。 因 此 严格 说 来 ， 差 分 格式 应 当 包含 内 点 及 边界 点 差分 处 理 二 部 分 内 容 。 

在 本 节 , 只 试图 通过 一 类 边界 条 件 的 处 理 而 引起 对 稳定 性 影响 的 例子 来 引起 读者 的 注意 。 


全 面 讨论 这 个 问题 还 有 待 于 深入 研究 。 


这 里 仍 以 热传导 方程 (B, 1. 5, D 为 例 . 它 有 三 类 边界 条 件 ,第 一 类 边界 条 件 给 定 边界 值 ， 


显然 它 对 内 点 格式 计算 不 会 产生 什么 影响 ， 故 与 格式 稳定 性 元 关 。 
如 果 是 第 一 类 边界 条 件 ， 如 在 z 一 0 处 边界 条 件 为 


如 用 差分 方法 处 理 ， 假 定 用 一 阶 精度 差分 ， 则 有 


+1 +l 
ui — 4% x+1 


或 ut = unt + БАЯ 
相应 的 误差 方程 为 


et — et! 


可 见 对 稳定 性 没有 影响 , 因为 边界 点 误差 增长 和 内 点 相同 。 如 果 内 点 误差 不 增长 ， 边界 点 误差 


也 不 会 增长 。 
同一 边界 条 件 ， 若 改 用 二 阶 格 式 ， 则 为 
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ий! ит Е 
2Ах ! 

或 и“! = мт! — Arbit 

同样 有 ut, = u? — Дав 


LE 0—1) MERRER. REPRAK uo ms o us 值 已 知 ， 利 用 边界 条 件 可 以 计 
算 w..! 值 ,于 是 下 -时 间 层 可 以 用 差分 方法 得 到 每 一 个 点 时刻 的 值 ， 所 以 只 要 内 点 计算 格式 
是 稳定 的 ， 则 边界 计算 并 没有 增加 稳定 性 方面 的 麻烦 。 

下 面 讨论 第 三 类 边界 条 件 的 处 理 ,边界 条 件 的 形式 为 


s: = (аш +k) | 5—% 


差分 化 后 得 到 
и иў'! == atla rtl + bt 
整理 得 
ит! КЛЕ Ах à byt! 
КИШЕТ Шш 
误差 方程 为 


gr 
ата 
显然 , 当 a>>0 时 ee<e， 即 e 的 增长 因子 小 于 1, 故 对 稳定 性 没有 影响 . 当 wm<0 时 则 稳定 性 下 
降 ， 严 重 时 可 能 失去 稳定 性 。 
如 果 在 边界 上 采用 二 阶 格式 ， 则 为 


2Ах 


= ayu + bi 
或 改写 为 
и". == ui — 2а01Ахты, 一 下 2Az 
再 用 内 点 格式 为 | 
и! = [1 — 2001 + аА) Juz + 2out — ФаАтЬ| 
与 内 点 方程 合 在 一 起 〈 设 x=1 处 为 第 一 类 边界 条 件 )， 则 得 


ко)" 1 —-20(1 + аА) 20 tio 
ир с 1 一 26 с t 
ts = g 1]—2 «т из 
UN-a а 1—20) luy- 
= 2вАх я b, a 

0 

+ 0 

0 
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或 简写 为 
UH = AU" + В" 
其 中 А” ДЕМКА fB E, БНР ШЕШШ Braner ЕЖЕ (MAK Re), Eh 
|А— Q —26)] < 20 |A— (1 — 20) | < c 
{А— [1 — 2o(1 + аїАт)]| < 20 
为 使 | 站 委 1， 应 当 要 求 


Ж: 
пп az) 


чао, 
由 上 看 到 , 边界 条 件 对 稳定 性 的 影响 , 即使 在 一 维 情况 下 ,分 析 也 是 比较 困难 的 .主要 问 
题 在 于 和 抢 阵 特征 值 的 确定 很 困难 .在 多 维 朵 题 时 显然 就 更 加 困难 了 .有 时 为 了 方便 起 见 ， 对 于 
边界 点 的 差分 格式 也 可 以 单独 作 稳 定性 分 析 ， 所 得 结论 对 于 整体 也 是 有 启发 性 的 。 如 
(В. 1.6.22) 式 所 对 应 的 误差 方程 为 
єз! = [1 — 2001 + ТЕ + 20" 


利用 уоп Neumann 分 析 方 法 可 得 
с = оа ИТУ з дайїп (RAZ) 
不 难看 出 
ox е ба" >> 0) 
或 e<l >o) 


2 
ВСАА УН 1А]. 
对 于 一 般 问题 ， 这 种 方法 只 能 作 估 计 ， 然 后 由 数值 计算 加 以 验证 。 
对 于 多 维 问题 , 除了 由 子 边界 条 件 差分 化 引起 稳定 性 问题 以 外 , 还 存在 着 边界 形状 复杂 ， 
网 格 点 不 落 在 边界 上 ， 处 理 时 还 会 引起 新 的 误差 .目前 复杂 形状 的 问题 可 以 用 有 限 单元 法 ， ME 
体 网 格 等 〈 参 考 后 面 有 关 章 节 ) 。 
附录 Вгапег 定理 


对 于 4= {аш}, BIAR Ro R= $ lasl Ңр1<г<їл.Вгапег 定理 指出 :A 所 有 


的 特征 值 都 落 在 |4 一 az| 委 R (ап) MUERA. 也 就 是 说 特征 值 落 在 以 ai 为 贺 心 ，R:; 为 
半径 的 圆 所 履 盖 的 区 域内 。 


1.8 修正 方程 及 其 应 用 
在 前 面 讨 论 的 各 种 差分 方程 都 是 在 -- 定 精度 下 对 原 微分 方程 的 近似 ， 故 与 原 微分 方程 都 
有 …- 定 的 差别 .以 双 灿 型 方程 为 例 ; 
Ба S= 0 (>0,— оа оо 


它 前 起 始 条 件 为 
u(z,0) = e™ 
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则 方程 的 精确 解 为 


а{т—а) 


u(rTt) = e" 


如 采用 迎风 格式 ， 设 a>0， 则 有 


若 选 Az 一 aAz， 则 上 式 可 改写 为 
uj = ш) | 


ЖОЕ] PT AS 0 ЖАША ЖЕЛЕ —#С „ЇН Ахал. TRE: T е 的 导数 项 ， 则 得 


п S | 
ди Ui — Hj 


= 0 


它 的 解 为 


| и(х,1) = erle i 
与 精确 解 相 比 ， 幅度 以 “СШ? 速率 下 降 , ШЫ Fp ШЕР, АЯ Ar, де ов 
才 不 下 降 ， 波 束 也 才能 等 于 a。 因此 离散 化 以 后 产生 了 解 的 附加 衰减 以 及 传播 速度 的 变化 ,这 
些 变化 与 波 数 有 关 。 这 种 波束 的 变化 叫做 色散 ,波幅 的 下 降 叫 做 耗 散 ,这些 变化 显然 是 由 于 差 
分 化 引起 的 . 当 Az~0 时 


asin(aAr) _ 
аћх Б 


1 一 + (аба) 十 … 


ee jt 


将 它们 代入 〈B,1.8.3)， 略 去 高 阶 小 量 可 得 


- FPR 
(za) = exp [iaj z all = рам s) 
不 难 验证 它 满足 方程 
2 
3 


这 就 是 迎风 差分 格式 〈B. 1. 8. 3) 中 将 2 , 在 好 点 处 台 劳 展 开 后 略 去 高 阶 (Ax? 以 上 ) 项 后 得 
到 的 方程 .所 以 可 见 耗 散 与 二 阶 导 数 项 有 关 ， 色 散 与 三 阶 导数 项 有 关 ， 
由 上 分 析 不 难看 出 近似 解 与 精确 解 存在 区 别 是 由 于 它们 满足 的 方程 实际 上 有 区 别 所 造成 
的 为 了 研究 近似 解 与 精确 解 的 差别 ， 有 必要 研究 近似 解 所 满足 的 方程 与 原 方程 的 区 别 .这 种 
近似 解 所 满足 的 方程 叫做 修正 方程 。 
下 面 以 格式 (B.1.8.2 ) 为 例 ， 它 对 应 的 修正 方程 可 以 如 下 确定 ,首先 它 改写 为 
шуы = (1 — Ән + 5и". 


Ha, и AWE (n，j) 点 展开 ， 代 入 后 得 


ðu 1, дѓи 1 a, 9 
a T ә + 310 эв 十 


=й —Ar2 4 laz 9 lap? |, 
=i Du ts|u Акт + paz ул — gram 35 + +=] 


“69+ 


йФз= дү, ЖШ, ge с Pr WARTE n j 


上 式 改写 为 
ато лана э. у 
атама вове 
21.24 Ака? 1, , а’ ү |, 
= azz t 2 3z 6 923 7 ju 
或 简写 为 
Lu = Lu 
由 于 1,» E; 都 是 线性 算 子 ， 故 有 
Llu = Llu 
当 :一 4，3，2 时 分 别 有 
д* 2. 
7 一 4， [+e et 
a 3, 2 ə2 3 9* 
i=3 (92+ japi + ju = a ga + gaar ә + u 
с: а BÈ | Lan 2 |, 
1= 2: (tai үум э К" 
a? а 7 at 
二 | 
1 h РЫ Ж Е 2 
将 /一 4 中 区 用 3 二 等 表达 出 来 , 代入 7 一 3 式 ， 得 到 3 的 表达 式 ,再 将 它们 一 起 代入 :一 2 式 中 
Е 2 РЫ з ы К, 2 
RH o ОНЕ ЯК, БОЙКА I=IN (B.1.8.8) R TA 
2 2 К) 
2u аЗ арзу DE — SSE ра — 3s + 1) 54 


+ О(Аз?, Ал? а, Атм? , Ag) 

这 就 是 差分 方程 〈B. 1.8.7) 实 杯 求 解 的 方程 ， 即 修正 方程 .不 同 的 差分 格式 对 应 不 同 的 修正 
方程 ,一般 说 ， 对 流 扩散 的 差分 格式 具有 如 下 一 般 形式 的 修正 方程 ; 

ди ; КЫЛ = 9+1. = ha”: 
э: +832 о-и) з 十 22% атат + Хн эти 
如 设 二 e*e™“， 代 入 方程 后 可 得 

Ё = — ia 一 (у 十 ») + Se 1 ) 生 fpok + Ум 1a va 
B=— G + w) + у,(— Оља 


а = > (== Diiva 
4 二 1 . 
Ju ди 


不 难看 出 и, ЗЕНОН, ТЇ, ERKEN, MUZE, 2 елее, 2—35] 


为 色散 项 ，， 3 性 为 原 有 的 耗 散 项 。 为 使 格式 稳定 ， 应 当 使 耗 散 总 是 正 的 .如 果 
“70, 


v + v, > 0 《一 Ivy < 0 (£ = 2,3,---) 


则 耗 歼 总 是 正 的， 格式 一 定 是 稳定 的 .不 过 这 个 条 件 过 于 严格 ， 是 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 。 


此 外 色散 会 扰乱 人 们 对 波动 问题 的 研究 ， 需 要 加 以 克服 。 


差分 格式 修正 方程 的 讨论 是 有 重要 意义 的 .为 减少 解 的 耗 散 和 色散 ,所 以 通过 对 修正 方程 


的 研究 来 确定 如 何 修改 差分 格式 ， 建 立 更 好 的 差分 格式 。 


下 面 来 讨论 这 样 的 例子 。 
已 知 L-W 格式 为 
и! ця иўы — ш __ a, At и — 2и; Ñ+ tl 
А pa” es = 2 i Ал i 
它 的 修正 方程 为 
ди du а e Iu _ a _ д*и 
ае Б ОСЕ) E ООО r шы 
另 一 种 具有 二 阶 精度 的 格式 为 
atl д" пи" А — д2" Е 
и} x Hj а^ no = + (Az — ам) ujt лар + н 
它 的 修正 方程 为 
ди ди а _ ди а dtu, 1 
э: taFz= sr — (02 — 5) Эу җеза = 5*)(2— s) Ат 8 
这 里 L-W 格式 可 以 改写 为 
ит = |р > + Sar A Juj = L(s)u" 
其 中 


| aa ” 
Qu = иј — и) 
+ Г Ран " a 
AT и" = wh — ш 


к" ДРА, ЧЕНГЕ, 
AT ш? == ш" — и]. 


同样 (B. 1. 8. 16》 写 为 
uzt! = uj — su} + sut, 一 +G — SC — ди", + wa) 
因为 
网 ”~ я 1 я р R 1 ж * л 
(зи; = 地 一 g 60+ 一 3-4) + ra — 2и; + uji) = из, 


Ër (В.1.8.20) прусы у 


6.7] • 


2 
п+1 + 1 5 Зыр ил) + 1 =: s (из — u, + u1_,) 


5 1—s 人 一 
Fy T сато 
=LGQ — OLOH 
它 与 L-W 格式 组 合 可 得 格式 
ш = 350209) + LQ -OLU Jet 


由 修正 方程 可 以 看 到 当 *<1 时 二 个 格式 的 色散 项 互相 抵消 而 耗 散 项 略为 提高 ， 故 格式 更 加 稳 
定 而 色散 项 减少 了 .这 一 格式 叫做 Fromm 格式 。 

以 上 就 是 从 修正 方程 的 角度 来 改善 格式 的 一 个 例子 .在 流体 力学 计算 中 也 需要 用 类 似 的 
思想 来 研究 和 建立 更 有 效 的 差分 格式 ， 


小 结 


本 章 围 绕 对 流 扩 散 方程 的 基本 形式 , 用 差分 方法 求解 ,通过 讨论 , 介绍 了 数值 计算 中 有 关 
误差 分 析 ， 差 分 方法 的 收敛 性 和 稳定 性 。 着 重 讨论 了 差分 格式 的 稳定 性 及 其 分 析 方 法 ,本 章 还 
介绍 了 一 些 最 常用 的 差分 格式 ,尽管 它们 并 不 复杂 , 但 一 方面 经 常 被 应 用 , 另 一 方面 它们 也 是 
进一步 讨论 的 起 点 边界 条 件 处 理 对 格式 稳定 性 的 影响 是 一 个 比较 末 难 的 问题 ,这 里 只 作 简 单 
介绍 , 以 期 引起 读者 注意 。 v ТАЕ 在 讨论 非 线性 问题 时 万 
为 重要 ， 是 一 个 值得 探讨 的 问题 。 
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1. 读者 自行 从 本 书 末 附 表 中 选 几 种 格式 ， 分 析 其 稳定 条 件 ， 建 立 其 修正 方程 。 
2. 对 流 扩散 模型 方程 


ди ди ШЫЛ 


— °° < z <+ оо, > 0 


асый Ee = + th(4z) 


取 Az=0.1, НААР г ОНА и 值 ， 并 与 精确 解 作 比 较 。 
. T2 . 


3. 设 上 一 题 的 初 值 为 w(x,0) = 一 sin(0. 5z)》， 作 同样 计算 。 
4. Rta эа оф Rusanov 格式 为 


1) 
+ 


1 Le; 
и; 1 =u Hai) 一 3560. 1 — 03) 
0) а 12, (иа — мб) 
и? =и" 75 ujet — ш} 


а+1 一 


и; и? 一 нб ujpa F Ти — Tuj- + 203-2) 


一 бзи и) NOR Awg F биў— 4и" | +u?) 


Rh = 200, o 为 自由 参数 ， 试 写 出 一 步 格式 并 证 明 其 修正 方程 为 


адга _ , |н 
u, + аи, а Е т ун 
4 A 
Ae Bw + 4 H155 — 489) E + == 
稳定 条 件 为 
|5] <1 
452 — х ш З 
5. 用 ADI 法 解 方程 
ди du | gu 


ЕТШ РЕТ 


0л 1,0<у<с 1 


u(1,y,t) = #(0,у,) = 100 
и(х,0,2) == и(2,1 і) = 100 
и(х,у,0) = 0 (0 < х,у < 1) 


Н Т=1, 2, 3, 4, 10 иі, 
6. 求解 一 圆 环 内 温度 的 变化 ， 方 程 为 


ди 
э Aw 


n Аи 为 Laplace， 算 式 
r=R=2 u(R,,0,t) = 100sin0 
r=r,=3 u(R,,0,t) = 10с050 
и(К,9,0) = 0 


求 上 1，2，3，5，10，…，eco 时 的 温度 分 布 。 f 
7. 有 一 和 矩形 域 ( 图 B. 1.10) ,温度 为 w(x;y,0) 二 0 (0<z=<ç50; 0<y=100), 9912494, A 
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点 温度 为 100, 不 变 . 求 上 一 1,2,3,5,10,20,…,co 时 的 温度 分 布 。 

8. 有 一 物体 (图 B. 1. 11) 在 123698741 体 内 ,在 (1 ,4,7) 边 界 处 绝热 , (1,2,3) 与 周围 介质 热 
交换 系数 为 28W/(m? "KD)(3,6,9),(7,8,9) 上 的 热传导 系数 为 3. 5W / (m° * K) ,物体 的 比 热 
为 一 40J/(ms*K) .周围 介质 温度 为 OC (一 273K) ,物体 的 初始 温度 为 100C , 试 列 出 该 间 题 的 ` 
数学 模型 (方程 及 边界 条件 ), 并 用 数值 方法 求解 温度 场 的 变化 (t= 二 1,2,3,5,10,20,…,o0) 以 
及 稳定 后 的 温度 分 布 。 


ди 
一 一 0 
ду 
2 
à: du 
z7? 五 一 0 
x 
di _ 
590 30cm 
图 В.1.10 图 Вв. 


«74 « 


第 2 章 ”和 偏 微分 方程 常用 的 几 种 数值 解法 


在 上 -- 章 中 详细 地 讨论 了 发 展 方程 的 有 限 差分 方法 ， 其 中 包括 差分 格式 的 建立 ， 格 式 稳 
定性 和 收敛 性 的 讨论 ， 边 界 条 件 和 修正 方程 应 用 等 有 关 问 题 。 这 些 都 是 一 切 离散 化 方法 均 会 
出 现 和 需要 研讨 的 问题 。 通 过 上 一 章 的 讨论 ， 读 者 对 这 些 问题 有 了 一 个 基本 的 了 解 。 本 章 介 
绍 一 些 常用 的 离散 化 方法 ,这 些 方 法 及 其 进一步 的 发 展 均 可 在 流体 流动 的 数值 模拟 中 找到 它 
们 的 应 用 。 由 于 篇 幅 限制 ， 本 章 只 介绍 方法 的 基本 部 分 ， 它 们 所 涉及 到 的 一 些 概 念 ， 诸 如 特 
征 线 、 变 分 等 ， 在 这 里 只 作 扼 要 的 介绍 ， 认 为 读者 对 此 已 熟悉 。 


2. 1 双 曲 型 方程 的 特征 线 法 


在 A 篇 关于 方程 分 类 的 讨论 中 已 经 提 到 ,具有 完备 的 实 特征 的 方程 为 双 曲 型 方程 。 正 如 
大 家 已 经 知道 ， 方 程 的 特征 具有 ~- 些 特殊 的 性 质 ， 利 用 它们 的 特殊 性 质 来 构造 差分 格式 ， 这 
种 离散 化 方法 或 差分 方法 叫做 特征 线 法 。 
211 特征 、 特 征 上 的 关系 | 
为 了 使 于 回顾 特征 及 特征 上 的 关系 ， 首 先 从 考察 下 面 这 个 简单 例子 入 手 。 
例 1 试 解 方程 
di ia o a>0 常数 l 
u(z,0) = /(т) Se 
不 难看 出 ， 满 足 起 始 条 件 的 解 为 


(B.2.1.1.1) 


ulx,t) = f(x — at) (B.2.1. 1.2) 
ERB. 2.1 中 可 以 看 到 解 的 特性 ， 它 是 一 个 以 速度 a 向 右 传 播 的 波 。 利 用 特征 分 析 方 法 不 难 
得 知 该 方程 的 特征 线 为 i | 

| x — at = const (В. 2.1.1.3) 
在 这 些 特征 线 上 阔 数 值 u 保持 不 变 ， 
这 实际 就 是 特征 线 上 函数 u 应 当 满足 
的 条 件 ， 也 称 作 特 征 上 的 关系 式 或 相 
容 条 件 。 另 外 ， 这 里 的 起 始 条 件 是 在 
t=0 的 直线 上 给 出 的 。 原则 上 说 ,给 
出 起 始 条 件 的 曲线 不 必须 是 + 二 0 的 
直线 ， 而 是 任意 的 。 但 如 果 给 起 始 条 
件 的 曲线 正好 是 特征 线 ， 这 就 产生 如 
下 的 问题 : 首先 ， 这 种 情况 下 起 始 条 
件 不 能 随意 给 ， 必 须 满足 特征 相 容 条 
件 ， 比 如 这 里 起 始 条 件 只 能 给 u=% 


数 ， 否 则 方程 不 可 能 有 解 ， 其次， 即使 在 特征 线 上 给 出 满足 特征 相 容 条 件 的 起 始 条 件 ， 方 程 
的 解 仍然 是 不 确定 的 ， 因 为 满足 这 祥 条 件 的 解 可 以 有 无 限 多 个 。 如 果 称 给 出 起 始 条 件 求解 方 
程 的 向 题 叫 柯 西 问题 , 那 末 上 面 的 讨论 可 以 简单 地 说 : 在 特征 线 上 给 柯 西 问题 是 不 可 以 的 , 14 
为 要 么 无 解 ( 起 始 条 件 不 满足 特征 相 容 条 件 ), 或 者 有 无 限 多 个 解 (起 始 条 件 满足 特征 相 容 条 
件 )。 最 后 还 要 指出 的 是 在 这 个 例子 中 ，f/ (x) 只 需要 是 一 个 连续 函数 ， 其 导数 可 以 是 不 连续 
的 , 因此 解 x (z, O 在 通过 特征 线 时 函数 的 导数 可 以 是 不 连续 的 。 这 种 函数 本 身 连 续 而 其 导 
数 不 连 续 的 点 叫 弱 间断 点 (以 区 别 函 数 本 身 不 迷 续 的 强 间 断 点 )。 由 上 面 讨论 可 以 看 出 特征 线 
可 以 是 能 间断 传播 线 。 

综 上 所 述 ， 特 征 〈 一 维 时 为 特征 线 》 具 有 如 下 特性 : 

(1) 特征 是 波 传播 的 迹 ， 

(2) 特征 上 的 解 满 足 特征 上 的 关系 式 一 一 特征 相 容 条 件 ; 

(3) 特征 上 给 柯 西 同 题 只 能 导致 无 解 起 始 值 不 满足 特征 相 窒 条件) 或 无 限 多 个 解 GE 
始 值 满足 特征 相 容 条 件 ); — 

` (4) 特征 二 侧 解 的 导数 可 以 是 间断 的 ， 即 特征 可 以 是 弱 间 斯 的 传播 迹 。 

下 面 来 讨论 不 定常 一 维 气体 运动 的 基本 方程 。 


例 2 
ди ди | а? др 
了 十 az 十 oaz 一 0 
22 3 з (В. 2. 1. 1. 4) 
12-0) 20р еш 
патча то 
在 等 精 条 件 下 | 
aap 1 af да l3a 291 2 
ут = та =. 
а e= £| 2— 
едх дт | 
代入 (В. 2.1.1. 4) 可 得 
ди „ди 2 2 
у Жк +е n 
д 2а а 2а ди 
3iy— 1  “эх|7—1 +а$#=о| 
二 式 相 加 积 相 减 可 得 
р т 
“+ у=) + + 2а уа) 0 
А 9 А ; (В. 2. 1.1.5) 
{ат = 
不 难看 出 ， 
ў Eta 曲线 上 u + у © = const 
(B.2.1.1.6) 


. 沿 g ua 曲线 上 u — FT = const 
MM uta и а E=JAMER, и+у О и 22 一 常数 分 别 为 二 特征 线 
ЕЙЕЛ. KRAE uta 是 声波 沿 z 正 向 传播 的 迹 ， 学 二 w 一 a 是 声波 沿 z 反 
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向 传播 的 迹 。 本 例 和 上 例 的 不 同 在 于 : 上 例 中 特征 线 是 一 族 确 定 的 直线 ， 而 本 例 中 ,由 于 zw， 
a 是 求解 过 程 中 确定 的 , 所 以 特征 线 的 形状 事先 是 未 知 的 , 特征 线 本 身 由 微分 方程 形式 确定 。 
除 此 以 外 ， 特 征 的 性 质 还 是 如 前 所 述 。 
对 于 一 般 的 一 维 不 定常 问题 ， 通 过 降 阶 的 方法 最 终 可 以 归结 为 如 下 形式 的 方程 : 
A, > + А, == = F (В. 2, 1.1.7) 


HPRUS (ш, и, +з и,)7, А А. 9 mXm Е, F= 
{Л\, Jis е, Жы» m 为 方程 组 的 阶 数 。 设 在 (z, 2) * 
面 的 卫 曲 线 上 给 柯 西 问题 , 即 在 其 上 给 出 U 值 .在 T 上 取 
-A P (В. 2.2), 则 其 邻近 的 点 @@ 上 的 忌 值 , 可 用 台 劳 
展 式 得 到 , Д 


= а 3U 
о а a 


当 Ar, Ar 足够 小 时 可 略 去 高 阶 小 量 , RET SU) 确 


定 后 Us 的 值 就 可 以 确定 。 由 于 i 
dU aU аах 


dt at әх 
代入 (В. 2.1.1.7) 后 可 得 


[а, – л.) E = А.Е (В. 2.1.1. 8) 
这 是 一 个 关于 2 的 线性 代数 方程 组 ， 确 定 特征 的 方程 为 
det А,— A = 0 (B.2.1.1.9) 
特征 上 的 关系 式 为 | 
А; = 0 (В. 2. 1. 1. 10) 
其 中 А 表示 矩阵 4. 一 4 РЯ Я Р— А, ОТА ЖЕ И РИНЕ ERIA 
所 得 的 值 。 гр 1 2] т Z Е, 因为 А 0 А, 0 或 …… 或 4 一 0 在 
(В. 2.1.1.9) 成 立 的 条 件 下 是 等 价 的 。 
利用 上 面 的 方法 可 以 对 各 种 问题 进行 分 析 。 
з 水 击 问题 基本 方程 
az 
| о |,{® V g], fh >= 
2 -一 一 (B.2.1.1.11) 
o agl у) lvgjazrlr | fvw 
2zA/L 
特征 方程 为 
ХИС 
а ы, 
1 £ 
Жж. 
*77 ° 


展开 得 i ITV Fe (В. 2. 1. 1. 12) 


dt 
н кажане, 
特征 上 的 关系 式 为 
dx 3z dh 
|а S aca |, 
А fiviv 18| 
2gA/L gdt 
展开 得 
fivliv ‚ 14У az _ dh) _ 
ят +9] (755 中 | =。 (B.2.1.1.13) 


这 就 是 特征 上 的 关系 式 或 特征 相 容 条 件 。 
2-1-2 一 维 问题 的 特征 线 法 ， 黎 曼 问 题 


由 于 解 在 特征 上 满足 特征 相 容 条 件 ， 这 个 关系 可 以 用 来 求解 方程 
仍 以 水 击 问 题 为 例 ， 为 简化 起 见 ， 设 /=0 和 z 为 常数 ， 即 3 ~ 0， 于 是 方程 简化 为 


2 
2h у 9h сау y | 
g дх 


дї dr 
(В. 2. 1. 2. 1) 
19у | ah койы 
g дї дх == 
特征 线 方 程 为 | 
dz 
=V Fe (В. 2.1.2.2) 
特征 相 容 条 件 : 
є ау аһ 
T dà ай? 
由 于 ec， g 为 常数 ， 可 积分 得 
T =V + ñ = const (B.2.1.2.3) 


现 设 在 t=0 НЕН V, 天 的 分 布 。 在 该 直线 上 取 离 散 点 一 1，i，i 十 1，…， 由 于 解 了 ， 
天 与 ,上 有关， 所 以 特征 线 的 形状 事先 不 能 确定 。 但 如 果 某 一 点 的 了 , 大 给 定 后 , 过 这 一 点 的 
特征 线 在 该 点 的 切 向 可 由 (B. 2. 1. 2. 2) 确定 , 在 这 一 点 的 小 邻 域内 特征 线 可 由 其 切线 近似 代 
替 ， 利 用 这 种 近似 方法 可 以 作出 上 一 0 直线 上 ;一 1, i, i 十 1 点 邻近 域内 的 特征 线 的 小 段 。 如 由 
i 点 发 出 的 特征 线 小 段 有 二 条 : 过 和 证 ， 它 们 的 斜率 为 了 Y 一 < R V +c, BD 


Za 一 2; Хв 一 “, 
А = V, — c; Е 
ta — t, ig — t, 


在 这 二 特征 线 小 段 上 满足 


=V; +c (В. 2.1.2.4) 


(В. 2. 1. 2.5) 


: 类 和 似 地 从 i 一 1, i 十 1 点 也 可 以 分 别 作 特征 线段 ， 与 前 面 的 
с 特征 线段 交 于 A、B 点 СВ. 2.3), 并且 由 特征 相 容 条 件 


得 到 
А B с | с 
Ува У +A- 
(B. 2. 1. 2. 6) 
2—1 i i+l Ува Ун 
В. 2.3 同时 A, B 的 位 置 由 下 列 方程 确定 
ma au ду. Жа Айа чу 
тутат Vi + c, ГЕЧЕ Vaie (В. 2. 1. 2.7) 


它 与 (B. 2. 2. 4) 一 起 可 以 确定 tatas tets 的 值 。(B. 2.1.2.5 和 6) 可 确定 VahaVahs 的 值 , Ж] 
Ж] А, BB 点 的 值 又 可 以 用 上 述 方法 确定 c 点 的 位 置 种 解 , 这 就 是 特征 线 法 。 关于 这 种 所 做 的 详 
细 描 述 在 气体 动力 学 教科 书 上 可 以 找到 (如 《气体 动力 学 基础 》， 科学 出 版 社 ，1988》 这 里 不 
(ЕЯ. 

这 里 讨论 的 是 用 特征 线 法 梅 成 的 便于 应 用 的 系数 年 
阵 分 裂 法 。 

在 前 面 的 讨论 中 ,由 于 4，B,C… 等 的 点 是 边 求解 
边 确 定 的 ， 因 此 位 置 就 可 能 是 焉 奏 扭 扭 的 。 程 序 的 编制 
将 是 比较 困难 的 。 为 此 ， 仍 及 用 有 限 差 分 法 中 将 求解 域 
用 网 格 预先 划分 的 办 法 ， 待 求解 的 点 即 网 格 节点 ， 是 事 
先 确定 的 ， 如 草图 所 示 。 这 里 假定 = 层 上 各 点 的 函数 值 
V ,上 是 已 知 的 ， 待 求 的 是 rn 十 1 层 上 各 点 的 函数 值 . 

如 待 求 点 为 Gati), 由 该 点 作 二 特征 线 投 , 18, 它们 的 斜率 为 V 十 c Ус, уа E 
RXT 4，B 点 (图 B.2.4)， 有 


n+1 


图 B.2.4 


Ta 


TaT oyy Za x yy 
EEES V. + c, = V, c 
H 1а —2,=2в--1,=—— м, Ms i 
ХА = z, — AV: + e), =a = x, — МСУ, — с) (B.2.1.2.8) 


根据 相 容 条 件 有 
Єй. + h, = S ymi +", 
| 5 £ 
A, B 点 的 值 可 插值 得 到 。 为 确定 起 见 , EV — I <0, У,+с>0„ TË 


£V, — h = LV"! pot! (B.2.1.2.9) 
g g 


V, = V, + ea A — АКУ; + с) 
V, = V* + fa Vija АСИ, — c)] 
со ү (B. 2. 1. 2. 10) 
ha, = hp, — — ху [Az — &XXV, + c)] 
h, = А + Дї А ы МУ, — c)] 
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HERA (В. 2. 1. 2.9) 整理 得 


e VI—V htk e 0 У h; А1, 
a CA Fou. g Аг Vto P ду C Vi e) =Ü 
c Vl — V; kit 一 h? c Vi — V: Р Аё — h: п 
z М М + z KZ (Vz — с) Ат (Vr—c) = 0 
二 式 相 加 和 相 减 整理 后 可 得 
1 л c R 
A zV: + c> 2567! + с) А 
аии Я Š 
б; У ôr 
У) | УФ) 707 +0) 4 
(В. 2.1. 2. 11) 
l (у= Cy 
2 (М7 — с) zz (V: c) š h 
+ ïz. | |72 
Emag. оро |” t lv 
pe i є) 2 i c 
其 中 
DC) 一 (人 àG) _ Ch CO) 
 ¿ № ”Sr Ат 
òC) Сы < C); 
Зх, = ро СВ. 2.1. 2.17) 


ЖК (В. 2.2.1) 可 改写 为 


h a h 
a Y т|ә 
э! |+ үл = 0 (В. 2.1. 2. 13) 
у (1) (у 
不 难 蛤 证 
| e Që 
4=|" > 11 0 | 2 28 
1 V/ |2 ЕҢ о уш е 
2 2g 
EË -igr | (В. 2.1.2.14) 
其 中 4=diag (А, А) =diag (У+с, Ус) (В. 2. 1. 2. 15) 


如 假定 ，Y 十 c>0,，T7 一 c<<0， 则 可 写 为 


=; А — [А1 А 一 Jà | 4, 十 1А, | л — [А] 
A —diag| > + чу ат о, + ЛЫГ, | 
= j А + 1А k L.l] ; (^_^ | 
=diag| DD у^ + diag — Эи r ЕЕ 
=A, + А_= uag(V + c,0) + diag(0,V — с) (В. 2. 1. 2. 16) 
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或 代入 (В. 2. 1. 2. 14) 可 得 | 


А = ТУЛА ӘТ = ТОЛ, T — тъл ті д + A- (С. 2.1. 2.17) 


验算 可 知 
1 < 1 
2 2 
д.12 7 д Elw с) (В.2.1.2.18) 
É с TU 
2 2 2 2 
TE (В. 2.1.2.11) RISA 
b ea заа р (B. 2. 1. 2. 19) 
„кт aly) + = :过 | 可 =-。 -21.2.19 


这 就 是 特征 分 裂 后 得 到 的 差分 格式 ，4+ 对 应 于 正 特 征 部 分 , 正 特征 方向 指向 下 游 ， 所 以 需要 
采用 上 风格 式 ; 4-. 对 应 负 特 征 部 分 , 负 特征 方向 指向 上 游 ， 所 以 要 用 下 风格 式 。 以 上 推导 中 
假定 Y 十 c>0，VY 一 c<0。 事 实 上 这 不 是 必需 的 。 对 于 十 c,Y 一 c 均 >>0 或 均 <0 的 情况 都 是 
一 样 的 。 

此 外 ， 为 使 计算 是 稳定 的 ， 显 然 要 求 A, В 点 均 落 在 i 一 1，i 十 1 点 之 间 ， 也 就 是 说 应 当 
满足 


<i (B. 2. 1. 2. 20) 


这 就 是 (B. 2. 2. 19) 的 稳定 条 件 。 

对 于 隐 式 格式 ， 则 情况 不 同 了 。 如 设 V+c>0, у—с<о, н!” ЖОГ, Wels 
>1, 这 时 A,B 的 位 置 如 图 B. 2.5 所 示 。 若 4 点 值 用 (atl, i 一 1) 及 (x, i 一 1) 二 点 的 插 
值得 到 ，B 点 值 用 (z 十 1，; 十 1) 及 (н, i 一 1) 二 点 的 插值 得 到 ， 则 不 难得 到 


R11 
U y ap 0" 
Д _ 


"+1 
x L Am == (B. 2. 1. 2. 21) 
+ 


其 中 U= 入，VY)7， 这 时 差分 格式 是 无 条 件 稳定 的 。 应 该 
指出 , A, B 的 位 置 有 各 种 可 能 , 所 以 差分 格式 也 应 当 随 之 
而 变化 。 图 B. 2. 6 中 给 出 了 各 种 可 能 位 置 及 其 相应 的 格 
式 。 在 该 图 中 采用 的 格式 均 为 无 条 件 稳定 的 。 

此 外 ， 以 上 讨论 中 右 端 项 为 零 。 在 非 零 右 端 项 时 ， 隐 
式 时 取 a 十 1 层 上 的 值 , PRR n 层 上 的 值 , 对 稳定 性 无 影 
їй, 

于 面 就 边界 条 件 的 给 法 作 一 简要 的 讨论 。 

А 篇 中 已 经 指出 ， 如果 从 边界 上 出 发 的 特征 是 指向 求解 域内 的 ， 则 应 当 相应 地 给 出 一 
个 边界 条 件 ; 如果 从 边界 上 出 发 的 特征 是 指向 域外 ， 或 者 说 是 从 域内 指向 边界 的 ， 则 相应 这 
一 特征 不 需要 给 出 边界 条 件 。 这 里 所 谓 的 走向 是 以 时 间 增长 方向 为 正 向 。 图 В. 2. 7 中 所 示 的 
就 是 边界 条 件 需要 的 情况 。 

REWERS (Riemann》 问 题 的 求解 。 

黎 曼 问题 即 下 述 方程 及 其 间断 起 始 条 件 的 求解 问题 ， 


图 В.2.5 
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L m ыг ч . 


A ©, 5%" èu aurt! а _ 
ПВ ш j = й > - = ii 
Vtom, (Voit 8 
с -一 上 
— >i VEON. 人 7 一 ca 
Ах Ад 一 A+ —;>0 
èU ие! 3u" ñ БИ "+! Mt! u 
"am БТА Түз ы З = 
(V+): ? (Исим Vosi- 708 
с с ИТАС ЕВЕ 
— >1>о> ir>] Ах 
WU Ба" _ | Л | w 
a A ga О ЕЛ +A mA E. = 
ёт+ 
АВ А В 
(Ис) (Ус) ЗЕ 
р T an 1> KHOA о о 
07 807" "+! SU ©" _ 
А AB 
(Vo) 8 > 6): 人 十 Ar . (У—с)А. 
J> r= >0>— СЕТЕ О л C KE 1 
èU èU" ё" BR W Urr! __ 
TK ж özi ` | N; z ds =° 
A 
‚1>У ЖОМ. WoA 
а> VHN j KoA Ar Ar 
àr Ат 
图 B.2.6 
《其 中 4+ 为 与 了 十 c 对 应 部 分 ，4 -为 与 了 -ec 对 应 部 分 》 
әр д0 
S л A 2 = 
дї T дх 
U, x<0 (В. 2. 1. 2. 22) 
РА 
О(х,0) = 
Uks = > 0 


EPU 5 m Ў, À J m X W AKO W, U. 及 Un 为 常数 向 量 列 ， 各 有 m 个 元 素 。 
首先 将 (B.2.1.2.22) 式 中 的 方程 加 以 改写 。 对 于 双 曲 型 方程 ，4 可 以 写成 如 下 形式 


А = T-'AT (B. 2. 1. 2. 23) 
3U L q- ur 2 иш P е í 
aV ду А 
э ^з, = 0 СВ. 2. 1. 2. 24) 
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其 中 A=diag (А, A. ts An} o V = {tis vzs 
…，vnm) ， 因 此 方程 可 写作 


ðv; до, = i РАЯ ) | 

Эр + А, Эг = 0 (2 = ],2, ьт) 
| (В. 2. 1. 2. 25) мы, 

方程 的 解 为 v (х, t) =v; (r— At, 0) f ж A Ы 

(В. 2. 1. 2.26) 


2 个 这 界 条 件 aa ал 


< 


由 于 V=TU (B.2.1.2.27) 

故  U=TOV (B. 2. 1. 2. 28) A а 
мү т р J TU yr E rl: 

或 U (z, 0) =T 'V (z, 0) ДА 


É U (=. 0) =T VY (æ, t) 

由 于 了 ' 是 4 和 矩阵 的 特征 (i 二 1, 2,…， 
m) 所 对 应 的 向 量 列 二 ({=1, 2. +з, m) JH B.2.7 
组 成 的 m X m 77 ЕЕ JS 48216, W 


О(х.0) =T! (x,t) = D talet) = Dwr M0) (В. 2.1.2. 29) 
i=l i=l 
将 上 式 用 于 (В. 2. 1. 2. 22) 中 的 起 始 条 件 ， 则 可 写 出 
„= > уай, U, = >B 
ñ i=} i=] £ 


(18 # 


в 
Ë 
38 


其 中 为 特征 向 量 列 ， 且 有 
а, х < 0 
u, (z, 0) -| 《z 一 1,2. m) 
Bis <> 0 
由 (B.2.1.2.26) 式 可 知 
y х= А < 0 


VT) = о,(х — À¿,0) = 
(8, z — А> 0 


` 


方程 的 解 则 为 
UG) = D Bitit Уан, 
其 中 了 由 下 确定 ixit r-to 


| б> л А0 
解 的 结构 如 图 B. 2.8 所 示 《这 里 取 m=3), 
从 图 中 可 以 看 出 ， 开 始 是 -全 间断 ， 以 后 就 形成 了 mm 十 1 个 不 同 区 域 ， 具 有 m TN. ЭХ. 


А 


U Crit) = В, Harti + at 


à Ati Hiat: һ 


+ aats 


дит Йи» 
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ati H azti + Pu + Ви + Ам: 
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讨论 的 是 常 系数 线性 方程 ， 对 于 变 系数 乃至 非 线 性 方程 可 以 作 类 似 的 讨论 ， 并 由 此 可 以 得 到 
Godunov 差分 格式 ,详细 细节 不 在 此 作 进 ~… 步 的 讨论 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 Hot 的 专著 


{Numerical methods in fluid дупатісѕ) 
2.1.3 多 维 问题 的 特征 分 析 


将 一 维 问题 特征 线 法 推广 到 多 维 问题 中 去 之 前 首先 要 将 多 维 问题 的 特征 分 析 进 行 详细 的 
讨论 。 

m п 元 问题 方程 的 一 般 形式 为 
УАЗ = К (B. 2.1.3.1) 


其 中 U= (ш, Hzy "tts и.\", Е = ffi Р, еу ДӘ, A 为 nXn 方 阵 ， A= {ацы} nxa 

柯 西 问题 的 提 法 : ЛЕ m 维 空间 中 有 一 《m 一 1) 维 空 
间 曲 面 $， 在 其 上 给 出 U 的 起 始 值 ， 即 

015 =G (В. 2. 1.3.2) 

当空 间 曲 面 $ 为 特征 时 ， 柯 西 问题 或 无 解 ， 或 有 无 
限 多 个 解 。 根 据 这 个 特点 可 以 用 来 建立 确定 特征 的 特征 
方程 及 相应 的 特征 相 容 条 件 。 

在 S 面 上 取 一 点 已 (图 B. 2.9)， 设 其 法 向 为 m，, 在 
P 上 建立 一 坐标 系 (ал, вз, s 2), HP е, n, HA 
一 致 , 其 它 方向 均 与 $ 面相 切 。 不 难看 出 ， BRR (а, 
ze, ts Zm) 可 以 通过 平移 和 转动 由 Ge, z бё, ль) 
得 到 。 由 于 平移 对 这 里 所 讨论 的 问题 无 关 ， 所 以 不 妨 设 
PEP (rerna) 坐标 系 的 原点 ， 于 是 有 


图 В.2.9 


z; = mn z, H тл, 十 十 Tn 一 >, z; (B. 2. 1. 3. 3) 
i=l 
HOP ni fÈ z, 坐标 轴 方 向 在 z, 方向 上 的 方向 余弦 。 
由 上 式 可 得 
а ҳа д= o 9 
з = 277 P Se, (В. 2. 1. 3. 4) 
代入 方程 (B. 2.1.3.1) 得 
DD Am 20 = F (B. 2.1.3.5) 
i=] $=] š; 22 


或 
` aU эз А 2U 
214", zz, 十 уз Am, PAN F 
k= v 
uh >. & S ШЕШ. 对 于 柯 丁 问题, ЭЕ (61, 2, =, m ke) 是 已 知 的 ,3 是 未 知 的 ， 


为 确定 它 的 和 值 ， 上 式 可 以 改写 为 
S as ые УА (B. 2.1. 3.6) 
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车 吕方 向 正 与 特征 方向 重合 时 ， 3 就 可 能 不 确定 ， 即 无 解 或 无 限 解 , 因此 确定 特征 方向 的 特 
征 方程 为 


det | > 4m|=0 (B.2.1.3.7) 
i=1 
记 特征 向 二 为 4， 则 
А = |А|п, 
这 里 为 妇 一 化 的 。 因 A= (А, А, +, А„}7, Ж (B.2.1.3.7) ARA Al Ei 
det| > АА, | = 0 (B. 2. 1. 3. 8) 
1 一 1 
或 
> лда 1,1 D> Aan > Na 
=1 і=1 =1 
Ааны ar 20а Е (В. 2.1.3.9) 
Уда 1 > Аа, 2 > Аа, 
引入 记号 
йы = {аы азам амы}! (k,l = 1,2,.°,n) (В. 2. 1. 3. 10) 
特征 方程 可 简写 为 
det [A о. | = 0 (В. 2. 1. 3.11) 


若 特征 上 的 起 始 条 件 满 足 特征 相 容 条 件 , 则 柯 西 问 题 有 无 限 多 个 解 。 从 〈B. 2.3. 6) 式 可 
知 , 若 用 右 端 列 代替 左 端 系数 行列 式 的 任 一 列 而 得 到 的 行列 式 的 值 为 零 时 解 可 以 有 无 限 多 个 ， 
而 这 一 条 件 等 价 为 方程 系数 矩阵 加 上 右 端 列 所 构成 的 增 广 矩阵 的 行 闻 线性 相关 ， 或 者 说 存在 
不 全 为 0 的 a 二 (aaa, 18 
aÀ а 十 aÀ ° а 十 … + zÀ • йи = 0 
a À а, + RÀ ° a,, + + + a,À а, = 0 


wesoseasa seus. .......................................... 


u (B.2.1.3.12) 
aA tain + aA ° aan 十 … + “À taun = 0 


А | $ m m aU T 
а, ү 214", ы = 0 
57 
或 简写 为 | 
a. (А: а). = (0) 
"л т (В. 2. 1.3.13) 
а- (Е Уат, 80) =0 
i Е 


上 式 中 第 一 方程 还 可 以 改写 为 


*85 ° 


Ga， (Ууда, рео (В. 2. 1. 3.14) 
它 与 〈B. 2.1.3.13) 式 中 第 二 方程 相 减 可 以 得 到 
a. |F — 21224 站 | = 0 
(B. 2. 1. 3. 4》 式 可 进一步 写 为 i 
2 w= Sa EV =o (В. 2.1. 3.15) 
这 就 是 特征 相 容 条 件 。 对 应 一 个 特征 А 就 有 一 个 相应 的 a. ХЕ п СП п 个 特征 , 所 以 应 
当 有 个 特征 相 容 条 件 。 
上 面 确定 的 是 特征 方向 ， 如 果 曲 面 上 每 一 点 的 法 向 都 与 当地 的 特征 方向 一 致 ， 这 一 曲面 


就 是 特征 曲面 了 。 
用 上 述 方法 可 以 分 析 二 维 不 定常 理想 完全 气体 等 粹 流动 方程 的 特征 和 特征 上 的 关系 式 。 
基本 方程 为 


E ETE ETE ET, | (В. 2.1. 3. 16) 
其 中 U= (р, и, v, р}! 
1 000 ПЕ а 
PE ТР е. 
0 о1о ЕЕ 0 за 
—a 0 0 1 а E -am 0 0 v 
(B.2.1.3. 17) 
特征 方程 为 
det |à A, + A,A, + А,А,| = 0 (B.2.1.3.18) 
将 (В. 2.1.3.17) 代入 并 展开 得 
d[d — a (X + 22] = 0 (В. 2. 1. 3. 19) 
其 中 1 二 as 二 To (B. 2. 1. 3. 20) 
方程 的 根 为 


d, = À + zÀ, + À, = 0 


d, = À + ud + và, = 0 

L 
4, = +u, Бо =a VE HÈ i 
d, = À + uà, + và, =— a V А + А 


由 于 特征 疝 量 的 长 度 并 不 重要 ， 故 可 设 A= 1, BË А, —=соѕ0. 多 一 sing， 于 是 四 个 特征 为 
À, + исоѕӣ -+ vsinf = 0 
À, + исоз@ 十 vsin8 = 0 
À, + исоз@ + vsin8 = а 
À, + ucosh 十 wsing = — а 


(B.2.1.3.21) 
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为 确定 a， 要 找 出 使 
а pa ph, 0 
0 d 0 A2 
АА, + АА, + АА, = 
0 0 а Ае 
一 esd 0 0 d 


行 间 线 性 相关 的 系数 。 不 难 验 证 下 列 a 与 对 应 的 A， 使 相应 条 件 满足 : 
а= (0, å, —A,, 0) = (0, sinf, --cosĝ, 0) 


e= (0, 0, 0, 1) 


` (B.2.1.3.22) 
а = (аё, —paà,, —paà,, 1) = (at, —pacos0, —pausin0, 1) 
a= (a?, pals, paÀ,, 1) = (a2, pacos0, pasing, 1) 
相应 的 特征 相 容 条 件 为 
а f 
иба ар бо, 19др\__ 
0] $ ++ сн] Tti £) = (В. 2. 1. 3. 23-1) 
2 对 应 
dizi 
£($)=° (B. 2. 1. 3. 23-2) 
ca 对 应 
d d а 
ае ооз] обе + 1 32] 
(В. 2.1. 3. 23-3) 
оаза! 4 122} d p| о ` 
ашт р 221012) 0 
а) 
de du 1 22 
[50 + рСУ + V) |+ расов е + 2 i | 
(В. 2. 1. 3. 23-4) 
mg 1 9Р| d 2) 
十 pasing| $5 0 sto P FY 


下 面 简单 讨论 一 下 这 些 特征 的 意义 。 

特征 а,.=0, 0 Atuh Бод, = 0A" (1, u, v} =0, BASHE (1, u, vy EZ, 
后 者 是 流体 轨迹 的 切 向 , А 是 特征 法 向 , 所 以 轨迹 落 在 特征 面 上 , 流 面 应 是 特征 面 。 相 应 的 特 
мл ае 


特征 ds,, 三 A， (l, =, о} = Жл АЖ (1, u, v} 上 的 投影 长 为 ay /1+u u. h 
图 B. 2.10 ATI A 向 量 端 点 轨迹 应 йа кш shd ж. К A АЕ 
2g Т BE, 


上 述 讨论 中 4 为 角度 ,比如 可 以 以 z 方向 为 起 始 基准 的 角度 。 在 9 不 同时 特征 上 的 关系 也 
是 变化 的 。 
. 87 = 


` a 
N у N 
P 
f үл / 
l= (1,0,0) 97 м 


Va V >a 
Æ B.2.10 


2.1.4 特征 线 法 在 多 维 问题 中 的 推广 
最 简单 的 推广 方法 是 将 系数 矩阵 分 裂 法 推广 到 多 维 问题 中 去 ， 以 二 维 问题 为 例 ， 它 的 一 
般 形 式 为 


aU 


aU əU _ 
a PAS тте (B.2.1.4.1) 


将 4，B 写 为 如 下 形式 : 
А = ТЭЛ,Т В = S- AS | (В. 2. 1. 4.2) 


与 一 维 时 类 似 可 改写 为 


A =T7AT = TAT + T''A,.T = A+ A 
(В. 2.1.4.3) 
B = S'AS = S'A S H SAT = В, 十 五 
方程 (B.2.4.1) 改写 为 
aU 20 90 3U aU _ 
аа тана ВЕ аео 0 (В. 2.1.4.4) 
相应 的 差分 格式 为 
SU SU ó U óU U ,. 
“Tika r Лк a те (В. 2.1.4.5) 


为 便于 非 线性 问题 中 采用 上 述 方法 ， 人 们 更 愿意 采用 散 度 形式 的 方程 ， 即 〈B. 2.1.4.1) 改写 
为 


aU 9F _ƏG 
Pa эх + зу = 0 (В. 2.1. 4.6) 


其 中 
. 88+ 


Hy 


F=AU=A U+A О = Е. + Е. 
(В. 2. 1. 4.7) 
G = BU = В.О + B-U = с, + С. 
代入 (В. 2.4.6) 并 得 差分 格式 为 
šU aF- èG, ёс. _ 
Br t sx EA ау Т = 0 (В. 2.1.4.8) 
ЗЕЕ рву 
aF „_ 2G 
А= 57 8= 30 (B. 2.1.4.9) 


ERRAR В. 508, 

由 于 五 ，G 是 由 表 床 通 量 的 量 组 成 的 ， 所 以 这 种 系数 分 裂 法 又 叫 通 量 分 裂 法 。 

在 上 面 讨论 中 建立 差分 格式 均 用 一 阶 格式 ， 事 实 上 也 可 以 用 二 阶 精度 方法 ， 如 MacCor- 
mack 格式 ，Beam-Warming 格式 等 等 。Beam-Warming 格式 为 


ШЕ ЧӨК Т кт Gr! 
05 =U; | Sr_ + $у, ta + Gy+ | 
ре Ч: Si 8Еъ , 8Е* | ӘР" 
UR =Uà Sr Бе Т бту та 
i (В. 2.1.4. 10) 
06 С BC 这 | 
ду + òy- У бу+ г бу+ 
UP 0 + UF) 
其 中 
6( )” сө; 一 (+), 06.) 20.2); == 30+) + (+) 
ёғ. Ат ó Ах 
BC Со) G) DEC _ — 2( p ЗСА, — С); 
ór, Ах др Ах 
(В. 2. 1.4.11) 


分 析 后 不 难得 知 该 差分 格式 具有 二 阶 精 度 。 
22 有 限 单 元 法 


有 限 单 元 法 是 求解 椭圆 型 方程 的 一 种 有 效 的 离散 化 方法 ， 它 的 特点 是 对 求解 域 形状 没 有 
限制 ， 边 界 条 件 处 理 也 相当 灵活 。 近 年 来 ， 它 不 仅 用 于 线性 问题 ， 而且 逐步 推广 到 非 线性 问 
题 。 方 程 也 不 限于 椭圆 型 ， 逐 步 向 抛物 型 等 发 展 方程 推广 ， 从 而 使 本 方法 在 流 体 力学 中 逐步 
得 到 广泛 的 应 用 。 

有 限 单元 法 的 出 发 点 是 变 分 原理 和 加 权 余 量 法 .特别 是 后 者 在 流体 力学 中 应 用 更 加 广泛 。 
关于 变 分 原理 和 加 权 余 莉 法 可 以 参考 Michlin (1957), Vainlerg (1956), Finlayson (1972) 的 
专著 ,关于 有 限 元 的 理论 可 以 参考 Zienkiewicz (1977), Е ИЙ, ВВЕ (1988), Connor 和 Breb- 
bia (1985), ，Strang 和 Fix (1973), Oden 和 Reddy (1976) 的 专著 。 
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2.2.1 变 分 原理 和 加 权 余 量 法 


首先 介绍 变 分 原理 。 
设 在 垂直 平面 内 取 А. BZA, 有 一 曲线 y=f (z) 连接 这 二 点 (图 B. 2. 11)。 有 一 小 球 
沿 该 曲线 从 4 到 В 作 无 摩 氛 的 滑动 ， АЕ 


r= | У, (B. 2. 2.1.1) 
2 Vigy 

BR, 当 所 取 的 曲线 / (z) 有 所 变化 , 则 所 需 的 时 间 工 也 就 有 

所 变化 ， 即 定 积分 值 T 依赖 函数 y=/ (т) 的 变化 而 变化 ， 这 

种 依赖 关系 叫做 泛 函 。 被 依赖 的 函数 是 一 元 函数 ， 则 泛 函 的 一 


般 形式 为 


I= [ees yy sy de (В. 2.2.1.2) 
Нн H 为 多 元 函数 ,n>0。 НАК КЕ РЫК ZEAR. 则 泛 
geteer 


K 一般 形式 为 
w TARIR 


其 中 f= f Geo zo Ea); (а, 8, -=y=0, 1, 2, =) 

当 被 依赖 的 函数 地 作 一 微小 的 变化 ， 相 应 的 积分 也 会 有 一 微小 的 变化 。 函 数 f 的 微小 变 
化 不 仅 指 函数 值 本 身 变 化 很 小 ， 而 且 其 各 阶 导 数 变 化 也 很 小 。 函 数 本 身 的 这 种 变化 叫做 函数 
的 变 分 , 记 作 87。 在 变化 过 程 中 要 求 浮 数 总 是 满足 边界 条 件 , 即 ASF 与 了 满足 相同 的 边界 
条 件 。 在 本 节 开 始 的 例子 中 , 了 和 f +f 都 应 当 通 过 4， 瑟 二 个 点 ， 也 就 是 说 SF 在 4, B `` 
点 的 值 为 零 。 应 当 注 意 ，37 不 是 一 个 数值 ， 而 是 在 域 上 上 的 一 个 函数 。 当 函数 变化 后 ， 积 分 了 
也 会 发 生变 化 ， 这 个 变化 值 记 作 并， 叫做 汉 函 的 变 分 。 泛 函 的 变 分 是 一 个 值 ， 且 有 


а (В. 2.2.1.3) 


1 I os °. Z, ‚Де 


z: | a Ре . а*+#\ (大 十 èf) 
òl = 1 +l --I НЕЕ Tmf + 8/,- EE jan 
| аек? ү 
一 | 人 aa (B.2.2.1.4) 


ЕЕ ЖЕ РЕН ОГИН. ЖИДЫ ТУ ЕЕ У ВАЛЕ, TE 
(В. 2.2.1.2) 式 中 汉 函 的 变 分 


b 
81 = | H(z,y + ёу,у + 8у',-- 十 3)dz 
— [паузу зува š 


= (588+ iay + = + 2 ayo) d= 


利用 分 部 积分 及 考虑 到 Sy =8ys=0, MA 


әп djal), d /31 әп 
аг = (55 – 97 ы Ег, 让 一， ета 05 


(В. 2. 2. 1. 5) 
+090 < 


ҮЛ (B.3.1.2) 取 极 值 的 条 件 为 这 = 0, 在 上 述 积分 中 由 于 ду 具有 任意 性 ， 所 以 积分 保持 
为 零 的 条 件 是 


әп djəlj djal со 20) - 
ду {УГЕ ду" sarda a s o ш, 


这 就 是 说 满足 (B.2.2.1.6) 式 条 件 与 使 〈B. 2. 2. 1. 2》 中 的 泛 函 取 极 值 的 条 件 是 一 致 的 。 换 
HEZ, RE B. 2. 2. 1. 6) 微分 方程 和 选 函数 》(z) EZA (В. 2.2.1. 2) 取 极 值 是 等 价 的 ， 
这 就 是 所 谓 的 变 分 原理 。 方 程 (B. 2. 2. 1. 6) 式 也 叫 欧 拉 方程 。 对 本 节 开 始 的 例子 ， 其 欧 拉 方 
程 为 


ar а [ә |=: ]- 
ду| Vagy drla y М?ру 
或 2yy"=1 +y” 
边界 条 件 为 
Уа = y(za); Ya = убхв) 
多 元 函数 也 有 同样 的 情况 。 


Ë и (т. y) 是 在 介 域 上 定义 的 函数 ,8 域 的 边界 由 30, 及 a 0, 二 部 分 组 成 , ú (z, у) 
的 边界 条 件 为 


ди ч 
ula = 951, 8.2.2.17) 
ENK 
a =j. +f и о “Jazdy — [ее (В. 2. 2.1.8) 
其 中 ds 为 30, 边界 上 的 弧 元 。 采用 与 前 相同 的 方法 ， 并 利用 格林 公式 可 得 
v=- | (55+ 395 |бийлду +], 8-0 Šuds 
R S SA 
эз? + =0 (ОЕ) 
(В. 2. 2. 1. 9) 
ан 
дп ап, =£ к әй, = 


这 就 是 与 泛 函 (В. 2. 2.1. 8) 取 极 值 等 价 的 微分 方程 和 边界 条 件 

这 里 有 几 点 需要 加 以 说 明 : (1》 泛 函 极 值 问题 和 微分 方程 求解 问题 只 是 在 一 定 条 件 于 等 
价 ， 即 要 求 荔 数 是 连续 且 可 导 。 一 般 说 微分 方程 对 疼 数 的 可 导 性 要 求 高 于 泛 荔 极 值 问题 ; 
C2》 在 给 出 泛 函 形式 后 ， 一 般 说 都 可 以 找到 相应 的 微分 方程 ， 反之 给 出 一 个 微分 方程 ， 并 不 
一 定 能 找到 与 之 对 应 的 证 函 极 值 问题 的 具体 形式 。 

经 典 的 变 分 问题 都 是 给 出 了 泛 函 的 具体 形式 ， 找 出 相应 的 微分 方程 ， 求 解 微分 方程 可 以 
和 解决 泛 函 的 极 值 问题 ， 现 在 正好 相反 ， 人 们 首先 试图 寻找 与 微分 方程 相对 应 的 泛 函 极 值 问题 
的 具体 形式 ， 然 后 用 数值 方法 找 出 满足 泛 函 极 值 条 件 的 函数 ， 有 而 得 到 微分 方程 的 解 。 基 于 
这 种 构想 的 方法 就 是 有 限 元 方法 的 基本 思想 。 

现在 的 问题 是 : 由 微分 方程 找 相 应 的 证 函 比较 困难 ， 有 时 往往 还 不 可 能 。 为 此 人 们 采用 

Е . 9] œ 


了 可 权 余 量 法 。 
加 权 余 量 法 的 思想 是 很 简单 的 。 设 函数 u 满足 方程 
Р(и) =0 (在 人 2 域 上 ) (В. 2. 2. 1, 10) 


和 边界 条 件 В(и)| =0 (В. 2. 2.1.11) 


其 中 390 表示 器 的 边界 。 选 用 N NETE A К E bg ЕЛЕЕ 3 SW, Wz, ++, Wy FJ 
造 一 个 满足 边界 条 件 (B. 2. 2. 1. 11) BJ. ж ХЕП КАО, E 


| rowan 0 (B. 2. 2. 1. 12) 


HJ U 可 视 为 & 的 近似 函数 , 34 Моон Оос. 但 实际 构造 满足 边界 条 件 的 UU 往往 有 困难 ， 
所 以 也 可 以 取 不 满足 边界 条 件 ， 但 满足 如 下 条 件 的 函数 ， 


[РФ уай + [#answaan =0 G=1,2,- N) (B.2.2.1.13) 


这 更 加 方便 。 这 里 5W; 称 作 权 函数 。 当 N 足够 大 时 , 尽管 U 本 身 不 满足 微分 方程 , 但 是 在 总 
体 上 满足 方程 ,' 或 者 说 在 积分 意义 上 满足 微分 方程 。P CU): U 代入 微分 方程 后 得 到 的 余 量 。 
当 它 与 许多 线性 无 关 的 权 函 数 相 乘积 分 均 为 零 时 ， 这 个 余 量 就 总 体 上 接近 于 零 ， 若 这 样 的 权 
旺 数 有 无 限 多 个 , 则 余 量 就 均匀 一 致 地 新 于 零 , 也 就 是 说 P U) 处 处 为 零 , WAU REEF 
ПЁ u, 这 就 是 加 权 余 量 法 的 基本 思想 。 不 同 的 权 函 数 对 应 不 同 的 方法 。 对 于 存在 变 分 原理 的 
微分 方程 ， 选 权 枯 数 为 函数 的 变 分 ， 则 就 与 变 分 法 一 致 了 ; FRKE Р U) 本 身 ， 这 就 
是 最 小 二 乘法 了 。 若 选 其 它 权 函 数 ， 则 可 以 派生 出 其 它 的 方法 ， 在 这 里 不 多 加 讨论 。 

为 了 说 明 用 变 分 原理 或 加 权 余 量 法 形成 有 限 元 法 的 过 程 ， 首 先 要 介绍 插值 函数 。 


2.2.2 插值 胃 数 与 等 参 元 


离散 化 方法 都 只 在 有 限 多 个 离散 点 上 求 得 解 的 近似 值 。 在 有 限 单元 法 中 人 们 将 求解 域 划 
分 成 许多 个 单元 ， 单 元 的 形状 可 以 任意 ， 一 般 地 ， 人 们 采用 三 角形 或 四 边 形 单元 。 这 些 单元 
的 顶点 即 待 求解 函数 值 的 节点 ,单元 内 任意 点 的 函数 值 则 是 通过 节点 值 在 单元 内 插值 得 到 .为 
此 需要 建立 单元 内 的 插值 函数 。 

首先 讨论 三 角形 单元 内 的 线性 插值 郊 数 。 

如 图 B. 2. 12 所 示 ， 三 角形 单元 三 顶点 为 1， 
2, 3; Ж ЖЕЙН u X ts и», из. 在 三 角形 内 的 
u 值 为 

I u =a +br+cy (В.2.2.2.1) 


显然 
t = a + br + су, 
и, = a + bt + cy; 
u, = a + bzr; + су, 
Жа, b, c 并 代入 (B.2.2.2.1) 式 可 得 | БИЕ 
у= Ce 一 ra) + z(y: — 55) + y(as — x2)] 
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+ wry — кууз) + (у, — у) + y(z, — zs) ] 


+ и, Гоу у) + z(y, — у) + у(х, 1) ]) (B.2. 2.2.2) 


其 中 


Sara 


l z Ж 
2S4 = |l x。 у | = СОЙ МНЕ 7 
1 x, у; 
又 考虑 到 己 为 三 角形 内 一 点 〈 图 B. 2.13), Ж 图 B.2.13 


L х у 
Sam = |1 = | = (туу; — zy) + z(y, 5) Бубо — ту) 


l 2 y 


l x y 
Sara 一 |1 x; y| = (r, — туу) + z(y; — y) + уб — zs) 


2$дюз 一 |1 x= yal = (хуз — туу,) + z(y, — уз) + убаз — x;) 


HERA (В. 2. 2, 2. 2) 式 可 得 


и 一 бабала + иб дру + изу дра) 
А 


引入 面积 坐标 


=з $Арзз Ир 5 дғз = SAri 
ё, == SA £, = S> €, > SA 


WJ (В. 2. 2.2.2) 式 可 简写 为 
и = иё, + и,ё, + us (В. 2. 2. 2. 3) 


这 就 是 w 在 三 角形 单元 内 的 插值 公式 , 这 里 , 1Е4, 6, $, ТАВИУР, eM jr — 
约束 条 件 
ё + ё, + ё, = 1 

插值 公式 的 一 般 形式 写 为 f 

u = Ми, + N,u, + Муши (В. 2. 2. 2. 4) 
жж 

Мо) == Š;; (2,3 = 1,2,3) 

| (В. 2.2. 2.5) 


М + N, + N, = 1 
93 


这 里 i 为 形 函 数 N. 的 标号 ，j 为 三 角形 项 点 的 标号 , 0,07 Kronecker 记号 。 在 线性 插值 时 N. 
=f. 在 二 次 二 次 或 更 高 次 插值 浮 数 中 ,插值 点 不 只 为 三 角形 三 顶点 , 还 必须 在 三 角形 边 上 选 
取 插 值 点 ,插值 公式 更 二 般 地 写 为 


и 一 Ми; (В. 2. 2. 2. 6) 
如 二 次 播 值 ， 则 有 6 个 插值 点 (图 B. 2.14), ， 形 函数 为 | 
М, = (26, — 1) N, = 46 所 


6 5 
N, = Ё,(28, 一 1) N, = 4,6, (В. 2: 2. 2. 7) 
N, = 2,026, — 1) М, == 421, 1 4 2 
为 了 以 后 的 需要 ， 下 面 的 公式 是 有 用 的 ЖОО 
аё, — 2: — 3⁄3 а, 2:773 
Әх 95, ° ау 25, 
ar _ y, — у aé, Tı — =s 2 
22 = З, 92 = (В. 2. 2. 2. 8) 
98 у=» ай _ zi — 2 
9х Ш 25 „ I ду Е 25A 
т [ reeg . alfy! 
j |, sseas = 2Sa "` Нуу (B. 2. 2. 2.9) 


2, В, 7 为 非 负 整数 。 
下 面 讨论 矩形 单元 。 设 单元 的 边 与 坐标 轴 平 行 ， 如 图 В. 2. 15 所 示 。 引 入 变换 


E= =, >=> > (B. 2. 2. 2. 10) 
Xg — ZA Ув — УА 


图 B.2.15 


其 中 一 去 《x4 十 z4)， 了 一 辫 《ys 十 ys)。 这 一 变换 将 矩形 单元 变换 为 (6, 平面 内 的 正方 
形 单元 。 : 
一 阶 插值 函数 为 
м,=+а+&®а+жр C= 1,2,3,4) (B.2.2.2.11) 


JH ё&=4&,=—1; 名 二 名 二 13 =%=-1; ==}, 短 形 域内 各 点 的 и 和 值 可 由 下 面 公式 计 
. 94 ` А 


и = №ми + №и, 十 Naws + №и, (В. 2. 2. 2. 12) 
Ере 


N, = la HEDOI HONEEF HI 1) i= 1,2,3,4 


М, = +a -BAHR №, = та -PEE L @.2.2.2.13) 


а= 090+) N, = lü әса) 


N, = j 


1 

2 
и 为 

ц = YIN (B. 2, 2. 2. 14) 

这 里 选用 的 单元 是 形状 和 位 置 都 很 规则 的 ， 这 种 单元 的 通用 性 很 差 ，-- 般 选用 的 单元 都 

是 不 规则 四 边 形 。 一 -个 最 简便 的 方法 是 选 一 变换 使 四 边 形变 换 到 (#, 2) 平面 的 正方 形 上 , 于 


是 插值 函数 用 C, 2) 表达 就 可 以 了 。 这 个 变换 是 很 方便 的 ， 可 以 用 插值 函数 来 构造 。 如 图 
B. 2.16 所 示 。 设 


4 
х = УМ 
j=l : 
(В. 2. 2. 2. 15) 
4 
I= SNo 
j= 


图 B.2.16 


为 一 阶 插值 函数 ， 是 <，7 的 函数 ， 这 就 是 (z, у) 平面 与 E, p PEZE 
转换 关系 ， 它 将 四 边 形 变换 到 C, P 平面 的 正方 形 上 去 了 。 而 zx 值 可 由 插值 公式 
(B.2.2.2.12) 计算 , 这 就 建立 了 w 与 (z, y) 之 间 的 关系 了 。 类 似 地 ， 对 于 曲 边 四 边 形 Mi 
可 设 | 

z= XN, у= УМ, (B. 2. 2. 2. 16) _ 


95+ 


其 中 N, AMERY OB. 2. 2.2. 13》， 它 将 曲 边 四 边 形 变换 为 《<，?9) 的 正方 形 单元 上 
ET. u 的 计算 可 以 用 (В. 2.2.2.14) 式 。 
在 上 面 的 讨论 中 看 到 ， 对 于 坐标 ，y KRR u 用 相间 的 插值 公式 ， 即 
T= Ум, н. Жолы ÈN и 一 УМ, (В. 2.2.2.17) 


采用 同一 族 形 消 数 ,7)， 这 种 单元 表示 法 叫做 等 参 元 。 对 于 三 角形 单元 也 可 以 这 样 做 ， 特 
别 是 曲 边 三 角形 单元 时 ， 这 种 做 法 就 特别 方便 ， 请 读者 自行 讨论 。 
引入 等 参 元 后 , 积分 计算 也 应 当 从 (zx, y) 平面 上 转换 到 &, 7 平面 土 来 , 为 此 要 做 变换 ， 


即 


dzdy = | аар = Jdêdņ 


aN, 
52192 з Е рэб FE 
J= 

дт TA aN; aN 

27:37 90,93 97 

最 后 还 有 几 点 需要 说 明 : 1) 单元 的 尺度 和 内 角 尽 可 能 均 称 , 过 分 细 长 或 某 内 角 太 小 的 音 

元 都 是 不 可 取 的 ，2)》 节点 必须 是 单元 的 顶点 而 不 可 以 是 单元 边界 中 间 的 点 。 图 В. 2. 17 中 表 
示 了 上 述 二 点 要 求 。 


po 


(a) 合适 的 单元 形状 (с) 人 台 适 的 节点 分 布 
(6) 不 合适 的 单元 形状 (d) 顶点 落 在 侧 边 上 ,不 台 适 
图 B.2.17 
2.2.3 有 限 元 法 


现在 来 讨论 用 有 限 元 法 建立 离散 化 方程 《有 限 元 方程 ) 的 过 程 。 对 于 通过 变 分 原理 或 加 
权 余 量 法 来 建立 方程 ， 基 本 上 是 类 同 的 。 这 里 首先 介绍 用 变 分 原理 建立 有 限 元 方程 的 过 程 。 


现 以 下 列 方程 求解 为 例 。 
Аи + f =0 (х,у) € Q 
入 == | 
га (В. 2. 2. 3.1) 


аи 
дпіга, 


. 96 ° 


相对 应 的 变 分 原理 为 
ŠI, =0 


кеже + 
其 中 全 为 求解 域 ， 9 十 30; 5 Q WJ (В. 2.18). 
现在 将 求解 域 9 划分 成 若干 小 单元 (图 В. 2. 19) 。 这 里 为 简单 起 见 , 单元 均 为 三 角形 , 边 
ЖИ АБ V ЛЕ Ж. 单元 内 的 插值 均 为 线性 。 设 共有 М 个 单元 ， 单 元 的 标号 记 为 “， 在 单元 
内 的 解 u 可 表示 为 


аш\? ; 
| + ж |да + | udas, (В. 2. 2. 3. 2) 


3 
x = > Tu Nte (В. 2. 2. 3. 3) 
i 


显然 这 一 表达 式 只 在 单元 内 有 效 。 每 一 个 单元 有 三 个 项 点， 它们 在 单元 内 的 标 导 1，2，3 应 
当 是 蓝 时 全 方向 的 。 同 时 每 一 个 节点 都 有 一 个 在 全 场 内 的 总 序号 上 (L 一 1，2，,…N)。 在 单 天 
确定 以 后 ， 必 须 同时 建立 总 序号 与 单元 节点 间 的 对 应 关系 。 


20; 4 
20, бл 
Жен > 
NIRS N| 
У 
ОУ м М. 
BL В.2.18 图 B.2.19 单元 划分 图 B. 2. 20 测试 函数 


(В. 2. 2. 3. 3) 式 中 只 表示 单元 内 的 zx 值 ， 不 同 单元 内 则 用 不 同 的 公式 。 还 可 以 引入 另 -- 

种 表达 方式 。 设 $ 为 测试 函数 ,其 中 i 为 节点 的 总 序号 , 如 图 (В. 2.20), 在 ! 点 上 由 一 1; 在 

与 红 无 关 的 单元 上 均 为 零 ; 在 包含 i 点 的 单元 中 名 与 该 点 所 在 单元 中 相应 的 形 函 数 相 同 ,在 漠 
试 函数 建立 之 后 ， 全 场 的 zx 可 以 用 统一 的 公式 表示 ， 

| u = Dhu (В. 2. 2.3. 4) 


HERA (B. 2. 2. 3.2》 式 可 得 
IG) z. — 去 [| > 2%) рае (5, z4) аа j [an 


= 31 А 9% 9$ 2% 2%, 
г Je рш + Fy zé) ахау 


x N 
+ > ш |/%4зду + > juf u gjda 0, (В. 2.2. 3.5) 
кї 5 i=] s Gç 


引入 记号 
„97. 


дт дх 


k = | 12635 282% x" 


B, =| fhdzdy . (B.2.2.3.6) 


Y, =| gdə Q, 
W (B.2.2.3.5) 式 可 写作 


IG) =— LY K, + Ума + Sur | (В. 2. 2. 3.7) 


变 分 原理 41-0 在 离散 化 条 件 下 可 写作 


10 G = 1,2,-- N) (B. 2. 2. 3.8) 
Ws 


将 (B.2.2.3.7) 代入 上 式 可 得 
N 
— S Ku + Ё+7,=0 G= 1,2, N) (B.2.2. 3.9) 
i= 


这 就 是 关于 xz 的 代数 方程 组 , 其 中 系数 K 常数 项 8. y 都 是 积分 , 事先 可 以 解 出 ， 所 以 
可 以 解 得 。(B. 2. 2. 3. 9) 式 就 是 用 变 分 涯 理 建立 的 有 限 元 方程 ， 这 是 一 个 大 型 的 稀 朴 的 代数 
方程 组 ， 可 以 简写 为 
КО = L (B.2.2.3.10) 

其 中 K= {Кє}ххн› L= (8, +r; Bat Yz; В+? \" | 

应 当 说 明 一 点 , 在 30, 边界 上 的 点 zx 值 是 已 知 的 , 在 这 些 点 土 的 方程 (B. 2.2.3.9) 式 应 
当 用 ии. | 

至 此 ， 原 则 上 讲 有 限 元 方程 已 经 建立 ， 它 的 具体 步 又 可 以 妇 结 为 

GQ). 找到 与 微分 方程 等 价 的 变 分 原理 ， 列 出 泛 范 积分 的 具体 表达 式 

(2) 将 求解 域 根据 需要 划分 成 若干 单元 ， 选 取 单元 内 的 插值 函数 ， 从 而 建立 各 节点 的 测 
WARG А 

OER u 表示 为 一 Duh КАВИ КВР u REEE Ә1/ди, 并 


令 其 等 于 零 。 这 就 建立 了 N 个 方程 ,它们 构成 了 有 限 元 方程 。 对 于 线性 方程 而 言 , 这 种 有 限 
元 方程 是 一 线性 代数 方程 组 ， 它 们 的 系数 是 可 以 事先 解 得 的 ; 

(4) 解 有 限 元 方程 得 wx， 问题 得 解 。 

前 面 已 经 指出 ,许多 徽 分 方程 技 不 到 与 它们 对 的 变 分 原理 , 这 时 需要 用 加 权 余 量 法 .这 
里 人 们 可 以 注意 到 ,名 实际 上 是 一 族 线性 无 关 的 函数 系统 , 因此 它 可 以 选 作 权 函 数 族 。 此 外 由 
于 微分 方程 一 般 是 二 阶 的 ,所 以 积分 [P со 直接 计算 将 遇 到 计算 二 阶 导数 的 麻烦 ， 为 此 
应 当 首先 对 积分 利用 分 部 积分 和 格林 公式 作 降 阶 处 理 ， 然 后 采用 上 述 同样 的 步骤 建立 有 限 元 
方程 。 这 里 不 再 重复 上 述 过 程 ， 


2. 2.4 ”积分 计算 及 有 限 孔 方程 的 形成 


前 面 已 经 介绍 了 有 限 元 方法 的 全 过 程 。 在 形成 有 限 元 方程 时 引用 了 测试 函数 ， 这 对 于 方 
. 98>» 


程 的 表达 是 方便 的 ,但 实际 使 用 并 不 方便 下面 讨论 积分 计算 及 方 
程 形成 中 的 一 些 具体 问题 。 
积分 (B, 2. 2. 3. 6) 的 计算 实际 上 是 很 不 方便 的 。 如果 将 泛 函 
积分 表示 为 小 单元 上 积分 之 和 ,对 变量 и, 的 导数 只 与 和 i 点 有 关 
的 单元 上 的 积分 有 关 。 在 单元 内 的 积分 计算 可 以 用 现成 的 公式 来 
进行 ， 程 序 设计 时 就 方便 多 了 。 下 面 将 讨论 具体 的 作法 。 
ЩЕ 


M 
joa [, 4 |: = Si i |) (В. 2.2.4.1) 图 B.2.2 


其 中 以 表示 单元 域 ,， 30, 为 0, 与 边界 92 的 公共 部 分 。 当 单元 在 域内 时 ，342. 为 空 边界 ， 当 
2. 与 边界 相 邻 时 ， 则 3 及. 为 Q. 和 边界 的 公共 部 分 ,， 即 92. 为 边界 上 的 一 部 分 СВ. 2.21). 
设 p, q 为 单元 内 节点 的 标号 ， 在 单元 内 有 有 | 
и = > u N (В. 2. 2. 4.2) 
$ 


其 中 之 "表示 单元 内 各 节点 之 和 ， 如 三 角形 单元 , p 从 1 到 3; 曲 边 三 角形 单元 , p 从 1 到 6; 


四 边 形 单元 , p 从 1 到 4; 曲 边 四 边 形 单元 , p 从 1 到 8， 等 等 。N 人 为 与 p 点 对 应 的 形 函 数 。 
将 它 代入 (В. 2. 2.3.12), ， 可 得 


ӘМ? л, aN? 
1 => [= [> и? 5 и? р 8 3 Jazay 
p |. Уи N dady + с ези? Nipaan, (B. 2. 2. 4.3) 
Л Ф Wy b 
在 一 个 单元 只 . Ра REFR 
е o INL INP NCN К © | o 
[, Se эмы эк. S jd dy 十 | /fN°dzdy + ENY 490, 
(В. 2. 2.4.4) 
记 INL Әм? ам әм? — m 
W + 3y gy Jardy = к; 
(В. 2. 2. 4.5) 


|, fN drzdy i isy Í Мода, т: уе 
. әй, 


Хо, LORIN e 单元 中 p SBS НД Ф Р B P Sr, ШЕ KRA КОҢ 
Kioo TRPE. BERALA E 48  MLKOS EX EA, 它们 可 以 分 别 存 入 民 中 EX E 
{ 个 相应 的 元 素 中 去 。 如 对 于 所 有 单元 ( 共 对 个 ) 计 算 一 遍 并 分 别 存 

入 天 矩阵 中 的 相应 元 素 , 则 天 矩阵 就 最 后 生成 了 。 对 于 


з (В. 2,2.3.10) 中 工 询 阵 也 是 由 类 似 方 法 生成 , 这样 有 限 元 方程 就 
最 后 形成 了 。 
| 为 了 清楚 起 见 ， 这 里 举 一 个 二 个 单元 的 例子 加 以 说 明 ， 如 图 


B. 2. 22 所 示 o 
这 里 E=3, M=2, 另外 
. 099 • 


= 1, 2—2, 30 =4 
1? = 2, 0 = 3, 390 = 4 


р ке Kip KP КР KẸ 
ко = кр KP КР, Ко = K КФ K, 
KP KP KẸ кр КФ К, 
г? LS 
LY = LPY ; L? = LP 
LP 140 
кр Kh кр >» 
组 合 得 Pa к KP + К? КФ к +K? ‚ bz LP 十 LP 
K? КФ K? | L? 
KP KP+KP KP KP +KP LP + LP 


在 形成 以 上 各 种 数值 时 要 做 大 量 的 积分 计算 。 除 有 可 积 公 式 外 ， 对 于 无 积分 公式 可 寻 的 
积分 一 般 采 用 高 斯 积分 公式 。 
一 维 积分 公式 为 


| renadz 2 = 


(В. 2. 2. 4. 6) 


а АЗ, T; 一 2 
推广 到 多 维 时 为 


Гречана, 


1 
=% 1 — a) (b, — а;)* — йы SSi Уул, е А; f G, Ei #2; 2 
re fr i 
b, + a b a 
= =—— Ва Q= 12, m) (В. 2. 2. 4.7) 
A 为 高 斯 积分 系数 ， 表 B. 2. 1 列 出 了 它们 的 值 。 
Ж B.2.1 
n 求 积 节点 EY | 求 积 系数 А!? 求 积 节 点 et 求 积 系数 А!" 
<= I 
2 ‚ +0. 577 350 269 2 1 0 0. 568 888 888 9 
+0. 538 469 310 1 0. 478 628 670 5 
I 0 0- 888 888 888 9 +0. 906 179 845 9 0.236 926 885 1 
+0.- 774 596 669 2 0.555 555 555 6 
+0. 238 619 186 1 0.467 913 934 6 
340.339 981 043 6 0.652 145 154 9 +0. 661 209 386 5 0. 360 761 573 1 


+0. 861 136 311 6 0. 347 854 845 1 


+0. 932 469 514 2 0.171 324 492 4 


ХРА НТА НТ, Ш 
[[^лх,»эчаду = + | [левы - +1 1-# | fCé ,Ddédy 


"100* 


= T 1 ` Ë FA, (B. 2.2.4.8) 


在 使 用 等 参 元 时 , 则 атау 要 用 274440 代替 ,积分 限 也 要 作 相 应 的 变化 。 在 被 积 函数 中 对 
T x, y 的 导数 要 转换 为 对 ,7 的 导数 ， 如 


af 3f3€ arag әу ara6 ,39f a7 
2z aE br "азах! ду 33y dngy (B. 2. 2. 4. 9) 
аё 28 ат 27 Ө 
2° ay эх’ 3y 由 下 面 方法 确定 : 
х= DN, у= DYN; (B. 2. 2. 4. 10) 
Fr J 
ах aN; Әх aN; Әу ~ ƏN, ду _ дм, 
Ж FET Deag 27 = 225 29 ° JET 22» дё а = 2» 
(В. 2. 2. 4.11) 
考虑 到 ar az 
| de = 220 + 9787 
— 2y ду 
dy = 324% + 279" 
о = 92080, + 9204, dz = 92086), + Zam, 
ji dy = 80088), + 9244). o= 99а), + 2an 
Т KS BE ga Pie 
于 是 可 得 
3 1 ду ад 1 ay 
эх lan ər |7] ë 
a€ 1 ar 97 1 3z 
ду 一 |yJla7 ay || aé 
laz az 
a 29| _ |aG@%,y) 
J| = = B.2.2. 4. 
IJ ay ay TIIE (В. 2. 2. 4. 12) 
2E 97 


H T >z, у 可 用 (В.2.2.3.21) 表示 为 4, 2 HER ñ 了 可 以 表示 为 &,， т 的 函数 。 利 用 上 式 
DE 28. 97, BURRA E, TREM, RA B2230 н, 27, RE, т 
示 出 来 。 这 样 等 参 元 的 积分 就 可 以 在 ,7 平面 上 进行 了 。 

最 后 要 说 明 的 是 边界 积分 。 对 丁 二 维 问题 , 边界 为 曲线 , 对 于 三 维 问题 , 边界 是 曲面 。 上 先 
讨论 二 维 问 题 ,一 般 是 这 样 选单 元 和 边界 的 交接 处 ， 即 在 交接 的 边界 上 某 一 参数 不 变 ， 如 7， 


Р 
әй) = мау = (+ ШҮ 
== э] + [2 зе] & 
HFEA, WEAR ВАЛЕ, 5, TJ : 
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4090) = | (dry x (dr), | 


+22? ay д 
=|$ Te, + 95е, + оде, x [55 „++ зе 
«Даз эх _ аза)". azaz Әг 9x)* | ]/Әгду _ әх Əy|'agay 
Е [2255 27 аё 88а ау 9& дё әт эӘЁ 


= 840144 р 
全 此 ， 积 分 中 出 现 的 一 些 问 题 大 体 上 都 已 解决 ， 剩 下 的 问题 是 求解 方程 的 问题 。 许 多 解 
法 可 以 在 线性 代数 方程 求解 的 教科 书 以 及 许多 计算 机 程序 库 中 找到 ， 这 里 不 再 细 述 。 
2.2.5 有 限 体积 法 


在 流体 力学 中 ， 许 多 基本 方程 都 可 以 写作 守 措 型 ， 从 此 若 将 前 面 讨 论 的 加 权 余 量 法 中 的 
Hi S мете ран ад 
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这 是 欧 拉 方程 的 散 度 型 式 ， че 在 域内 积分 得 


aU ӘР с 
| 二 十 S) аду = 0 ; ) 
由 于 积分 城 是 固定 的 ,后 二 项 可 以 用 散 度 积分 公式 化 为 边界 积分 * 于 (a) А 


是 有 l 
别 | 1 $ (Pen G n yəni = 0 
Ejn әй ы 


= 0 (В. 2.2.5.1) 


| (B. 2.2.5.2) 
若 选 用 单元 为 一 矩形 (图 B. 2. 23) ， 积 分 在 单元 内 进行 ， 则 得 


S| Vardy + (F, — ЕОДу + (G, — СОАх = 0 


(B.2.2.5.3) (b) A 
其 中 Fz, F. HRA F E ВС, AD 上 的 平均 值 ; Gs. б, R G# AB 图 Н. 2.23 
和 CD 上 的 平均 值 。 对 于 和 任意 形状 的 四 边 形 区 域 也 可 以 有 


1 | vardy + Ё,Сув — ул) + F,Gyc — ув) + Езу — ус) + F,GQya — yn) 


+ Gilza — za) + G,(za — zc) + G,(zc — хь) + ©,(хь— ха) = 0 (B.2.2.5.4) 
可 以 看 到 ， 这 种 计算 可 以 方便 地 应 用 于 任意 形状 的 单元 上 而 不 必 引 入 复杂 的 形 函 数 。 这 
种 方法 可 以 叫做 有 限 体积 法 ,在 网 格 均匀 和 规则 的 情况 下 得 到 空间 为 中 心 差分 的 差分 格式 ,这 
种 格式 存在 稳定 性 问题 。 如 果 存 在 对 流 项 时 ， 应 当 末 胃 迎风 格式 ， 所 以 人 们 对 有 限 体积 法 进 
一 步 作 迎风 处 理 ， 其 实质 与 差分 方程 的 讨论 是 一 致 的 ， 所 以 有 限 体 积 法 对 于 空间 导数 项 只 含 
耗 散 项 的 方程 更 为 合适 ， 如 不 定常 的 热传导 方程 求解 用 有 限 体 积 法 是 比较 有 效 的 。 
有 限 元 法 在 近 几 十 年 来 有 了 很 大 的 发 展 ， 已 成 为 离散 化 方法 中 的 一 个 重要 分 支 ， 它 的 理 
论 问 题 也 得 以 充分 的 研究 。 比 如 精度 问题 ， 收 全 性 问题 等 等 。 由 于 这 些 问题 的 分 析 涉 及 许多 
数学 问题 ， 这 里 不 作 详 细 介 绍 。 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 专著 。 
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2.2.6 边界 元 法 


有 限 元 法 由 于 其 有 效 性 和 通用 性 而 得 到 广泛 的 应 用 。 近 年 来 这 一 方法 又 得 到 进一步 的 发 
形 ， 其 中 之 一 是 边界 元 法 的 出 现 和 发 展 。 

边界 元 法 的 特点 是 将 问题 由 三 维 降 为 二 维 或 由 二 维 降 为 一 维 ， 从 而 使 计算 机 的 内 存 大 大 
节省 。 这 样 人 们 可 以 用 容量 较 小 的 计算 机 来 解决 大 型 的 计算 问题 。 

下 面 通过 泊 松 方程 的 求解 来 说 明 边 界 元 方法 的 基本 思想 和 具体 作法 。 


待 求 解 的 方程 和 边界 条 件 为 
Аи = f TER 
3 = 1 (2, = 0, = 20 
и], = 8 ея a (В. 2. 2.6.1) 
t эй, а. 30 з O tab t 
首先 给 出 方程 . 
Aw = òlrir) (В. 2. 2. 6.2) 
的 基本 解 为 
去 nlr — г] 二 维 问题 
pS г (B. 2. 2. 6.3) 
ЖЕТУ] 三 维 问题 


其 中 8 Clr) Эу Dirac 函数 ， 即 r 一 rm 时 为 无 限 大 , rér AF, B | Srlr)d9 = 1 , r, 3 
О 域内 一 固定 点 P, HRB, r 为 域内 任意 一 点 的 矢 径 。 下 面 讨论 二 维 问题 , 对 于 三 维 问题 , 读 


者 可 以 用 类 似 方法 导出 有 关公 式 。 
边界 元 的 出 发 方程 
首先 将 加 权 祭 量 法 应 用 于 (В. 2. 2. 6. 1) 权 函 数 就 是 基本 解 (B. 2. 2. 6.3), BẸ 
[as — an= Ae аи ЖТ; 
. j (u-— в\) 20091, = 0 (B.2.2. 6.4) 
利用 格林 公式 | | 
Ko uhoda = W = «99 |аәп (В. 2. 2.6. 5) 
可 得 


[диа z 7 + | До 55 224 лаа (В. 2.2.6.6) 


ап 

Е ЕЖ р ш НиТ Q 内 均 连 续 和 二 阶 可 微 。 ы Р, (ro) 在 域外 ,但 这 种 情况 

， 人们 不 感 兴趣 。 若 要 求 P 在 域内 , 则 上 述 的 积分 域 需 要 减 去 包围 Po 点 的 一 个 微小 的 球 域 5.， 
设 它 的 半径 为 ee 是 一 个 很 小 很 小 的 数 。 另 外 记 П—8,=П,. ЖЖЖ f 

| wanan = |. «дей + |, [e3 — gew dn (B. 2. 2, 6, 7) 


dn 


由 于 [лао = | woud + | Au wd, = [e Auda + Guy, + | ш, 
. “< < А 


SF K И йн ME e— 0 时 趋向 于 零 ， 所 以 可 以 略 去 ， 因 此 (B.2.2.6.4) 式 在 利用 
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(B.2.2.6.7) 式 后 可 得 


[saa — [= aa +Í s -uE wak + grw) 490, 
tt a Tejan, 
К (аа. 90) 498, = 0 (В. 2. 2. 6.8) 
在 О. Е Aw 一 0， 等 式 左 边 第 一 项 为 零 ， 等 式 左边 最 后 一 项 由 于 e—0 时 


É ди _ „йш 
э\ Ən МЕР 


= [1595 -- и 95 |e 


дад, 


an 


一 | 3 Hne» E ди osh + ЛЕ * ed8 + “(po)” = » саб 


=u(P,) (В. 2. 2. 6. 9) 
将 这 一 :结果 代入 (В. 2. 2. 6. 8)， 经 整理 得 


= р раш ди _ до 
u(P,) = | wran fale и gjdag， е wis а р аә, (Р, € 0) 


(В. 2. 2. 6. 10) 

利用 这 一 公式 ， 可 以 用 边界 上 的 解 x 来 计算 域内 任意 一 点 P. BJ {Н 
如 果 P 位 于 边界 上 (如 图 B. 2.24 所 示 ), 则 上 . 

ti 只 是 (B. 2, 2. 6.9) 式 将 不 等 于 
ио zu《Po) ,其 中 a 是 边界 点 Po 处 左右 一 
таня, 这 个 夹 角 是 夹 0 域 的 角 。 ШЕР, 在 
光滑 边界 上 这 个 夹 角 就 是 x。 当 P, 在 边界 上 时 
(В. 2. 2. 6. 10》 式 改变 为 


\ 
uP) =| wran = 区 Ë ашо ‘вап, 


ди 
Ən "m 


(P, € 20) (B.2.2.6.11) 
三 维 时 将 以 上 公式 中 2x 改 为 4x 即 可 ， 故 可 统一 地 
写作 | 


490; 


+ [= 区 
зд 


8 В. 2.24 


жек“ = | wran + |, До – a Sm daa (B. 2. 2. 6.12) 


фы =s 
w 2 =# 
这 就 是 边界 元 的 出 发 方程 。 
边界 元 离散 化 方程 的 形成 ， 原 则 上 讲 ， 在 边 田 元 出 发 方程 得 到 后 ， 其 离散 化 的 过 程 与 有 
限 元 方法 是 类 似 的 。 
首先 将 边界 分 割 成 小 单元 (El B. 2. 25)。 二 维 时 边界 为 曲线 , 分 剖 成 许多 小 线段 ; 三 维 时 
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а 2 


边界 为 曲面 ,被 分 割 成 许多 曲面 元 .所 有 被 分 割 后 得 到 的 单 
元 都 可 以 用 等 参 元 的 方法 建立 函数 与 坐标 间 的 关系 。 
记 38. 为 边界 322 上 的 单元 , (B. 2. 2. 6. 12) 可 改写 为 


=P.) = | юға? + кэй 


ш = и 501490 
МЕТ дл) Ë 


‹В. 2.2. 6. 13) 
ЯФ e= jro): P, 的 矢 径 为 ro。 在 边界 元 上 和 以 前 … 
样 可 以 定义 形 函 数 МО, (е) 是 单元 号 ，j 是 单元 内 的 点 。 
二 维 时 单元 为 线段 , 在 直线 段 时 , 将 线段 一 端点 A. Л 变换 
| 219—1, 这 二 个 点 上 ， 又 设 


N= 4070, Ns=30+6) e 


BI B.2.25 


(B.2.2. 6, 14) В 
FE х= £N, + х») С e 
(В. 2. 2.5.15) A 
y= ул№ + ysNsf i 
对 于 曲线 段 ， 则 取 二 端点 А, ВИЧ СЛ 1р -1 o 1 . 
К —— 
ER- 1, 1, 0 点 上 ， 并 设 é 
N= 46-10. Ne=1-Ë, N, =G +) 
(B.2.2.6.16) 
于 是 z==z,N.+zsNy+-zeNc` (B.2.2.6.17) 
у= NN Na) Rr 图 B.2.26 


对 于 三 维 问题 ,边界 单元 为 三 角形 时 可 将 它 变 换 为 平 


3 3 
х= EN, у= DyN, x= =N, (B.2.2. 6.18) 
i=] i=] i=] 
单元 内 函数 值 为 ` 
SS 
u = ХМ, (В. 2. 2. 6. 19) 


在 边界 元 为 曲 边 三 角形 单元 时 则 用 二 次 插值 函数 。 
在 边 办 元 上 定义 了 形 和 数 及 所 人 方式 后 ， 则 有 


цб = имө ЕЗИ 


* 
= 4 дл 


Ж u ORRETAN и (8, 是 单元 节点 数 。 另 外 ， 二 维 时 
da0. = 19 = sx T (Ду®у = [i 2: (23) | ae = aqe 


(e) 
и мә (В. 2. 2. 6. 20) 
P 


(В. 2. 2. 6. 21) 
三 维 时 
(е) (e) ахо Ire ду“ "N Bx 
4ай, = | dr x аге |= |{? k 2ye, + ЗЕ х | эт эте ат | 
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А а ЎЎӮ.(( —-—-—-—-—-—-_-—-—-—-—-—..-.-------—--- ы. 


¢ з 2 А т 2 
(В. 2. 2. 6. 22) 
其 中 ?为 面积 坐标 中 的 任意 二 个 ， 而 第 三 个 坐标 应 改写 为 1 一 上 9。 这样 作 不 方便 ， 所 以 
直接 用 ё, 6,, &. EU 


ay ду _ ду ду_ ду_ ду 
дё аё, 98, 97 7 9ё, аё, 


等 等 ，(B. 2. 2, 6. 22) 可 改写 为 


dan, = 1[9y 2z 25 92 , ду Iz _ Ayaz _ ay 9z Әу əz)’ 
at 2, б Әё&бә&, "22, 22, аё, aE 26,26, аё, 26,) 


3z дх az дт | dz дт дх Әх ðz Әх gz дх\? 


af 2, 326,3, 9698 аё, аё, 26,236, 26,26, 


А 26е) | ad: 


дт д 
+ [5+ 92, + 2,22, T JE, ЭЁ, ЕЭБ ЗЕ. aE, gE aE 


+ 


(В. 2. 2. 6. 23) 
将 (В. 2. 2. 6.20, 21 或 23) 代入 (В. 2. 2.6.13). Шр 


„УУ „ө [м шо ir) yae 
“1 


аел р=1 


+{5* | Í we омга ]+ 2 |, wL Jr fA (В. 2.2.6.24) 
Ep: 为 边界 上 的 节点 ， 并 取 P, 即 为 边 万 界 上 的 节点 。 上 式 可 简写 为 
AU +в? +к=й (B. 2. 2. 6. 25) 


ERA, ВЫ NXN AE, N 为 边界 总 节点 数 ，A 由 A 组合 成， 
1 te) |. 
А, = |- “| Nto eS ее) а-о 
=] 


G = 1,2,--.,№) (В. 2. 2. 6. 26) 
B B B: 组 合成 . 
B = ai ш руун аё) ао 


G=12 N) (В.2. 2.6.27) 
ето, SEH 2N 个 方程， 而 边界 条 件 代入 后 可 以 减少 个 方程， 余下 得 М 个 方程 ， 


ЖЕШИН = {и ш, шь}! 90 090, 9а... дах. 。 于 是 解 都 得 到 了 ,要 求 域内 
u 值 时 用 (В. 2. 2. 6. 10) 式 即 可 。 

应 当 指出 边界 元 在 计算 积分 时 需要 化 费 大 量 计算 时 间 ， 特 别 是 边界 形状 比较 复杂 时 更 加 
明显 。 为 此 人 们 还 采用 边界 元 和 有 限 元 结合 的 方法 ， 这 对 于 无 界 域 问题 的 求解 特别 合适 ， 边 
界 可 以 人 为 选择 ， 当 然 形状 越 简单 越 好 。 这 样 可 以 充分 发 展 有 限 元 法 的 灵活 性 和 边界 元 法 降 
维 功 能 的 优点 ， 使 计算 尽量 做 到 有 效 和 灵活 。 
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2.3 ” 泊 松 方程 求解 的 直接 方法 


有 限 差 分 法 和 有 限 元 法 是 偏 微分 方程 求解 的 ~- 般 的 和 行 之 有 效 的 方法 。 但 是 针对 一 些 特 
殊 问 题 ， 还 可 以 设计 …- 些 特殊 的 方法 ， 以 期 达到 更 高 的 计算 效率 或 适应 特殊 的 需要 。 以 下 几 
节 就 是 介绍 几 种 方法 ， 它 们 是 针对 … 些 特殊 情况 设计 的 。 本 节 介绍 泊 松 方程 求解 的 直接 法 。 
泊 松 方程 是 椭圆 型 方程 的 一 个 典型 例子 ， 它 的 求解 可 以 用 有 限 元 法 。 但 如 果 求 解 域 是 一 
个 规则 的 矩形 域 ， 边 界 条 件 也 满足 某 些 特殊 的 要 求 ， 那 么 生成 的 差分 方程 具有 -- 些 特殊 的 性 
质 ， 利 用 这 些 特 殊 性 质 ， 可 以 构造 一 些 有 效 的 求解 方法 ， 它 们 具有 高 精度 高 效率 ， 使 方程 迅 
O 速 得 解 。 对 于 一 些 问题 , 如 不 可 压缩 粘性 流体 流动 的 歼 值 模拟 , 需要 求解 大 基 的 泊 松 方程 , 提 
高 泊 松 方程 求解 速度 就 是 一 个 极 重要 的 问题 。 
下 面 讨 论 二 维 情况 下 泊 松 问题 的 求解 。 方 程 和 边界 条 件 为 
Аи =q (х,у) Є (0 < z < L.,;0 < y < L,) 
边界 条 件 为 第 一 或 第 二 类 边界 条 件 
在 z，y 方 向 对 区 域 作 等 间距 划分 ,zx 方向 为 M+ 1 等 分 ，y 方向 为 N 十 1 等 分 ， 于 是 泊 松 方 
程 的 差分 格式 可 写作 


13 一 ш, F ош + ш = ди иі _ 
М Ат? Ду? = fij 


(В. 2. 3. 1) 


(В. 2. 3. 2) 


或 整理 为 


2 


Ах 
= Шз жыл Е шр 2 
Uiii Uii, Дун! шару T q; Àx 


Az? 
.„ 41+ 45 


2 
кк 
=1,2, M,j=1,2, N) (В. 2.3. 3) 
RR r=0 R z==L, 上 给 定 第 一 类 边界 条 件 ， 即 
to; = бу; им+а = Purify) (В. 2.3.4) 
于 是 8.2.3.3) 式 中 ;1，M 这 二 式 可 写作 


Ar? Ax Ад? 
< дун < 人 2|1 十 年 jw = Ay — uy,; = — 9; + poy) 


2 


Ax Ах? | Ат 
— им-1,;— дум + 41 + Ay |w. == Дубин = — бм; + puil) 


于 是 (В. 2.3.3) ЖЕЕ Е 


A 一 了 О; Qı 
— I A 一 了 U, Q, 
А : = 1; (В. 2. 3. 5) 
— A — 1 Us| Qui 
А240 Q, 


其 中 AA ANXN 的 三 对 角 阵 ， I N NXN 的 单位 阵 ， U,= {ш л» Mi,29 "3 wun}, Q; 也 是 由 
N 个 单元 组 成 的 列 阵 , 元 素 的 值 与 4 及 边界 条 件 情况 有 关 。 在 y=0 及 y= L, 处 具有 不 同 边界 
条 件 时 4 具有 不 同形 式 。 统 一 形式 为 
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Az 


= 45 
y kra saN Ах? 
К в = |: + | 
y 一 0 处 第 一 类 边界 条 件 时 8, = 8 
y a Bu y 一 艺 , 处 ”第 一 类 边界 条 件 时 Bw 二 8 
第 二 类 边界 条 件 时 Ам = 8 + У 
y 方向 为 周期 条 件 时 ¿= 1,0, = ñ, = B 
(B. 2. 3. 6) 


同样 地 ,如 果 х0 或 工 ,处 的 边界 条 件 为 第 二 类 边界 条 件 时 ，(B. 2. 3. 5〉 左 端 系数 矩阵 的 左 
上 和 角 块 矩阵 4 应 改 为 A 一 I， 右 下 角 块 矩阵 也 因 z=— L, 处 第 二 类 边界 条 件 改 为 4 一 T， 而 相应 


的 Qo Qu 要 根据 边界 条 件 值 作 相 应 的 修改 。 系 数 阵 的 统一 形式 为 


K, -I 
E уй ыз z 一 0 处 ”第 一 类 边界 条 件 
第 二 类 边界 条 件 
-I A -I 

z 二 上 处 ”第 一 类 边界 条 件 
: 第 二 类 边界 条 件 

一 7 A 一 了 

—I К, 


K 一 4 

К.= А-1 

К,= A 

天 .一 4 一 7 
(B.2.3.7) 


该 系数 阵 代替 《〈B. 2.3.5) 式 中 的 系数 阵 后 所 得 的 代数 方程 组 在 M 满足 一 定 要 求 时 可 以 


用 循环 消去 法 快速 求解 。 
下 面 介 绍 循环 消去 法 。 求 解 的 方程 一 般 形 式 为 
Ж, сыр | po | [KP + p 
—B, 4o —В, 内 Ае? + p” 
Лү Na | ó |_ лею + р? 
— B, A — B, Pn -i AVP, + pP- 
— В, Ни фк Кд i Р? 
(В. 2.3.8) 
其 中 B, =61, В, =,1, A = {ais pi» b, * b, > 0 
K® =A® — В,, K® = А© — B, 
4° =0 i= 1,2,-- N, 
Р?! == ¿= 1,2, N, (В. 2. 3. 9) 
25 — 1 ND = 
N, 二 ND = 2,3 
2- + 1 ND = 4 
ND 表示 边界 条 件 情况 
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ая 


ND 二] х= 0,1, Е 
= е сес z = L, 处 为 第 二 类 边界 条 件 
=3 x 二 0 处 第 二 类 ,x = L, 处 为 第 一 类 边界 条 件 
=1 二 9. 工 ,处 均 为 第 二 类 边界 条 件 


y ARRATE U. REA HE 入 D 一 4 的 情况 。 


循环 消去 法 的 做 法 如 上 下: 在 (В.2.3.8) 式 中 

第 FR A”. BITR 58;, 相 如 | 
第 2m + 1 (3 A”, E 2m 行 乘 有 .第 2 十 2 行 乘 а 
ЖМА. N. — 1173 B. Hl J 


АФ? + р? 
t 
AD” + р" 


к? 一 B: (p 
ia B? А“? 26 В? $ 
-8 А? — В f 
2 | I = 
` I 
— В! A! T В; ГА 2 
= ? 0) 
Ві K; 从 
其 中 Ко =K' A би, ВВ, KP = KPAV prs 


AÙ = A 一 В.В, 


Kigi” + pP ЕСА + 077) + B, (A Yq” 


D—N 
N-D 
N — № 


第 :一 1 次 消去 过 程 


Кі) + pi? 


: 
: 
АФ?! ,十 pa 


KO + py 
(B.2.3.10) 
B.B, 


Е у] 


= Кд [г 十 кт (ьт + Вә?) | + В, „рі? 


Фо 


= Кі + В,р + B Bag” 


4% =g” + Кі рі? + Bg) = Ktp 


(ú) 
1 


pP = В.р + BBA” = В,” +B BKO pO 


-1 


q) gd КРО + Вю) = Кї p 


Р =B p$- + BBa? = Bp + 成 成 Kg ph 


АЧ?! Р. | — pa = А (40) 0 十 рі 1) + В; (Aq 
+ Bl Ag + р s) 


+ pi) 


=A [29 Аеро, т В, + В ,)] 


W 
?1 


+ Bipin + Bipin 
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= А9 + BBa + Bp + Bpi 
Ф =н + А" (pina + Вла + Ваз) = Ад: 
РО = Вр + Bpl + АФ BB ph, (В. 2.3.11) 
m= 1,2,---,2 1 — 1 
类 似 地 ， 继 续 作 消去 法 ; 
3 А-7, 881-27-49 ВЕ ， 相 加 
原 第 2m 十 1 R А-7, 原 第 0н 2711 ITR ВР, 原 第 2012—11 R BZ ЖШ 
原 第 N. TR А90, 原 N, 一 2 个 ' 行 乘 Bf” 相 加 | 
这 里 原 第 几 行 只 表示 原 行 导 ， 而 其 内 容 为 上 次 所 消 后 得 到 的 内 容 。 这 样 可 得 到 


Qy D ш 
K? ЫЕ BŽ Д К?Н? + pi 
000 ч) 
—B Ао — BZ Pir Афу + piar 
А ау 
Е в? АО В? Фин” _ AV qite 十 Pitzer 
е И быч 4 
-B А? 一 一 | 各- АФау + рю .2 
йз" 00 но 
—B KP ys, К?ч, + ру, 


(В. 2.3. 12) 
其 中 
Ко49 + po = АЧК 040-0 十 pE) 十 BZ” (АЧ Dg9 十 р.) 


кезде» Га 4 KED иез + BE О] + Bf Рр, 
5 


ká] 


=K PaP + BE pria + BE BE q 
Ур 


” 


a pe!l, 2171 рр (一 1) 
b =B; puaga БВР B; qi 


Ч-1) 


qP =” + К” (p + BE 9950-1) 
KP =Kü DAD — ВЕ BE 
KP = Кри вве" 
A A = 2Вв В ` (B. 2. 3.13) 
进一步 ,将 91? 代入 р 可 得 
pP =ВЇ рү, + BF BE q? 


> 0-1) 


=B} ре, + В Б фу? + К [BY ве pE? + BY By a] 
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B B; -IF py-t pa- 
віри. 209 — BP ps) + KP Ea BE p 


p% ' p _ ү 
ТЕГ үе — В? "Pr rr e В; "руы ra =a] 
1 z | 
m ^л=? *, W 
pP = BIBIS? + Bh pt 一 BIB pk" 


4-1) __ 


+ кс» BPBPpE о + -ЬВЇВР( pf 一 BEP 一 ВРЕ) | 
p = ВВ, 1) + В? УЬ BB pi 
Ë Kyu BP BY р 5 十 BB) Р л), 一 Bpa — ipg 8) ] 


(B.2.3.14) 


或 写成 递 推 公式 为 


p = B: ра + BE В? -1 а 
90 = ? 4 KED cpg” $ BY gy) (1 == 2,3, ,4,— 1) (В. 2. 3. 15) 


А L=1+2?! * т (т=], 2, +, 2"), 则 


о 
i=l 


pP 一 Bf pt Pa + BY pE pit 2BY BE qp = BY ри), + BE 'p 


Er D + B GEL |] 


卫 十 2 


t- l- 25 
+ 28? "В [g + А pE? + Вато Ке 
=B" ‘pi 2 4 ВР p% + 28? "BY rara DB” pE Ea 
2-2 一 2 AUGO | pi- Br (一 1 g? К> 2) Q 
— В pe 二 pz: + pr Be Ёз" 1— Bi ра уі 
1 2 


— Br 2 (一 2) Bf (一 1) 21-2 0—2) 272 a) 
1-2 十 ar pr = B? P Риа B; PED ya) 


2 Prota - а 
? В? L+! r+ 1-7 


= p” BY ‘pf D — Н BY PEP, BË А а-э, < BÝ ‘BY pe 2 


+ ВЕ pr уа + Ae (ав? BY pE? — ВР ВЕ рү}: 

+ BU BI Б уз — BUBI pb a: 

вве рер BY Be pepi BY BE pichca) 
利用 记号 可 得 


РЁ = Bt Bip? 2 BiB? рит; 2) 十 BY pirm EE B” Bipy d- Е + В py 
6111 ° 


+ AY {2ВЁВ? рү? — ВВ? Ыр + ВБ р — BHB pR 
一 ВЁВ# рҮ Р + ВАВ р) 一 ВВ pR (В. 2. 3.16) 
也 可 以 写 出 下 列 递 推 公式 : 


qP 一 多 + At [pp q BP шр, + ВЕ qu ) 


ро = =2В#` V: ‘gp £ Вв? PER v Ві “0, (В. 2. 3.17) 


Pir- 


т = 1,2,24! 一 1 


当 ! 一 上 一 1 时 得 方程 


KD ЕЕ В? Ф, Кан!) + p 
—ВЁ' Aa —вї || + 21 = си Се „КВ. 2.3.18) 
Ca оке» ж, J вн о 


进一步 消 元 可 得 

by 
к — B 
-B KẸ 


(В. 2. 3.19) 


Ф | Kq Чә + РЇ? 
网 |- Ве д? + РК) 


K о д Ка? + р? 
i к) 网 Б Р + АИ 


以 及 


(В. 2. 3. 20) 


其 中 
K =Кї?Кї? 一 B pz 
q+) 一 of L KYT „Чо + ВЧ? 
qi 91° + К P: 2 Фм, (B.2.3.21) 
рҮ? =B% РЇ? sË B? В?” qD 
或 P Bp + BB 
= в? ру + BÝ pz: la + KE ph > + BÝ 9] 
考虑 到 qt? = (pr = BŽ ph- Jara" 
а = [q E Cag 
可 得 8 
十 天 [Bf B 一 BÉBI Piron + BUBE po "| 


其 中 14 2571 =N,— 2-1 = (N, +1)/2, М, = 1 2 
6112 


уз oyaa s алена ача терро P оч 


] G —1 


RM Ру ВР BP эу — BU BP раа Б BY pio 
.- aa w. edro i,- = 
+KP [BY BY рр — ВРЕ ВЕ paoa + BI BE p] 


设 h=2”-!， 则 得 
р!” = BIBI 一 В\ВЁР aon + BE pw 


G —1) 


те ке? [BBA 一 ВІВ? ра. я + BiBY py ] 
(В. 2. 3. 22) 


Q 


Ç i i ) 
Ру?" =BiBipy, — ВЁВАра tw + BYD 
+ Ki” [BP Bp) 一 ВЁВР ta + ВРВ] 


应 当 注 意 , а? 实际 上 并 不 需要 计算 ， 只 需 计 算 р” ЖИГИ Т. Ahh (B. 2. 3. 20) 可 以 开始 
作 返回 计算 ， 即 
% =qg 1 + Кр tD 


=н» + (pP 一 BY Pi Ron) [в BE 
(B. 2. 3. 23) 


А 
tD 人 十 1) 
фу, =4у K pw 

y> y 


Я ł —1 x k: 
=+ к” + [эу Врат.) Br BE 


然后 利用 (B. 2. 3-18), (B.2.3.12) 可 以 - 步 、 - 步 进 行 返回 计算 ， 得 全 部 的 少 值 : 
p =A“ 18 + Вер, а + Врли] 
+ TETE [2 BY pi y- + Вр“ | (В, 2.3. 24) 
L=1+2 1=1,- 141, 2,531 
在 计算 过 程 中 要 大 基 计 算 A”, Br, KPE. IF Вт, Вг 的 计算 是 方便 的 , Ао, KO 
的 计算 可 用 以 下 因 式 分 解 公式 : 


АФ =]I{a® 2cos 《2 =DE Í biba х [| 


#=1 2 


2 


= AV — aP N bib: ° 1) 


(В. 2. 3. 25) 

2 
к =]llae — ať МББ, ° 1) 

2 
ко = АФ! — аў, NV biba š r) 

而 ait ayak: 
Bølla” i=1, 2 
*1i3 ° 


` ——P v. 


t ` 21: 1 2—1 


由 П(= ~ 9) = (е а") Це аво) — 1 (В. 2. 3. 26) 


#=1 k=1 kl 
iz at i= 
{= 1,2,,..,1, 
K 可 由 公式 
з! | 
К = Піл М) 
ила 2 z (B. 2. 3. 27) 


Пе — а) ~ | [íz — абу) П (= — ак) — 1 
# | k=] 


二 一 | 


a =b (= 1,2) 
计算 ,其 中 a 由 下 式 确定 : 


+1 z, : 
Пе — а) = [1+ — а%) П=- ауу) — 1 (B. 2. 3. 28) 
至 此 ,ND= 4 的 情况 就 解决 了 。 对 于 мр= 2, 3, WAX, 但 是 М, 3 2, 对 于 ND=1 
的 情况 ，N, 应 为 2 一 1、 其 它 作 法 是 类 似 的 。 

E bi —=b,=1 时 则 


2k 
ай} = а = 2cos 


=l O) 一 
С: А i (B. 2. 3. 29) 
2k — 1 = 
21 L 1 i 

根据 循环 消去 法 , ЭЖЕ Н] ВЕТО ЗЕВС НЕ КЕ. 5,220 时 , 程序 BTLAQPG 用 以 
实现 ND—1—4 的 计算 ， 当 b =. =1 时 可 以 用 POISSX 程序 实现 。 

以 上 讨论 的 问题 具有 第 一 、 二 类 边界 条 件 ， 如 果 方 程 在 “个 方向 有 周期 条 件 ， 则 可 以 用 
快速 富 氏 变换 FFT) 的 方法 求解 。 比 如 说 在 у 方向 为 周期 条 件 ， 则 可 设 解 x(xz,y) 具 有 如 下 


Жж: 


а, = 2cos 


ulr, y) = $s (z)e ыр Те (В. 2. 3. 30) 


其 中 i= Y 一 1。 将 它 代入 差分 格式 〈B. 2.3.2), Ж азнав, 则 有 


NTI A = Š 
+ {изб2;-1) -一 24; KE) + буба) 2 27} A г}. 
2 | АА | со N, 1) Ga) ей 
e sea =. 
Фб )е G= 1,2, N, — l; j= 1:2, N,) (B. 2. 3. 31) 
ў=0 
比较 系数 得 
A A A 
и; (£i) 一 ди, (zi) + uz л) 2 2л 
ае O т сов ZF ~ i) b = Q; (=i) 
G = 1,2, N, — 1; j= 1, 2, М.) (В. 2. 3. 32) 


在 给 出 х=0, х= 二 端 边界 条 件 后 ，(B. 2.3. 32) 就 构成 了 N.—1 + N, 阶 的 三 对 角 线 性 代 
数 方程 组 。 它 们 可 以 解 得 各 ad, КА. (B. 2. 3. 30) 后 即 可 得 иб, у). ВР FFT 的 计算 效 
率 很 高 ， 故 这 一 方法 可 以 快速 求解 泊 松 方程 。 
顺便 指出 ， 如 果 ? 方向 不 是 半期 条 件 ， 但 都 是 齐 次 第 二 类 边界 条 件 ， 则 可 以 将 解 表示 为 
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кус К 
ибх,у) = У)2;(х0соѕ 7) (B. 2. 3. 33) 
7-0 У 


也 可 以 类 似 地 代入 差分 格式 ， 得 到 方程 组 
ulr) — 28560) + 00х11) 
Az? 
求解 后 得 ulr) AEA (B. 2. 3. 33) 上 后 得 w(x ;y)。 直 接 计算 (В. 2. 3. 33》 式 时 计算 比较 繁 ， 效 
率 不 高 , 但 改变 系数 次 序 后 可 用 FFT 计算 , 效率 大 为 提高 , 所 以 这 样 做 计算 速度 仍 是 很 高 的 。 
次 序 改 变 的 具体 做 法 可 参考 苏 铭 德 (1992) 论文 附录 下 。 


2.4 对 流 扩散 方程 的 有 限 解 析 法 


有 限 解 析 法 是 由 陈 景 仁 于 1981 年 提出 的 一 种 数值 方法 ,对 于 解 对 流 扩散 型 方程 有 较 好 的 
效果 。 该 格式 具有 迎风 性 ， 并 有 希望 与 奇异 摄 动 法 配合 解决 高 雷诺 数 问题 。 

本 方法 的 基本 思想 是 : 方程 在 整个 求解 域内 一 般 难 以 找到 解析 解 ， 但 在 局 部 区 域内 ， 当 
区 域 足够 小 ,域内 方程 可 由 一 常 系数 方程 避 近 时 ， 可 以 近似 地 找到 精确 解 ， 由 此 建立 该 解 的 
中 心 点 值 和 周围 节点 值 的 关系 ， 即 离散 化 方程 。 对 每 一 个 小 区 域 都 建立 这 样 的 关系 ， 就 得 到 
一 个 大 型 代数 方程 组 ,求解 后 即 可 得 方程 的 数值 解 。 

下 面具 体 讨论 该 方法 的 过 程 。 

设 图 B,2,27 中 所 示 的 单元 的 边界 点 为 NW , МС, 
МЕ, WC, EC, SW, SC, SE, PUAA Р, CATAR ` 
# ?满足 方程 

Prt Сф — 2AP, — 2ВСф, = f (B.2.4.1) 
#:HBC>o, А, В, C, THAER 


+ дй Cacos рч =G) (В. 3. 3. 34) 


引入 
убы Ах + Ву , 
P= (A + RO” (B. 2. 4. 2) 
代入 原 方 程 得 齐 次 方程 
2а ==Ахт„2Ё== Ау 
&.-ЕСёф„„—2Аф,„-——2ВСад„:=0 (В.2.4.3) i 
边界 点 nb (EI NW, МС, -98 个 边界 点 ) LUREN 图 B.2 27 
A B 
Pas = Poms 一 Гаво], (В. 2.4.4) 


故 边界 上 gs 也 是 可 以 由 gw 值 确定 的 。 为 方 使 起 见 ， 这 里 暂 只 讨论 齐 次 方程 的 求解 。 即 设 
(B.2.4.1) ЖЧ /=о, | 

现在 假定 单元 的 边界 点 nd (NW, МС, ++) 上 的 函数 什 gs 已 知 ,在 边界 之 间 的 边界 上 
的 函数 值 "由 线性 函数 和 指数 函数 组 合成 的 函数 来 代替 ， 比 如 在 N 边界 上 (NW-NC-NE)， 


g 一 GUY 十 aN: + аў (en — gy 
те P le-a =@w = аў — ath + абет — 1) 
ФУ 1, 一 和 rc = аў 


P liza = yg = аў + аўА + а (e — 1) 
6115 * 


H F 849 
аў = Pye 


аў = lye — фар 一 (фк + Pw — 2gxc)eth (Ah) J 


=p (Pe + Puw 一 2Фус) 


a; 
在 其 它 边界 上 有 类 似 结 果 。 现 设 
g = pet 5 (B.2.4.5) 


КА (В. 2.4.1) 并 计 及 f=0， 则 有 
Ф. + Сф, — (А? + В:С)ф = 0 (B.2.4.6) 


边界 条 件 为 
g(z,k) =e sade + are “+ (ау — aye“ ] 
Kr, — k) =е®[аўе^* + аўхе-** + (аў — а )е ~] 
(В. 2. 4. 7) 
Ph, y) =e" [aje + atye P” + (ай — af)e P>] 
@(— ћ,у) =е®[ате® + aY ye > + (ар — az )e P ] 
方程 (B. 2.4. 6) 可 以 用 分 离 变 基 法 求解 , 所 得 的 解 在 z==y=0 时 即 为 中 心 P 点 的 值 , 这 样 就 
可 建立 如 下 的 方程 : 


gr =Cuz%xz + Сысфус + Смут + Csee 


+ Csc@c + Csy@w + Със + Cwefwc 一 Crf (В. 2.4.8) 
其 中 МЕ =Ёе-^*-*, Css = Жез ta Ск = EBe 2, См = EAe 
См =Ее*-*,‚, Coy = Ее^*+®*®, wc = ЕВе®, Сус = EAe™ 
(В. 2. 4. 9) 
C, -za pal- АА(Сь + Ce + Cse 29 См i Cwe = Csw) 
一 Bk(Cyz + Се + Cow — Cse — Cse — Су») ] 
E = ЕСАБ — АА cth(AñA) + E, — Bk cth(BË) • E', 


EA =2Ah сһ(А/)сїһҺ(ААЛ) • E, 
ЕВ =2Bk ch(Bkycth(Bk) + Е, 


E- 一 (一 Dj 
E: = У TAR F OAT сису 


т=1 


. _ Š — (ЮА ` 
Ез = D T E AFIA 


a=) 


rp VA + ВС + RYC 
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了 一 


x. =m l. Ma = VA + PC + X 
m = 1,2,3, (B. 2. 4. 10) 
(В. 2.4.8) 式 就 是 基于 有 限 解析 法 的 差分 方程 ， 显 然 系数 的 计算 是 很 繁琐 的 。 事 实 上 可 以 采 
用 下 述 方 法 ， 使 计算 大 为 简化 。 
# a= ХО) (у), AAB. 2.4.3) 式 ,可 得 
X” — 2АХ! 


Y" — 2BY' _ 


+С 0 . 
| x Y | 
由 于 二 项 分 别 只 是 z 及 y 的 函数 ， 它 们 之 和 为 零 的 条 件 是 它们 分 别 只 能 是 常数 ， 即 
OAR = ИВИ s 
X- Y 
或 X"— 2AX' — АХ = 0 


x YY + AY = 0 
其 中 4 为 一 常数 。 这 二 个 方程 的 特征 方程 为 


À 
à — Ард 一 人 一 0 m — 2Вив+ Ç = 0 


АФ МАТА m=B+ B- Ф 


选取 4 的 几 个 特殊 值 0， 一 4:，BC， 则 得 特征 值 为 
| А =0, ра = 0,2А р = 0,28 


” z 
=— A, m=AA ВЕ, |в 


А=ВС. Z= A+ МА ЕВС, рь = В,В 


解 得 特征 值 


引入 记号 


2 
m = А + VAF ЕС, ma = B+ [B + 4, (B.2.4.11) 
于 是 


pa 0, 2A sAr A Mrt | (В. 2. 4.12) 
# = 0,2B , fas pB, B 
% 的 解 可 以 表示 为 
@(z,y) = (C! + Се) (Ci + Che) + e Cren + Ct en) 
+ (Ct emy + CY ereje" (B.2. 4.13) 
其 中 C" 为 待定 常数 ， 可 由 8 个 边界 点 值 (u Auo =) ME. HS z=y=0, аА, Й 
可 得 到 方程 


Ф = Cup — Cef (В. 2. 4.14) 
ah 
其 中 nb АП МЕ, NC, "$, HA 
CxwACwa =С»с/Скс = Csw/Css = а? = et 
+ 117 ° 


Су Сук =С/Снс = Ск /Сзк = В = е?” 


2-7% 
Е. | ла Сна 1-14) 
112-20) 


2- G+ D + +C WÀ над + BA) 


人 
(B.2. 4.15) 
дегу, Га, B. Ao À 
a= e p= e д = ес À = ене (В. 2. 4. 16) 
此 外 
Сь=— а mey ВКС — Сус) + АҺ(Сьс — Сыс) + САВ + ВА) (Сы — Csw) 


+ (ДА — ВЕ) (Cse 一 Cow) | (В. 2.4.17) 


(В. 2.4.14) 就 是 基于 有 限 解析 法 的 差分 方程 。. 
在 以 上 计算 中 当 4=0 或 B==0 或 4,B 均 为 零 时 , 基本 解 及 (B. 2.4.14) 中 的 系数 有 所 
变化 。 


—q + Vg + 8/8, а+1\{,_ 2 
Сме = ————n s, 1— = 
4 а — ] В, 
— 2C 
быгы 1 2C uc 
а 24] 20а) 
1-26 —[1+ 2 Сыс 
Сус = Сис Cyw 一 ОЖ 1/2?) = Csw 
Сук (См = 1/4°, Cgc/Cwc = 1/а? 
Сук = Сук» Ё, = е1, =й + (В. 2.4.18) 


A—0 ”8B 关 0 时 将 上 式 各 因子 作 如 下 变化 ， 
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NW NC NE SE EC NE 
WC ЕС = SC NC 
SW SC SE SW WC NW 


h,k kh 
а В, = Ва, 
В, = e yT a, = ев 


- Ску Сук С» Cs 0 
RN АБ 
2(h + k/ C) 
ВМС 
2‹Һ + АМСУ 


Cp = 一 -一 (B.2.4.19) 


A=0, B=0 Rf 


Сме = Сес 


Ск =Cwr =x 


不 难看 出 这 里 介绍 的 方法 比 Chen 提出 的 方法 简单 得 多 ， 而 且 不 产生 级 数 取 有 限 项 时 的 
截断 误差 。 计 算 表 明 二 种 方法 的 结 时 接近， 都 有 迎风 性 。 如 设 hk=k=1, C=1. 
Ж А=Вв=0 时 ，Cw 系 数 结果 如 下 : | 
му = 0. 04469(0.0) Сс = 0. 2053(0. 25) С = 0.04469(0.0) 
Със = 0. 2053(0. 25) 0 с = 0.2053(0. 25) 


Csw = 0.04469(0.0) Csc = 0: 2053(0. 25) Cse = 0.04469(0. 0) 
( 括 导 内 的 值 为 本 方法 值 , 另 一 值 为 Chen 方法 得 的 值 ,下 间 ) 
RK A=1, B=0 i} 
Cnw = 0. 08708(0. 07309), См = 0. 1600. 16398), Сук = 0. 01178(0. 00989) 


Сус = 0. 4247 (0. 44574), ——, Cec = 0. 05748(0. 06032) 
Сз» = 0. 08708(0.07309), Csc = 0.16(0.16398), Cse 一 0.01178(0. 00989) 
Ж A= B=1 时 
Слу = 0. 02363 (0.02721), Със= 0. 04619 (0. 04415), Сһк= 0. 0032 (0. 003683) 
Cyc= 0. 3413 (0. 3262), Сс = 0. 04619 (0. 04415) 
Со» = 0.1746 (0. 2011), С;с= 0. 3413 (0. 3262), Сек =0. 02383 (0. 02721) 


在 上 述 表 中 箭头 表示 速度 走向 ， 从 数据 上 看 可 知 差 分 格式 有 明显 的 迎风 性 ， 即 上 游 值 影 
响 大 于 下 游 值 的 影响 。 

顺便 指出 ， 在 产 , k 相差 过 大 或 4，B 过 大 时 ，Cw 为 呈 负 值 ， 这 时 应 当 调整 4/4 的 比值 ， 
使 之 尽量 接近 于 1。 因 为 系数 为 负 时 ,会 出 现 其 它 系数 过 大 ,从 而 破坏 椭圆 方程 的 极 信 性 原理 ， 
故 差分 方程 与 原 方程 不 相 容 。 这 当然 是 不 允许 的 。 如 果 用 台 劳 展开 的 方法 不 难 证 明 本 格式 县 
有 一 阶 精度 ， 但 这 是 最 大 估计 误差 得 到 的 结论 。 本 方法 与 指数 格式 接近 ， 二 阶 导 数 项 的 系数 
_ 比较 小 时 本 方法 可 以 通 近 变化 率 比较 大 的 区 域 ， 计 算 表 明了 这 一 点 ， 因 此 本 方法 与 奇异 摄 动 
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法 相 结合 是 有 和 希望 用 来 计算 高 雷诺 数 流动 问题 。 


以 上 讨论 了 定常 的 对 流 扩散 方程 ,在 具体 应 用 时 人 们 对 不 定常 对 流 扩散 问题 更 有 兴趣 ,下 


面 讨论 不 定常 问题 。 首 先 从 下 面 的 模型 方程 人 手 : 


ди ди _ ди 
2: + 


495 аз? 
其 中 >0， 为 确定 起 见 , 设 a>0。 
在 这 个 方程 中 ， 如 果 视 全 为 常数 ， 比 如 一 d， 


则 v 
利用 上 面 讨论 的 方法 ， 可 得 


(В. 2. 4. 20) 


(В. 2. 4. 21) 


и, = Cwuw + Свик + Sec, — Ca) = Cyuw + Crue + Сй (B.2. 4. 22) 


| _ 1— e _ em — 1 
其 中 Ск = > ah Cy = ah 
zsh E 2sh J 
C, = Ë (Cr — C) d=- = 
如 用 隐 式 格式 ， 则 
zt+D 一 Суши? + C. tt) 十 C, uf 
或 | 1+ = upt — Сеш” 一 人 sa 人 tn = 


这 就 构成 了 关于 xz“ "的 三 对 角 代 数 方程 组 
对 于 二 维 问 题 ， 方 程 为 


ди _ 9 


ди ди 
95 +2А5=-+2В 2-5 十 


ду дз? 


相应 的 隐 式 格式 为 


i+ 2 


这 就 构成 了 一 个 准 9 对 角 线 〈 其 中 中 间 三 对 角 为 真正 三 对 
角 ， 其它 位 于 远 二 侧 ， 见 草图 )。 
可 以 证 明 以 上 隐 式 格式 是 无 条 件 稳定 的 。 如 用 显 式 格 
式 ， 稳 定 条 件 为 
一 维 时 
ам 217—1 
p 


ah 
<y+1 Y=er (В. 2. 4. 27) 


* 120 > 


иә — > Cut ci 
nb 


(B. 2. 4. 23) 
(я) a и"? 
М 
= Ut) 
А 
С 
A (В. 2. 4. 24) 
а?и 
25? (В. 2. 4. 25) 
C 
x (В. 2. 4. 26) 


\ 


二 维 时 近似 地 


(В. 2.4.28) 

顺便 指出 ， 上 述 9 WE f EE ТД Schneider 和 Zedan 提出 的 强 隐 修正 方法 
(MSI-Modified Strong Implicit methcd)。 其 笋 法 简要 介绍 如 下 : 
每 一 点 的 差分 方程 可 写 出 如 下 : 


NE МС NW ЕС Р 
ай шар, 十 Qij ijp + а) ша, + ар +i, + йа И; 


+ ah u, 1 + aS ia 1,2—1 + aS uij ] + as u; 1,3-1 = hij (B. 2. 4. 29) 
或 简写 为 АУ = Н 


(В. 2. 4. 30) 
其 中 A 的 形式 及 所 涉及 的 点 如 图 B. 2. 28 所 示 


rP NC 
a 2 
f #, 


图 В. 2.28 
为 求解 〈B. 2. 4.30), #0 —4 А, Ж, H 
` мів = из + ij 


Wijt2 == — t; H 20,341 


Uiit 一 一 2и; + 2и,у+: + 如 ;一 1 | 
HEMA (B.2.4.29) rH 


Uiii- == — Эш; + 20,31 + titij 


ари, + аа, Еа ила + аби + aba; 

Ea an tinj + ай uit + аў шал + аў tii. 

+ Фа. 一 a(— ди + ди + 十 timi) JF CALARE = a(— w; + 2u) ] 

+ CAE APE — a(— u; + 2u; j) ] + Ф, Гага — al 28, + 2ш, + шал) ] = hij 


(B. 2. 4. 31) 


e HEMS ИЧТЕ, 现在 所 得 的 是 一 个 准 十 三 对 角 阵 ,可 分 解 为 如 下 的 上 、 
下 三 角 阵 ， 其 中 
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(В. 2.4.32) 


Аза. ИФ 
L}; =a 
12, 90 асг АА ш аара 
i 1 一 aUi- Uia 
Li =a 一 TDP 
аў — L Uhia — LUL, Фог ja 
1 + 2eU?; | 
pi = Аул ei = ЛАЛ АА 1 
på SLU aj gi = Lj . 
Ti =a — L Uti = ЕРЛШ ун, (В. 2. 4. 33) 


— LUi- + a(2@; + ФЬ + @5 + 245) 


Li = 


Un. _ ау 2 LeU ss LiU ,+ 2a(@;, + pi) 
ij | Т} 
SE ~ LU} 
U? 一 入 тг 0-1 
Us. ар — Ш, — аф}, 
+ L} 
й 


Uš; =a} / L} 

一 般 选 <=0.5， 和 迭代 过 程 如 下 

8% SUTIL IR® (B. 2. 4. 34) 
其 中 69 =үч+о үш) 

R® =H 一 AV® 
эщ | 2% || <e 时 计算 停止 。 

MSI (CH УЕБ, Abh EE AA д. ВЗР AA 

是 比较 慢 的 ， 这 是 本 方法 (有 限 解 析 法 ) 的 一 个 重要 缺点 。 


2.5 发 展 方程 的 谱 方法 


由 于 快速 富 氏 变换 方法 (FFT) 的 出 现 , 使 谱 方 法 得 以 迅速 发 展 。 谱 方法 的 特点 是 精度 高 ， 
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效率 高 。 用 下 面 的 例子 就 可 以 说 明 这 一 点 。 


试 解 方程 
ua ;>0 0<z<x 
u(0,t) = u(m,t) = 0 es) 
ulr,0) = f(z) 
利用 分 离 变量 法 可 得 精确 解 
и(х,і) = Уа знах (В. 2. 5. 2) 
s= 1 


其 中 а, = fe f, = 2 | f Gsinnz dz 
只 要 SOBERE, 在 (0, к) 内 二 次 可 积 , m | P odr 有 界 , 则 级 数 (B. 2. 5.2) 总 是 


收敛 的 ， 在 不 连续 点 上 取 IUGG] 
现在 考点 上 述 问题 的 数值 解 。 用 谱 方法 ， 可 设 
имб2,0) = > u,GD)sinnz (B.2.5.3) 


它 满足 边界 条 件 。 代 入 方程 可 得 


м du, (0) N 
> = sinzz = >, 一 mu, (¿)sinnz 
*=1 я—1 


#3 83 зт у 并 从 0 到 x 积分 ， #5 


Й А x 
['sinmzsinnzdz = —Š,,, 
o 


2 
其 中 m H Kronecker 记号 ， 即 


i0 
4. = | "н (B.2.5.4) 


l m= n 


于 是 可 得 806) G=L2,N 


求解 得 tm (t) =u, (0)e 7" От=1,2,. М) 


考虑 到 初始 条 件 有 
ulz,0) = fG) = p (В. 2.5.5) 
取 前 N 项 ,给 出 В | 
um(0) = f, (B.2.5.6) 
因此 иһ(2,0) = 5 fe sinnz (В. 2.5.7) 
与 精确 解 比较 得 С 
| |а — zx | = | > летва |< Ce (В. 2. 5. 8) 


其 中 CC 为 一 个 与 N 无 关 的 常数 。 以 前 讨论 过 用 有 限 差分 法 解 该 方程 ,误差 为 O(Ar,Az) ,而 这 
E Ne “的 量 级 ， 不 难看 出 谱 方法 精度 很 高 。 因 为 sinnz 为 谱 函 数 ， 故 本 方法 得 名 谱 方法 。 
为 将 本 方法 推广 到 一 般 情况 下 ， 上 面 讨论 的 谱 方法 可 以 归结 为 如 下 步骤 ; 
(1) 首先 找 出 满足 边界 条 件 的 函数 族 。 这 些 函 数 之 间 应 当 是 线性 无 关 的 ; 互相 是 正 交 的 ， 
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即 不 同 函 数 间 相 乘 后 在 求解 空间 内 积分 得 零 ， 而 且 函 数 系 应 当 是 完备 的 ， 即 任何 域内 逐 段 连 
续 二 次 可 积 卫 满足 边界 条 件 的 函数 都 可 以 用 函数 族 的 线性 组 合 无 限 一 致 交 近 。 上 述 例子 中 
(sinne) 函数 族 满足 这 一 要 求 。 | 

(2) {АКЫ ШЕЖЕ КРИ ШЇ РЕН ЖИЕН АЁ ЖШ. ВЕ 6 58 
数 空间 内 一 个 子 空间 上 的 投影 。 其 中 线性 组 合 的 系数 叫做 在 该 “方向 ”上 的 “坐标 ”。 如 
(В. 2.5.3) IP u (2) В wz 在 sinaz“ 方 向 ”上 的 坐标 。 f 

G) ЖЕБЕШ ЗЕК АЛЛЕ. MARAR AR E ES ЖООШ St Be Е, пе 
得 到 关于 “坐标 ”的 微分 方程 。 上 面 (B. 2.5.4) 式 后 关于 u, G) 的 方程 就 是 “坐标 ”微分 
方程 。 

起 始 条 件 在 子 空间 内 作 投 影 得 到 的 “坐标 ” 值 就 是 解 的 “坐标 ”的 起 始 值 。 

(4) 求解 “坐标 ”微分 方程 后 可 得 解 的 “坐标 "?， 进 而 得 到 方程 的 解 。 

将 上 述 过 程 用 数学 形式 表示 出 来 如 下 : 

设 求解 的 方程 为 

24 Тау. 2220, 0а (В. 2.5. 9) 


，f 为 x， 的 函数 ，z 为 自 变量 


其 中 工 为 一 个 与 变量 有 关 的 线性 算 子 | L- >=, за 
(可 以 理解 为 一 维 或 多 维 的 ) 。 边 界 条 件 为 
Bu = 0 (B.2.5.10) 
起 始 条 件 и(х,0) = ф(х) (В. 2.5.11) 
设 (2) 为 满足 边界 条 件 (B. 2.5.10) 6 — 480588 ARRAS, КИ N 个 
函数 组 成 函数 子 空间 (д), и 在 其 上 投影 为 


N 
uv (z ,1) = Уи, (В. 2. 5. 12) 
п= 1 
代入 方程 得 余 量 
N 
ЭЕ “Г, —f=R (В. 2. 5. 13) 
‚дт 


л=1 


По HRAM, ЖЕЛ 
f Redz =(Р№,ф,) 


і 


ди, 
Jt 


~ 


(вз) — ар) ара) 


a=] 


令 其 为 零 可 得 关于 u, 的 方程 组 


Ng N 
D Sp PoPa) = DLP) + (О) (m= 1,2, N) (B. 2.5.14) 
п=1 


起 始 条 件 为 

им(2,0) = ф(х) = УФФ 
故 u, (0) = g, (n = ],2,"* N) (B. 2.5.15) 
于 是 在 (B. 2.5.15) 条 件 下 解 ((B. 2 5. 14) 得 u), REM ut) 918, Щ Nokt 


им(х›1)-=и(х Ээ. ° 
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选用 不 同 的 权 函 数 ， 则 可 得 到 不 同 的 方法 。 
(1) 最 小 二 乘法 。 


余 量 本 身 作为 权 函 数 ， 则 有 余 量 的 二 次 方 积 分 ， 令 其 取 极 小 ， 这 就 要 求 


-2 (R,R)=0 (m= 1,2,%,N) 
dum 


或 = 2) “g, — 774 — f, > = ~ u Lp 
(m = 1,2, N) 
这 就 得 到 关于 u. 的 N 个 方程 组 ,求解 后 可 得 ww。 
(2) rt 近似 方法 
设 求解 的 方程 为 
5и S= fa U>- 


定 解 条 件 为 
и(— 1) = 0 и(х,0) = g(r) 


首先 在 〈 一 1，1) Б ЕНСЕ 22 РА 2 a] (д0 


к= J T.) (n = 1,2,-::) 


Ep T.C) Chebyshev (R EERE MA, Co=2, С„=1 (m>0) 
KW Hf ЛЯ. ВУЛ urlet) H 


N+1 


им(2,1) = > u, Rr) 


—/|=о 


(В. 2. 5. 16) 


(В. 2. 5. 17) 


(В. 2. 5.18) 


(В. 2. 5.19) 


(В. 2. 5. 20) 


将 它 代入 方 程 B. 2.5.17) PEF u 的 N 十 1 个 方程 ， 合 去 最 后 一 个 ， 再 加 边界 条 件 


uw(— 1,#) = 0 
于 是 又 有 了 N 十 1 个 方程 ， 求 解 后 可 得 ww (x,t)。 
在 (В. 2.5.20) ЖА (В. 2.5.17) 式 后 有 


N+1 du, N+1 дф, 
2 dt Ф, + 22 dz = 
引入 记号 
СФ .Ф.) =] 1 фат 
2 I — x | 
1! T, (ET (£) x 
TA (TT) 一 | 二 一 一 一 dz 一 一 CO 
м1 23 Е 2 
Trala), (х) 
(T' T.) —— 
25 м1 — z 
NRC n ; n>m, n—m № 
I + nnn n>m, n— т HBK 
0 n < m 


将 (B. 2. 5. 223 pus ЖН m=1, 2, айе N 可 得 
d N+1 
ы 一 一 2 > Pu, + Í. (n = 1,2, №) 


d: * p=x=+1 
р+т= 6 


«В. 2. 5. 21) 


(В. 2. 5. 22) 


(В. 2. 5. 23) 


(В. 2. 5. 24) 


(В. 2. 5. 25) 


(В. 2, 5. 26) 


• 125 • 


ФА = (G, f), ЖЖЖ G Cl, O =0) 可 写 为 
Е N+1 


DDD) =0 . (B. 2. 5. 27) 
H (В. 2. 5.27) 和 (В. 2. 5. 26) 一 起 可 得 到 关于 n ONH 个 方程 ， 其 中 N 个 微分 方程 ， 
1 个 代数 方程 ,这 就 是 7z 方 法。 在 个 边界 条 件 时 ， 则 应 当 有 和 N 十 * 个 方程 ,其 中 微分 方程 仍 
是 个。 这 个 方法 的 特点 是 函数 空间 (a) 的 函数 不 必 满 足 边 界 条 件 , 这 样 {д} 的 选择 余地 
就 大 大 增加 了 ， 对 于 具有 复杂 边界 条 件 时 尤为 需要 。 
例 解 方程 (B. 2. 5. 1)， 起 始 和 边界 条 件 为 
и(х,0) =3 — 22 — 22° + 2z’ 


ди 
dz |== 


=— 2 и(к,0) = 3 — 27 — 2r? + 2r? = 38. 990159 = u, 
E (0, я) 区 间 上 化 函 数 空间 为 em) WPi Т, FE 
uy (Xt) = z 十 Due 
为 满足 边界 条 件 ， 有 Е 
ВБ, эй шмш 
хви 是 复数 。 由 这 二 式 可 得 Е 
ик =i — (N — Du, + (N — 1)u + Siw- 1) — n], 


м = Nu, — (N + idu ~ Siw- nyu, 
将 un (х, D 代入 原 方 程 ， 得 到 的 余 量 滋 еч, 并 对 工作 积分 可 得 N 一 1 个 方程 


dz。 


Чг + Amun = 0. (л = 0,1,:.., № — 2) 


记 таў = Soun (Одев, u (0) = 二 [zc Dede 


故 起 始 值 un (OEE RIH u (OTR un (z DPR. ХШ ЗЕ БЕ ЖОЕЛ EAR RE. 

(3) ME (Collocation 法 ) 

前 面 的 讨论 要 求解 在 整个 求解 域 上 满足 (至 少 近 似 满足 ) 方程 。 实 际 上 大 基 的 数值 计算 
中 只 需要 在 离散 点 土 满 足 就 可 以 了 。 配 置 法 的 出 发 点 就 是 只 要 求 离散 点 满足 方程 就 行 ， 所 以 
也 叫 伪 谱 法 。 它 的 作法 如 下 所 述 。 f 

同 以 前 一 样 ， 设 (д) 是 满足 边界 条 件 的 完备 的 医 数 空间 ， 近 似 解 表示 为 


им(х.2) = >u, Gt@,(z) (В. 2. 5. 28) 
由 于 只 在 离散 化 点 上 满足 方程 ， 将 上 式 代 入 方程 ， 令 хел, ДИЗ 
> qn (z) = > «Ау. + S Cat) 


G= 1,2, N) (В. 2. 5. 29) 
这 就 建立 了 关于 u, 的 NN 个 微分 方程 。 由 于 z 给 定 ， 上 面 是 一 个 常 系数 的 微分 方程 ， 求解 比 
较 简单 。 在 许多 情况 下 ，9 以 离散 形式 给 出 ， 这 时 这 种 方法 就 比较 有 效 。 
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МАУС HJ = ЖЖ, 还 可 以 是 其 它 函 数 , 如 Chebyshev Ў, Legendre 


函数 等 。 
(4) REFR (Chebyshev) WA 
设 所 解 的 方程 为 
ди _ J'u a 
n 312° t> 0, 1<z<1 E 
u(— 1,4) = u(i.) = 0 ыш 
и(х,0) = f(x) 
选 函 数 空间 为 (T.) Gm=0, 1, 2, --), T, 为 契 比 雪夫 多 项 式 ， 设 
N 
unlz,t) = 2Ju, GT, (z) (B. 2. 5. 31) 
a=0 
代入 方程 并 在 х, 上 满足 方程 ， 则 得 
> Т.б) = > T% (zi) (В. 2. 5. 32) 
ТЛЕ r И, z 由 
z = cos G=12e,N— 1) (B.2.5.33) 
ME, HT, 定义 知 
了 (Zi)》 = cos чп (В. 2. 5. 34) 
WE T, 有 关 递 推 公式 可 得 
2 N 
Zin (2) (B. 2. 5. 35) 
其 中 | 
и, = 0 и? = 0 
Си? = и, + 2(л + 1ш, п = N — 1N Е: 2, 0 
0 (2) -一 
s pop u (B.2. 5. 36) 


1 
ме? = им H 208 Dua n= N — 1,N — 2,0 
2 zn = ОА 
1 1<n < N—1 
代入 (B.2.5.32) 后 得 


Ce 


N 
5 “= s = > (2) a 
u, COS — 


这 就 得 到 关于 и, 的 NN 十 1 个 方程 ， 可 以 解 出 x,， 最 后 得 到 us。 由 于 可 以 用 FFT 法 计算 ， 速 


度 仍 是 很 快 的 。 
(5) #JiE$S (Legendre) г НК 
设 方程 为 
аш, gu —1<==<1 
22 +552 Fay) —1<y<1 (B. 2. 5. 37) 


ulz, — 1) = u(z,1) = 0;u(— 1,у) = uG(1,y) = 0 
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齐 次 边界 条 件 。 HARRAH {фы} = (L,(z)L,(y)1 ,其 中 Llr) ‘LO 3 ЛЕ 250. 设 
解 为 


N N 
им(х,у) = У > uuL, Ohy) (B. 2. 5. 38) 
k=0 iro 
代入 方程 并 利用 正 交 人 性 可 得 
ШӘ + и 2 = fu (6,1 = 0,1, N — 2) (В. 2. 5. 39) 
其 中 


. 1 {1 
AE | [FeeL bdrdy 
k = 
1 N 
ugo 一 (0+2) У) ЪФ +1) — В+ 1) Jun (В. 2. 5. 40) 


p=k+2 
P+: 86 


N 
u = ! + z) > [q(q + 1) — I( + 1) Jus 
«2 


9 十 :但 数 
由 边界 条 件 可 得 
м N 
S uu = 0 >; luy = 0 і = 0,1,2, ---,№ 
+= 0 k=0 
N А N 
S juu = 0 >: Іны = 0 Ё = 0,1,2, ..., N 
і=0 1=0 


于 是 可 解 得 чыз 最 后 得 解 UNo 
以 上 介绍 了 几 个 解法 。 下 面 来 讨论 一 下 稳定 性 和 精度 问题 。 
a) 精度 问题 
正确 使 用 谱 方法 ， 具 有 很 高 的 精度 和 效率 ， 这 是 因为 谱 方法 中 谱 范 数 空间 通 近 函数 具有 


e -的 速率 。 而 FFT 法 则 提供 了 特别 高 效 的 计算 手段 。 但 是 不 正确 地 使 用 谱 方法 ， 有 时 可 能 
根本 得 不 到 正确 的 解 。 如 解 方程 


и(0,) = 0 上 一 0 (В. 2.5.41) 


и(х,0) = 0 OKTAT 
ЮА ЫЯ u= zt. Ж : 


м 
им\хә.ї) = Dun tsinnz 
n 一 1 
代入 方程 得 
N du N 
> PF01222 + Tu, GOncosnr =z+t 
n=] awl 


ЯЕ ѕіптх, A 0 #| + RIR 
: 4и, Ñ 
二 一 全 >; — – Z- 1» + ые, 
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以 上 方程 求解 表明 , 不 管 N 取 多 大 , 解 与 zt 相差 很 大 , 如 
Р (В. 2. 29》 所 示 。 这 里 找 不 到 真实 解 的 诛 因 在 于 须 数 空 
间 不 能 一 致 台 近 真实 解 x==xzt, 真实 解 不 满足 u(x,t) 二 0 这 
个 条 件 。 可 见 这 里 的 消 数 空间 选择 是 不 合适 的 。 

可 见 谱 方法 的 正确 应 用 ,首先 要 正确 选用 函数 空间 ,使 
其 对 解 所 在 的 函数 空间 而 言 是 完备 的 。 这 样 才能 保证 有 高 
的 计算 精度 。 

(2) 稳定 性 问题 

设 方程 为 


2 = La (B.2. 5. 42) 
其 中 工 是 几何 空间 内 的 线性 算 子 ， 设 近似 解 为 zw， 则 有 - 


кн = Llun) + f (В.2. 5. 43) 


由 于 wn ЖЕ u ХЕ N 子 空间 内 的 投影 ， 所 以 可 以 写 为 


uy = Pyu (B. 2. 5. 44) 
而 于 算 子 也 会 生成 投影 ， 故 可 有 

L(uy) = PyLPnu (В. 2. 5. 45) 
记 PyL = Ly; Llun) = Ілик (В. 2. 5. 46) 

所 以 (В. 2. 5.43) 可 写作 
"их == лир + f (B. 2.5.47) 

算 子 适 定 性 的 定义 表示 为 

N 一 co 由 L, — Lyu — 0 
Шш Туй тен } (B. 2. 5. 48) 
算 子 稳定 性 定义 如 下 ， | 


(В. 2.5.47) 的 解 为 
им = енш (0) + fero fede 
° 


若 存 在 一 个 有 界 函 数 玉 (i) ,对 于 所 有 N 都 有 
l| e> || SKO 
则 称 7 为 稳定 算 子 ， 其 意义 是 当 N 一 co 时 ， 对 于 某 一 确定 的 : 值 ，ww 不 会 无 限 增长 ， 
在 线性 算 子 时 ， 稳 定性 和 收敛 性 是 等 价 的 。 
对 于 线性 算 子 稳定 性 的 深入 讨论 是 可 能 的 , 并 为 许多 文献 作出 , 这 涉及 较 多 的 数学 知识 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 文 献 和 专著 ， 这 里 不 作 详 细 介 绍 。 
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2.6 各 种 离散 化 方法 之 间 的 关系 


本 篇 介绍 了 各 种 离散 化 方法 , 事实 上 还 存在 许多 , 并 且 还 将 创造 出 更 新 的 离散 化 方法 。 现 
在 的 问题 是 这 些 离散 化 的 方法 之 间 是 否 有 什么 内 在 的 联系 呢 ? 人 们 应 该 如 何 来 设计 新 的 离散 


化 方法 呢 ? 


研究 表明 ， 离散 化 方法 是 将 微分 方程 变 成 等 效 的 、 近似 的 代数 方程 ， 这 些 方法 原则 上 说 


都 可 以 妇 结 为 加 权 余 量 法 的 一 种 。 
设 原 待 解 的 微分 方程 为 
Lu = f 
ЛИХ W Б Ray B Hay А, В 


[wa айг. G=1,2,-., N) 


这 与 原 方程 在 近似 的 意义 上 是 等 价 的 ， 当 N>, W, 是 完备 的 ， 则 就 与 原 方程 等 价 了 。 


上 ， 选 用 不 同 的 W 函数 空间 就 构成 了 不 同 的 离散 化 方法 。 
(1》 有 限 差分 法 
Ж W =Ó (x 一 zx))， 其 中 人 为 狄 拉 克 (Dirac) ЩЙ, BI 


Гос af соф = f G2 


为 了 说 明 这 种 权 函 数 的 选用 可 以 得 到 有 限 差分 法 ,这 里 以 下 面 的 方程 为 例 。 


方程 为 
E —u«u=0 0< т< 1 
它 的 等 效 问题 为 
fw, = и|дх = 0 
由 于 W; 为 Dirac RA, #19 
БИЛ 
dz? — и кы = 0 


设 (Zi-19 231) 为 一 单元 ， 在 其 上 
u = Му иу, + Nju; + Малина 


为 简单 起 见 ， 设 Tj жү=хлу—жу=Ак=А, 并 选 
х(А— х) 


Ni =— —4 —A<<xz<A 
N: 三 A<x<A 
(А + >) 
№ лл —А<х<А 
к dN _ 1 dN;_ 2 ФМ _ 1 
dz? A ах? А ах? 4 


因此 代入 (В. 2. 6.5) 可 得 
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(В. 2. 


(В. 2. 


(В. 2. 


(В. 2. 


(В. 2. 


(В. 2. 


(В. 2. 6. 


(В. 2. 


6.1) 


6.2) 
事实 


6. 3) 


6.3) 


6.4) 


6. 5) 


6.7) 


[54 — zJ = + ше = 0 (В. 2. 6. 8) 
这 实际 就 是 中 心 差分 格式 。 
(2) 有 限 解 析 法 
这 里 权 函 数 也 是 Dirac 吴 数 ， 但 插值 阴 数 作 了 改变 。 如 求解 方程 
| БЫЛ du 
ІА ии Дт, ИИА ОЕ л, ГВ, 
Ta зла 0 | (В. 2. 6. 10) 
ЖЕ Ма, МАТ: 
AA 
-一 一 $ gi A z+ Ae | 
N; = 2Ach(2AA)/D + 2zsh(2AA)/D — $e (В. 2. 6.11) 
Мн =— 5 = 272. + ре?“ 
其 中 D = 2А(е—*“4 — 1) 
将 它们 代入 
| и, dus =: 
da? T 244). 09 
可 得 Cwzow 十 Crug = top (B. 2.6.12) 
_ e^i — 1 _1— e7744 в 
其 中 Ce = ород) С 2sh(2425 и 
这 就 是 有 限 解析 法 得 到 的 离散 化 方程 的 形式 。 
(3) 有 限 元 法 


在 本 章 2. 2 节 中 已 经 说 明 : 由 变 分 原理 得 到 有 限 元 法 时 权 函 数 即 为 5.( 通 数 的 变 分 )。 
(4) 谱 方法 
选 得 完备 函数 空间 {8} 后 ,其 元 素 & 就 是 权 函 数 ,在 配置 法 中 《 伪 谱 法 ), 权 函数 为 Cr 


但 测试 函数 为 p 
(5) 边界 元 法 
这 里 的 权 函 数 为 方程 
Lu = 8(P, |P) 
的 基本 解 ， 而 原 方 程 为 . 
Lu + f = 0 


总 而 言 之 ， 各 种 离散 化 方法 可 以 归结 为 加 权 余 量 法 的 一 种 ， 有 些 可 以 明显 看 出 ， 有 些 比 
较 隐 讳 。 
最 后 要 指出 ， 新 的 离散 化 方法 的 建立 有 赖 于 数学 上 或 物理 上 的 启示 ， 成 功 与 否 在 于 它 的 
有 效 性 ， 特 别 要 能 解决 某 一 方面 的 问题 ， 这 就 有 生命 力 。 有 些 方法 一 开始 时 并 不 要 求 数学 上 
得 到 严格 的 证 明 , 而 往往 通过 使 用 时 的 有 效 性 来 验证 , 很 多 非 线性 问题 的 数值 方法 就 是 这 样 ， 
. 131» 


至 今 尚未 得 到 证 明 。 
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2) 题 


”特征 线 法 
1. 血管 中 血液 流动 的 基本 方程 为 


аА ðu дА 
дї TA; + +#=0 


E у 19Р _ 


ди L Qk 1) | 

t д p Әх 
其 中 4 为 管 截面 积 , 2 为 截面 平均 速度 ,& 为 流速 不 均匀 系数 , y 为 单位 长 度 向 外 渗 出 的 流体 
Ж, p 为 压力 ， w= i, R 为 截面 半径 ，p HER, ARYE р, z 的 已 知 函数 。 


试 写 出 该 方程 的 特征 及 特征 上 的 关系 。 
2. 建立 可 压缩 理想 流体 、 定 常 、 无 旋 平 面 流动 基本 方程 的 特征 及 其 相 容 条 件 。 


2 фи Г. 1 Ə9lnA , 3k 
wth С р == +] 


ди , ах 2a 92 _ 
++ a) зу 


(u? 一 а?) 21 一 иу 


2 и? + а? 


其 中 у-у „уу 


3. 写 出 小 扰动 跨 声 速 流动 方程 的 特征 及 特征 相 容 条 件 。 
= А ай до _ 
и Эт + Jy 0 
ай ab 
ду az ` 
4. 说 明 下 列 方程 属于 双 曲 型 的 条 件 . 
zU VU ә: 
А ЕР + 2B Эудт + Суу = F 


其 中 4，B，C 2X2 358, U= 若 属于 双 曲 型 ， 写 出 其 特征 方程 及 其 相 容 条 件 。 
5 设 方程 为 [ 
2 3 
T +a 55 = 0 
差分 格式 为 


иў = и — Мм a — |а| шу — të 


2 


la| + a w — u, 
2 Ах 


+ 


иј" = u — al 1а} 2иў — Зи т и): а =el — 2u; + ы: — ўы 


из! = r + и”) 


试 说 明 该 格式 〈Beam-Warming) WE, ЕЕН E Ж}. 
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mwa 
ee 


6. 已 知 一 管线 长 10 公里 ， 管 内 充满 有 一 定 压力 的 水 ， 压 力 为 5Xti0N/e2:z。 由 于 一 端 玻 
裂 〈 设 z=0 处 ) 于 力 突然 下 降 到 10;N/m*， 另 一 端 为 闭口 ， 求 管内 压力 的 变化 。 8 5 一 
9. 8 m/s? ок =10kg/m*, K=2. 0736X10N/m2， 管 材 为 不 锈 钢 ， 管 径 为 4 一 0. 5m， 杨 氏 模 
ЕЕ 1. 959X10" N/m, EEE T=0. Бот, BAER pr 一 7.8g/cm 。 

7. 假定 管线 末端 的 阀 装 置 有 很 快 的 响应 使 水 头 速 度 关系 遵循 下 列 方 程 :V =— 2+0. 45H 
一 0.016H?, 所 有 人 负 速 度 都 设 为 零 , 即 阀 门 总 是 关闭 的 , 阀门 上 有 20m Kk, 50mm 直径 管内 
为 定常 状态 ， 在 上 游 水 库 加 一 个 10000N/m 的 瞬时 脉冲 ， 求 所 引起 系统 内 的 酸 变 。 管 长 为 
25m， 波 速 910m/s， 摩 擦 系数 f=0. 028。 写 出 迹 波 传递 ， 来 回 至 少 8 个 瞬 变 的 程序 。 

8. 有 热 交 换 的 一 维 气 体 由 于 热 的 变化 而 引起 的 运动 由 如 下 公式 表示 


2р дро 
at К эт T? 


ЕЕ + ари + “Р = f + pgcosg (为 流 阻 ,8 为 管道 水 平 倾角 ) 
ағ 
设 有 一 封闭 的 长 10m 的 管道 ， 流 体 原 是 静止 的 ， 压 力 、 温 度 均匀 ， 
v = 0,р = 1. 013N/m?,p = 0. 6407kg/m°,T = 300K 
Sikha, p/p=RT, R=286.85m/ (5° • K) 
z>0 时 边界 条 件 为 
v(10) = 0, T(0) = 500K, 00) = 1. 013N/m? 
Же A 1—10s 之 间 流 场 速度 、 温 度 的 变化 。 
9. 有 一 港湾 如 图 B. 2. 29 所 示 ， 在 进 水 处 有 一 随时 间 变 化 的 涌流 ， 设 
i u = 0, v = sin(0. 1), (m/s) 


3: a: 9 9 x > 
ЕЕЕ РЕБИС Еу 


图 В. 2.29 


лм ТС ГЕ. Тю 
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可 采用 通 量 分 裂 法 。 

有 限 元 法 

1. 大 气 层 密度 随 高 度 发 生变 化 ， 故 光速 也 随 高 度 发 生变 化 ; C (z) =C,+R (z 一 zo), 其 
EC, R, z 为 常数 。 光 线 沿 最 短 时 间 路 程 行进 的 ， 试 建立 光线 的 微分 方程 。 

2. 有 一 绳索 ,其 密度 为 Cc (s), 胡 止 时 绳索 应 处 于 最 低位 能 , 试 建 立 强 案 形状 的 微分 方程 
《不 计 绳 索 拉 伸 变 形 )。 | 

3. 设 方程 Али Р, 证 明 相 应 变 分 原理 为 江 =0， 其 中 


Н ШЕШ; 


у у+1=0 
y(0) = y' (1) = 0 
ЧЖК Om 010, 1 = | (一 y? y + yda 等 价 。 
引入 (é), é.=="!—(njl)z, яп=1,2,+® 


3 2н 2 
дх? 


аш 
дхд у 


4. 证 明 


没 y= 之 yp， 代入 变 分 原理 后 求 近 似 解 。 


5. 选 (a) = [sin DEE), 重复 上 述 计算 。 

6. 用 一 次 形 函 数 (a) {ЕШШ ОШ а ДЕ т, 点 上 为 1, Ær а, Жл, zn 区 间 上 
线性 变化 到 零 ， 在 z<z,_, 及 zz 时 均 取 零 值 )， 重复 上 述 计算 。 

7. 理想 气体 无 旋 流 动 方程 与 下 列 变 分 原理 等 价 ; 


81 =0, I = || pdzdydzdt 


ere- E E A aa 
АФУ, р, 为 常数 。 试 证 明 等 价 性 。 
8. 用 有 限 元 法 解 下 列 方程 


(1) у'—у=0 у002=0 у(1)=вһ1 (shx) 
(2) ху"+у +y=9z24-z° у0)=0 у(1)=1 (x°) 
(3) sing * y”+cosz * у'-Елу*== (z=—1)sin°z--cos2x 

y(0)=0 y(1)=sinl (sinz) 
(4) e*y"j-e*y' jsinzrz* y=e "sing у(0)=1 y(1)=e-! (e) 
(5) (x? +r)y+ (2r+ Dy 二 ery 一 6zs 十 4z 十 zzer | 

y(0)=0 y(1)=1 (2?) 


9. 方程 Au==0 用 有 限 元 法 求解 时 ,如 单元 为 正三 角形 , 六 个 单元 组 成 一 正六 角形 , ME 
六 角形 中 心 点 的 и 值 等 于 周围 六 个 角 点 上 u 值 的 平均 值 试 证 之 。 
10. 写 出 


1 ди, J'u 
- ta 
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ди 
ul. = uo Fa = 0 
Fy 


的 等 价 变 分 原理 及 一 个 三 角形 单元 上 的 刚度 阵 K. 


11. 确定 下 面 方程 
2198) +1= o, и(0) = 1,#(1) = 1.5 
的 离散 化 有 限 元 方程 并 求解 之 。 
12. 不 可 压 无 旋 流 动 的 流 函 数 满足 方程 


Аф = 0 
用 有 限 元 法 求解 O 一 平 直 档 道 中 有 一 圆柱 时 的 流动 ; (2) 一 贺 管 中 有 一 圆 球 时 的 流动 (图 
В. 2. 30) 。 


图 В. 2. 30 В. 2. 31 
13. 试用 有 限 元 法 计算 柱 体内 的 温度 场 〈 图 B, 2. 31). 
k ,=0.5X10, 
kt=0.8X10!, 


R /a--0.1, a==5, 
Hr=5, 五 下 一 4， 
Ть=10К, T+=15K, 


аг 
T| =0 седа), 


直接 法 
1. 用 FFT 法 数值 求解 


Аи = (sin5ry + соз7ку)х(1 — х) 0<z<1, 0<у<2 
u|, = u|;+2 


и(0,у) = 1 + sin| 3xy + $r) 
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«@,у) = 1.3 + соз zy + 7 | 


1 resis. 
Ау = е’ — 100 


与 超 松 弛 迭代 法 作 比 较 (计算 精度 和 计算 时 间 )。 
2. Ф К,=К=А -7 及 KK 一 A 情况 下 的 循环 消去 法 过 程 。 


3. 用 循环 消去 法 解 
Ar 一 2 (0<r<2,0<y<1) 


и|г= (ху) на 


_ А БЕРЩ 
Ж =at 47—50 
与 松弛 法 求解 做 比较 
有 限 解析 法 
1. 设 方程 为 
d? d 
TRAS 
A, РУН, еН ЛЕНЕ Н КВ Т ЖЕТЖ. 
2. 求解 方程 
ди ади ou 


дї дл ar 
и(1) = 0, z=(0) = 1 

1 z=0 
и(х,0) = 

0 х5 0 
є = 1, 0.1, 0. 001, 0. 00001 


3. 求解 方程 
ди ди dn 
эк T “az = 31? 
=< 
бй | х0 
0 r>0 
、 u(— ооу = 1, u=(co,4y) = 0 +— 0 
计算 条 件 为 
s. A =2Хх 107% х= 0.1 э 
a=0.001 &=2X10° z=0%1] TL0 
精确 解 为 
erfc же =) 
Е ЗОВЕ: 2V a 
и(2,1) = 41 + ер = A mE =a :] 
2 Zat 
试 计算 及 比较 之 。 
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4. 用 有 限 解 析 法 求解 
Iu ә? а а А 
ЫЕ A B (Ау + Вх)её 8 


дз? 
и |, == 0 и la ы Yet 
wu|,-o = 0 u |y- = get? 


һ=#=А =0.1,0.01 
А=В=10, 100 
精确 解 为 зуе”, РАЗЫ. 


5. 试 建立 方程 
д?н, Iu , J'u ди ди ди 
92? ау? д»? 2 дах 2B ду 2С 3z 0 
的 有 限 解析 法 的 差分 方程 。 


提示 ; W zx 一 XCrz)7(y)?2(z<); 所 得 特征 为 


A+ VA +à, B+ VB +А, CENCHA 


2 
à 0 -Æ —A O B С? 0 — А2 -Æ BC 
À 0 A 0 -BÈ в 0 C —B АБС —В? 
А 0 0 A B 0 -C -Ci AB -C —C: 
6. 用 有 限 解 析 法 解 方程 
(£ 
әр 31 әр а({,әр\ _ 
求解 域 如 图 B. 2.32 所 示 ， 除 AB 段 外 均 有 
.0 
800, E AB BŁ р=р,, &=0. 01 a 
т. 用 有 限 解 析 法 解 方程 
d dp _ . 0.15 
Em p me – ГА 0 = 0. і > 
0<х<41, 1=10 | 1.0 
Н 图 В.2.32 


m= 0.01, ГА = 0.2, @ = @ = 10. 0 
m, 一 一 mz +C (C 为 常数 ) 


计算 二 例 ， (1) z=0 m,L/T'A=40 x=} т„=0 


Ф=0 #=% 
(2) 工 一 0 m,=0 m,L/T'A=40 
Ф=0 Ф=% 
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PAN А 


谱 方法 _ 
1. 用 谱 方法 解 


2, 用 谱 方法 解 


3. 用 谱 方 法 解 


4. 用 = 方法 解 


ди J'u ‚ ди 
э: ja F ax 0< т< ЖК 
и |. = TK — z) 

1 


ЖИ (е 2°з1плх} 


2 
Z= a 4 си a=c=] 0<z<m= 
ulo = X(T — х)? 
选 谱 函数 {sin nz) 
ди ди аи с 
元 十 ar әгі ке, 
й. == 
r 
т л 
zol zT 


x + зи = (= + 0) [2cost — (z + 1)sint] . 


—1<xz<1 
и(— 1,2) = 0 и(х,0) = (x + 1)" 


精确 解 为 ” (zz 十 1)?cost 


lu 
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C 篇 。 流 场 的 数值 计算 


在 BB 篇 中 已 经 介绍 了 各 种 常用 的 数值 方法 。 本 篇 将 介绍 这 些 方法 在 流体 力学 及 工程 流动 
问题 中 的 应 用 。 应 该 指出 , B 篇 中 介绍 各 种 数值 方法 时 均 以 线性 模型 方程 为 例 , 但 当 这 些 方 法 
应 用 到 具体 问题 中 时 ， 由 寺 问 题 的 复杂 性 及 流体 力学 方程 绝 大 多 数 是 非 线性 的 ， 所 以 会 产生 
许多 新 的 困难 。 为 比 ， 人 们 做 了 大 量 的 努力 ， 创 立 了 一 些 新 的 方法 和 采取 各 种 可 能 的 实用 措 
施 ， 从 而 形成 了 流体 力学 的 一 个 新 分 支 一 -计算 流体 动力 学 。 本 篇 将 介绍 这 些 新 的 方法 和 应 
用 时 应 采取 的 措施 。 

读者 除了 解 各 种 新 方法 外 ， 特 别 要 重视 实践 ， 即 亲自 动手 编制 程序 ， 调 试 程序 并 进行 实 
际 计算 。 只 有 这 样 才能 掌握 各 种 方法 的 特点 并 享受 成 功 的 乐趣 。 


第 1 章 贴 体 坐 标 
11 贴 体 坐标 的 概念 


上 一 篇 讨论 数值 计算 方法 时 都 是 针对 竹 形 域 。 实际 流 场 大 都 不 是 矩形 域 . 如 圆柱 绕 流 , 这 
是 一 个 典型 的 流体 力学 问题 ， 其 求解 域 就 不 是 矩形 域 。 在 具体 问题 中 这 种 例子 比比 络 是 ， 比 
如 机 辟 的 绕 流 ， 热 交换 器 内 的 管 间 流 动 ， 河 道 流动 等 ， 如 图 C. 1, 1 所 示 。 

因为 在 实际 问题 中 矩形 网 格 的 局 限 性 太 大 ,而 有 限 元 法 对 网 格 的 选用 几乎 没有 什么 限制 ， 
所 以 得 到 了 广泛 的 应 用 。 : 

曲线 坐标 给 入 们 以 启示 ， 上 比如 对 于 圆柱 的 理想 不 可 压缩 流 场 ,其 位 势 满 足 Laplace Jr; 
在 直角 坐标 下 选用 和气 形 网 格 时 ， 边 界 处 理 比 较 国难 ， 但 如 用 柱 坐 标 ， 方 程 可 改写 为 


др 13 13 _ 
5 十 r эк эй 0 (C.1.1.1) 
边界 条 件 为 
дф 一 
Bri — 0 
дф Jọ (C.1.1.2) 
[Zoso 一 PET s U. 


其 中 68 为 幅 角 ,7 为 天 径 ，9 为 位 势 , a 为 圆柱 半径 。 实 际 计算 时 取 = R 作 外 边界 , R2>a, M 
格 由 -一 常数 ，5 一 常数 的 坐标 线 族 构成 ， 如 图 C, 1.2 所 示 。 
WREX r- PH, 则 可 以 看 出 物理 平面 上 的 求解 域 对 应 r-8 平 区 上 的 一 个 矩形 域 。 另外 
物体 表面 则 与 坐标 系 中 的 某 一 坐标 线 相 吻合 。 
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te ee ~ 


f; 


图 C.1.1 


C.1.2 


ХАЛЗ ИЙ, Л tb, B] ЖЖ 8 3163818 РЕЖ ЖЛЕ y — A i ИП УЕ. 
进而 变换 为 一 平板 的 外 域 。 其 中 等 位 线 和 流 线 就 构成 了 一 曲线 坐标 系 , 它 对 于 G, p 平面 也 
ЖМ СРЕ), ， 物 面 则 与 一 流 线 吻合 ， 如 图 C. 1. 3 所 示 。 

上 述 二 个 例子 给 人 们 以 启示 ， 对 于 有 具有 复杂 形状 的 区 域 ， 可 以 采用 曲线 坐标 系 ， 并且 使 
物 面 与 坐标 系 内 其 一 坐标 线 易 合 。 这 种 坐标 系 可 以 是 正 交 的 (如 上 述 二 例 ), 也 可 以 是 非 正 交 
的 。 网 格 的 分 布 可 以 是 均匀 的 ， 也 可 以 是 非 均匀 的 ， 视 问题 的 需要 而 定 。 此 外 网 格 还 可 以 设 
计 为 自动 调节 的 ， 即 所 谓 自 适应 网 格 。 : 

所 谓 贴 体 坐 标 就 是 一 种 曲线 坐标 ， 求 解 域 的 边界 与 坐标 曲面 〈 线 ) 相 重合 。 一 般 表 示 为 

Ё = Ё(х,у,2) 
2 = lr, yz) (С. 1. 1. 3) 


£ = Elz, yz) 
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图 C.1.3 
边界 为 &=& G=1, 2, 3, &=ё, б=т 6-0 求解 域 在 物理 空间 内 呈 复 杂 形状 ， 在 变 
换 后 的 空间 为 矩形 域 或 矩形 的 组 合 ( 空 问 辣 题 时 求解 域 为 长 方 体 或 它们 的 组 合 )。 

贴 体 坐 标 应 尽 可 能 地 正 交 ， 尽 可 能 避免 奇 性 点 的 出 现 〈 如 角 点 等 ， 在 不 可 避免 时 需 做 符 
殊 处 理 )。 网 格 分 布 应 与 物理 问题 本 身 相 匹配 , 也 就 是 说 朴 密 分 布 应 与 物理 基 的 变化 速度 相 适 
应 。 以 上 这 些 问题 在 贴 体 坐标 生成 时 均 应 考虑 。 

贴 体 坐标 的 概念 最 早 始 于 1971 年 ， 它 是 由 W. Н. Chu 提出 的 ，F. Thomas 首次 应 用 贴 体 
坐标 。 十 多 年 来 ， 由 于 贴 体 坐标 生成 技术 迅速 发 展 ， 贴 体 坐 标 也 得 到 日 益 广 泛 的 应 用 。 差 分 
技术 由 于 其 程序 设计 比 有 限 元 简单 得 多 也 得 到 进一步 发 展 。 特 别 是 流体 力学 中 有 限 差分 法 的 
应 用 比 有 限 元 广泛 得 多 。 


1.2 贴 体 坐标 的 生成 


贴 体 坐标 的 生成 主要 有 三 种 方法 ， 代 数 生成 ， 微分 方程 生成 以 及 保 角 变 换 生成 三 大 类 。 
由 于 所 处 理 问题 的 复杂 和 不 规则 ， 一 般 都 只 能 采用 数值 生成 的 方法 ， 即 (т, y, z) 与 
(6, л, O 之 间 不 能 用 解析 式 表达 ,只 能 由 离散 化 的 数值 方法 来 表示 。 这 里 主要 介绍 数值 生成 
的 方法 。 


1.2.1 代数 生成 方法 


代数 生成 方法 实际 上 是 一 种 插值 方法 ， 下 面 以 叶 栅 通 道 来 说 明 这 一 方法 的 基本 思想 。 
其 边界 表示 为 
АВ : r= 
СР : х= zw 
ВЕНР : у= у, (х) 
АЕСС : у= ур (х) 


图 С. 1. 4 为 叶山 通道 示意 图 。 
引入 E22 у 7% (С.1.2.1) 
则 ABFHDCGEA 域 在 ,3 平面 上 为 一 正方 形 域 ， 其 中 
SESKI 0<7<1 
这 里 变换 (C. 1. 2.1) 又 叫 前 切 变 换 , 因为 它 将 c. y 平面 上 的 平行 四 边 形变 换 为 上 , ШЕ 
的 长 方形 。 
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| (С. 1.2.2) 


=$ 
(1 — еъ == а bs |— 小 Eu, 


p= г. ты = 1 
= zg (27 Dth ''a] + 7 


其 中 a， bis bzs bs 均 为 大 于 零 的 常数 ， 在 (0, 1) 范围 内 选用 。 通过 以 上 变换 就 可 以 将 非 均 
SAREA E, у 平面 上 的 均匀 网 格 了 。 这 种 变换 有 时 也 叫 拉 伸 变换 。 
将 上 述 两 种 变换 组 合 起 来 ,就 将 不 均匀 分 布 的 坐标 曲线 与 均匀 分 布 坐标 曲线 联系 起 来 了 。 
这 里 采用 的 实际 是 线性 插值 法 ， 比 如 〈C. 1. 2. 1》 式 可 以 写作 


z = (1 — Êr, + Ëzu 
Е _ (С. 1. 2.3) 
у= (1 — Ф) у + фук 
进一步 写成 
k == 全 (Ero + ym SEN 
> (С. 1. 2. 4) 
у= Л My + Л? (р) ум 


这 里 /及 /” 均 为 插值 函数 ，(C. 1. 2. 3) 中 显然 是 线性 插值 。 
实用 中 还 有 许多 特殊 的 插值 函数 ， 最 常用 的 还 有 以 下 几 种 ; 
(1) Lagrange 插值 公式 


N 


fO) = Ууф), (C. 1.2.5) 


arl 
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s- em mee pp et з с: 


= £ — t 
其 中 é, C) = 115 == (С. 1. 2.6) 
11 
显然 
#„\х„) == 8, (n,n = 1,2, N) (С. 1. 2.7) 


(2) Hermite 插值 公式 
Lagrange 公式 只 拟 合 函数 值 ，Hermite 公式 不 只 拟 合 函数 值 还 拟 合 导数 值 ， 即 
N N 
Го) = Joa) + f, + DRDS, (C.1.2.8) 
wx) = [1 — 2#, (z)(z — z,)]# (z) 
| (С.1.2.9) 
Ф.С) = (xz — zx,)# (=) 
HP /. Z f ХЕ х, КАПЧАН, A 则 为 导数 值 , 点 (z) 为 拉 格 朗 日 插值 函数 。 显 然 这 里 有 : 
w= th (Lu) = 0 
| (C. 1. 2. 10) 
(xm) = 0 Z, (хь) = бы 


(3) Spline 插值 公式 
以 上 公式 均 为 多 项 式 插值 , 当 插 值 点 很 多 时 会 引起 不 必要 的 波动 ,Spline 插值 在 每 一 个 小 


区 间 内 是 三 次 插值 ， 
可 以 写作 
= Сы = 一 2)? е б — zp т I __ Жы — X; 6, 
f(r) Е 6(Czri+l aii 250 + TEPA To х,) i+? + | Tai Zg Е (CPR 动 
= = т^! T = е 2) (С.1.2.11) 


TXT О =1,2, N — 1) 
ЇЇ 扬 应 满足 以 下 方程 《 即 插值 公式 区 间 联 接 处 应 当 和 导数 相等 ， 即 光滑 联接 ): 
(z; + xf + Rlta m TF + (za — х0 
Jin f, fi fi 
TA 777; “;— Ti 
д =f, EAE 太后 插值 公式 就 完整 了 。 
在 确定 插值 公式 后 ， 代 数 生成 法 就 容易 建立 了 。 用 不 同 的 插 信 公式 可 以 建立 不 同 的 代数 
生成 法 。 如 一 第 边 四 边 形 ， 设 想 它 对 应 一 矩形 域 。 在 曲 边 四 边 形 中 选取 一 些 内 点 (可 以 根据 
需要 人 为 地 选用 ), ЖЕРДД G, j) 标号 表示 。 它们 的 位 置 为 (ау, уш, 它们 对 应 ё, 2 中 
的 (6, 2) 点 ， 如 图 C.1.5 所 示 。 
(жу, ур, ys у), ws (Tar Y) RAE =p 所 对 应 的 曲线 上 。 笑 这 些 点 之 加 
的 曲线 上 的 点 的 坐标 可 以 用 插值 公式 计算 得 到 。 比 如 设 a (是 一 插值 公式 ( 它 可 以 是 
Lagrange 公 式 ，Spline 公式 )， 在 ?一 六 上 的 任意 与 值 对 应 的 点 的 坐标 为 


= 6 J G23, N — 1) (C. 1.2. 12) 


了 
zÈ, = У) а) 
а (С. 1.2.13) 
IE) = Уа), 
= 1 
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图 C.1.5 


其 中 a;(,) =Ó, G, k=1, 2, с, D 
类 似 地 , 
al = DB PTs 
o (C. 1. 2.14) 
y(š,,7) = ZBY | 
其 中 B Q) =Š, G, {=1, 2, =, J) 


这 样 就 生成 了 一 组 曲线 坐标 ， 这 种 方法 可 以 推广 到 三 堆 。 | 

如 果 在 i，j 点 不 只 要 求 坐标 曲线 通过 其 位 置 ， 并 且 要 求 沿 确定 的 方向 ， 这 时 就 要 求 给 定 
ТОТ, Gi 90, 92, ОРАТИ Hermite 公式 做 禁 信 。 在 坐标 点 上 这 样 做 易于 
保证 正 交 或 接近 正 交 ， 但 在 非 给 定 节点 则 不 能 保证 ， 有 时 反而 更 差 。 因 此 … 般 应 当 用 图 得 
示 的 方法 观察 并 进行 修正 。 关 于 它 的 作法 以 及 其 它 相 关 的 方法 在 此 不 做 详细 介绍 ， 读 者 可 以 
2-Е J. F. Thompson 的 专著 。 


1.2.2 ЖЯ 


保 角 变换 的 数学 基础 是 复 变 函 数 中 的 解析 变换 ， 因 此 它 所 得 到 的 坐标 是 正 交 的 。 设 物理 
平面 为 (x，y)， 其 上 任 一 点 可 以 用 复数 z=r+iy 表示 ， 而 变换 平面 为 t=ê +i} FH, 其 中 
5 与 z 之 间 的 关系 为 一 解析 函数 关系 5 一 5(sw。 解析 函数 的 条 件 是 ,7 满足 祝 西 - 黎 曼 条 件 , ВП 


= = 8, a O (C.1.2.15) 
在 流体 力学 中 常用 的 保 角 变换 为 
侍 可 夫 斯 基 变 换 
t=+[= +“) 或 = == (С.1.2.16) ` 
它 的 变换 如 图 C. 1. 6 所 示 。 
广义 侍 可 夫 斯 基 变 换 
ре” са" (C.1.2.17) 
220, Ahi, В-КА КОКА ЈИ. 
指数 函数 f 
£ = e (C. 1. 2.18) 
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一 ”一 一 > 
| 
— 
C.1.6 š 
CH 0<у<а ÉJ38 PCF 29 @ ЗК, BELE F, ВТРОЕ. 
近似 圆 变 为 贺 


рсн 


q Ë (C.1.2.19) 
z ш КЖ, £ 平面 土 为 近似 圆 ， Cos Cis Coe HRR ME. 


$F u 2k-3635|W КАРА (Schwarz-Christoffe) 将 多 角形 的 内 域 变换 为 一 个 半 平 面 , 如 
图 C.1.7 所 示 。 


gi by {н 
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кез [= ы (C. 1. 2. 20) 


在 以 上 变换 的 基础 上 , MELON (ОЮ Б Е.И zx(z) 也 是 解析 函数 。 利 用 这 一 
点 可 以 构成 许多 保 角 变换 。 

但 保 角 变换 的 局 限 性 比较 大 。 首 先 已 知 的 典型 变换 不 多 (除了 以 上 讨论 的 外 常用 的 已 不 
多 了 ); 其 次 该 方法 比较 适用 于 反问 题 , 即 给 一 变换 看 变 成 什么 形状 ， 从 已 知 域 的 形状 来 确定 
相应 的 变换 是 困难 的 ， 有 时 往往 是 不 可 能 的 ; 最 后 该 方法 只 能 应 用 于 二 维 问题 。 


1.2.3 解 椭圆 型 方程 的 数值 生成 方法 


设 坐 标 变换 关系 为 
(тх,у)<‹=>(ё,„) 
希望 变换 前 后 的 坐标 都 是 正 交 的 ， 这 就 要 求 


或 由 此 得 到 关系 

=0 
дх* д у? 
е (С.1. 2. 21) 


求解 这 两 个 方程 就 可 以 得 到 6(z,?);7(z,y), 变 换 关 系 就 建立 了 。 但 由 于 所 得 到 的 解 未 必 江 中 
柯 西 - 黎 受 条 件 ， 所 以 坐标 线 不 一 定 正 交 。 如 希望 正 交 或 尽 可 能 正 交 ， 则 需 采 取 进 一 步 措施 
( 见 后 面 的 讨论 )。 

在 实际 使 用 时 ， 由 于 区 域 在 xz，y) 平面 上 是 一 个 不 规则 区 ， 而 在 CG, p 平面 上 则 是 
-规则 区 ; 另外 在 《xz，y) 平面 的 边界 上 可 以 选 定 几 个 与 cë, р) 平面 的 规则 区 域 边界 对 应 
的 点 , 这 样 一 来 ,实际 就 给 出 了 C€, т) 平面 求解 域 边界 上 的 +，y 值 ， 因 此 ， 如 果 将 方程 转 
变 为 以 6，3 为 自 变量 将 更 为 方便 。 


аё 1 у © __ laz 
由 于 az Ј an y Ji ай 
32 lay 397_ 19az ` 
т Jð ay Ја 
= а (х,у) 
J = дег IE, 
利用 这 些 关系 式 可 以 将 方程 (C.1.2.21) 变换 为 
Az 一 2Bzre 十 Cr = 0 
sas ) (C. 1. 2. 23) 
Aye 一 2Bya + Су„ = 0 


其 中 А=хү+у›, С=х{+ уф, B=rerst yeys 
由 于 8*— AC<0, ГРЗ, 
实际 上 由 于 人 们 希望 坐标 是 正 交 的 ， 因 正 交 时 巨 = 0， 所 以 为 了 计算 方便 ， 也 可 以 将 方程 
简化 为 B=0， 即 直接 解 
Ахеё Crmn=0 
Ауе + Сут = 0 } 


(С. 1. 2. 24) 
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由 于 А220, C>0, 所 以 它 是 Laplace 型 方程 ,它们 的 解 只 在 边界 土 取 极 值 。 因 此 只 要 边界 上 
的 点 取 单 调 值 , 即 点 的 顺序 是 单调 的 , 则 解 将 是 唯一 的 , 而 且 不 会 出 现 坐 标 线 的 交错 与 分 倪 ， 
坐标 上 曲面 的 卷 折 。 坐 标的 稀 朴 情况 将 与 边界 点 的 设置 有 关 。 

图 C.1.8 分 别 表示 OO 型 ，C 型 及 O-C 型 的 变换 。 


Ty 
平面 
a 
нд saji к 
ПЕ 
ç i 
了 
Р 


O- СШ 
图 С. 1.8 
以 上 变换 是 均匀 的 或 者 称 作 自然 的 ， 也 就 是 说 只 与 边界 的 设置 有 关 。 事 实 上 ， 如 果 加 上 
一 些 辅助 项 还 能 使 坐标 拉 伸 或 压缩 ， 则 距 也 得 以 调整 。 下 面 就 来 说 明 这 一 点 。 
考察 方程 | 


CHEA ё=Сс+С, 
这 就 建立 了 -x 的 转换 关系 , 显然 这 是 一 个 线性 转换 .上 坐标 上 等 间距 的 点 变换 到 z 轴 上 时 也 


是 等 间距 的 。 如 果 方 程 改 为 


它 的 解 为 £=+C='+C,r+C, 
为 方便 起 见 ， 设 端点 的 条 件 为 E(z=0)=0, 
Ё(т= тм) =1 ; 则 有 
Ë = ter J È = 去 cz] Flr 
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在 坐标 上 选取 的 等 距 点 , 对 应 在 z 坐标 上 已 不 是 等 距 点 了 .。 34 C2>0 PF, z=0 处 的 点 加 密 ， 
C<0 时 则 变 朴 。 可 见 改 变 C 值 就 可 以 改变 网 格 点 的 朴 密 。 如 果 人 们 希望 在 确定 的 所 所 对 应 的 
zl 附近 改变 坐标 的 朴 密 可 以 采用 以 下 的 方程 


| LE L asgl —#)exsp(— Cle — & l) (С. 1.2. 25) 
其 中 
1 ў > 0 
ѕвп (9) = b 9 = 0 (C. 1. 2. 26) 
— 1 ?< 0 
АФЛ £, В z, ЯКИ ЕЛЕ. MRH n 个 这 样 的 点 可 取 如 下 形式 ， 
z t 
s 一 一 > asgo — &é)exp{— C, |ë — £ |) (С. 1. 2. 27) 


i=] 


m C, 比较 大 时 ， 由 于 指数 函数 衰减 很 快 ， 所 以 各 点 间 的 影响 可 以 很 小 。 图 C. 1.9 显示 了 以 上 
儿 种 情况 的 х-ё 之 间 的 关系 


将 上 述 方 法 推广 到 二 维 问题 中 ， 得 到 


2 2 
л+л = pe, 


м 4 (C.1. 2. 28) 
27 93 _ АТ 
д 2? + ду? QE,7) 
Р 
其 中 PE, 一 一 Уаѕвп (Е — &)ехр[— с — ё] 
”各 
= ева бера VE Ey + G — 0°] 
| А | (C.1. 2. 29) 
QE, 一 一 > yaisgn(7 — 7,)exp[ — c;|? — 7;| J 
i=] 
$ 
Е. 2269807 сха nDexp| _ d, @ ХА т) + (ë A 202] 
实际 求解 时 用 逆 变 换 方 程 
QT 一 2@хе + Ут», 二 一 PrP + £E) 
ays 一 28ye + Yyy =— Jyp EM + yE) а e, 
а= zí + у 7 = zl + у] Se 
B = хүл, + эу, J = Zeyy — хуу; 
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应 该 说 明 的 是 , K ЗЕК Ent Т ARAA. 求解 时 边界 值 给 定 , ЖАНЕК, 
计算 是 出 较 花 时 间 的 。 实 际 上 因为 坐标 是 人 为 选 定 的 ， 即 使 得 到 精确 解 也 不 能 保证 是 正 交 坐 
标 系 。 所 坟 实 际 计算 时 方程 可 碎 简化 ， 和 迭代 精度 不 要 过 高 。 右 端 项 可 以 取 作 零 ， 在 一 次 变换 
后 再 作 拉 伸 、 压 缩 变换 就 可 以 得 到 变 距 网 格 。 这 种 方法 比 直 接 解 (C. 1, 2. 30) 式 要 简单 得 多 。 

为 了 进 -- 步 篇 化 计算 ， 人 们 采用 以 下 两 种 简化 的 方法 ; 

(1) 双 曲 型 方程 网 格 生成 法 

人 们 希望 得 到 正 交 网 格 ， 故 应 当 有 


VE. у= 0 
通过 变换 得 到 方程 
raz + ye = 0 (C. 1. 2. 31) 
又 车 人 为 地 给 出 (€, р > (z, у) 各 点 的 放大 系数 五 ， 这 相当 于 给 定 雅 可 比 行列 式 的 值 
ду, 一 жуу, = H (£ ,g) Р (С. 1.2.32) 
(С. 1. 2. 31, 32) 式 构成 一 对 方程 ， 肩 部 线性 化 后 可 得 : 
тўл, 十 ууу, + абду + Йу, = 0 } (С. 1.2. 33) 
уух, — жуу — Yir, + zty, = HEY) 
Жер. z, y 是 事先 构成 的 一 组 初 值 。(C. 1. 2.33) 式 可 简写 为 
3 Ar, + Br, = Е (C. 1. 2. 34) 
Š ° 
РЕ =i Ti J B=| | r-d š } (С. 1.2.35) 
У x —29 =y x+ H+H° 


这 是 一 个 双 曲 型 方程 , 对 用 中 心 差分 , ? 用 后 向 差分 计算 可 推进 进行 。 类 似 地 也 可 有 上 
为 后 向 差分 ，? 为 中 心 差分 进行 计算 。 计 算 分 别 沿 2, ЕРИНЕ а 次 ， 即 得 С, у) 和 Cë, 
9) 之 间 的 教 值 变换 关系 。 计 算 时 为 稳定 引入 人 工 粘性 系数 ， 具 体格 式 如 下 : 


Egs z 
Fij Fi 十 78 Агза = Faija) = B IF, зл +ë > (VEVD T 


(C. 1. 2. 36) 
其 中 Viri Pra — F Vaini = Рр Рл 
(V,V Өг, “гы — izj- F Раја ria (С. 1. 2. 37) 
F Biriga 2014-2 T Fig — aj- + Fij- 


є 人 为 选 定 ,， 它 起 稳定 计算 的 作用 。H? JRE. НИТИ n 次 ,由 于 计算 是 推进 进 
行 的 ， 故 工作 量 不 大 。 这 里 求解 的 是 一 双 曲 型 方 程 ， 故 又 称 作 双 赐 玫 方程 生成 法 。 
D 抛物 型 方程 生成 法 
如 果 对 计算 做 进一步 简化 ， 还 可 以 得 到 更 加 简单 的 抛物 型 生成 法 。 具 体 作法 如 下 。 
在 采用 椭 贺 型 方程 生成 网 格 时 一 般 采 用 中 心 差分 格式 .为 简单 起 见 , 设 方程 为 Laplace F 
程 (其 它 系 数 较为 复杂 的 方程 作法 一 祥 )， 即 
gz | дїк _ 
т; 
+ 


差分 格式 如 图 C. 1, 10， 则 差分 方程 为 


0 
(С. 1. 2. 38) 
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Ti 203 Tiri + Z; = — 2=,,; + Lijit = 0 
А? Ар 
(С. 1. 2. 39) 
КАЛ 一 ЛП F Yini a Уа Дм.) „= Уга „_ 0 
Аё мү 


若 将 ЖМ,» ym RE itli’ Ун? 则 由 于 


aiz (ІМ — Әз — (ЕМ — it De + Zea 
аё (IM —)(1М — i+ 1)А©/2 


(C.1.2.39) 式 可 改写 为 


(IM — Dx; — UM — i + 0х + зм; 
(IM — DUM — i + 1)A8/2 


Zij- — 221.5 F Жы 
Am 

由 于 人 TH 是 已 知 的 ， Fiji 在 推进 计算 中 由 上 一 步 
计算 得 到 , 所 以 可 以 建立 关于 Ai, Í Fiza > xu- ИҚ, 
数 方程 组 。 这 样 可 以 先 计 算 ; 王 2 G=1 的 z. 也 是 已 知 
的 )， 再 计算 ;一 3，…, i 一 IM 一 1。 当 系数 比较 复杂 时 可 
以 推进 次 ,使 计算 值 稳定 下 来 就 不 再 计算 了 了。 如 果 将 
хым КА mrl， 则 ?方向 也 可 用 类 似 的 差分 格式 ， 于 是 
可 以 逐 点 计算 了 。 因 为 一 1 2,5-1 由 土 一步 计算 得 到 
了 。 这 样 计算 起 来 就 十 分 方便 。? 的 计算 也 是 类 似 的 。 这 
种 方法 称 之 为 抛物 型 方程 生成 法 ,因为 将 C 1.240 РЕЗА 


十 = 0 (С. 1. 2. 40) 


С. 1.10 


2 
— = — -+- єл + d + ОСЛЕ, Ар) (С. 1. 2.41) 


ср * 2 = 2 = 22]м,; 
ТА SU paqwa ЈА тавува J И СЕРУ СЕ a 


不 难看 出 (C. 1. 2. 41) 式 为 抛物 型 方程 。 

应 当 说 明 一 点 是 ， 由 于 计算 是 推进 进行 的 ， 利 用 上 述 这 些 方法 网 格 的 好 坏 不 易 控 制 ， 要 
有 一 定 的 经 验 ， 所 以 实际 使 用 时 应 与 图 象 显示 结合 ， 不 断 调整 边界 点 的 位 置 以 得 到 比较 好 的 
网 格 。 


1.2.4 正 交 网 格 生成 


前 面 讨论 中 已 经 指出 ， 除 保 角 变换 方法 外 其 它 方法 都 不 能 保证 网 格 是 正 交 的 。 实 际 使 用 
中 发 现 ， 正 交 网 烙 产生 的 附加 误差 最 小 ， 特 别 在 壁面 边界 附近 ， 正 交 性 的 要 求 更 高 。 
由 正 交 性 条 件 知 ，(z，y) 5 (€, p 之 间 应 当 满 足 柯 西 - 黎 曼 条 件 ， 即 
аё a7 а# ај 


H-n, 32-91 (C. 1. 2. 42) 
由 于 е кк 
дт ay + 
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аё JË 
故 (dë), = 52692), + 2559» 
3 аё 
0 = dez + э (ду): 
> 
a а 
同 理 0 一 学 Cdz), + 2744»), 
а а 
баре = S (dz); + 52085) 
其 中 (dx )e 表示 & 不 变 的 微分 量 ,， HA 
(d>), а= (dz) _дх (ау); _ ду 
(dê), аё (d, 27 (de 97 
以 及 4.=0  dp=0 
因此 由 (C.1.2.43) 式 可 得 
а& _ 12y 313z 
gz dJar’ y Ја? 
a7__19y 87_ laz 
ax va Ə Jð 
_ |д(х,у) 
其 中 ka [КУ 
利用 〈C. 1. 2. 44) 式 不 难 将 柯 西 - 黎 曼 条 件 改 写 为 
19y_ 19дх lar_19y 
f ә Ја’ әй Ja 
дх_ду Әдх_ ду 
消去 了 即 得 22—97 29 аё 
于 是 直接 得 到 方程 
дт 9z_0 
2E әр 
д?у | д°у 
ae tap? 
ДЕЗЕ НА ААА, BD : 
E D E: 
эё T ram 0 
ду, 12y. 
аё? + А әр 0 


(С. 1. 2. 43) 


(С. 1. 2. 44) 


(C. 1. 2. 45) 


(С. 1. 2. 46) 


利用 中 心 差分 格式 求解 。 但 这 样 得 到 的 不 一 定 是 正 交 网 格 线 ， 关键 在 于 不 断 调整 边界 点 。 具 


体 做 法 是 , 首先 在 边界 上 假设 一 些 点 ， 即 给 出 〈, ?) 求 解 域 
边界 上 的 xz， уі, 求解 (C. 1.2.46) 式 后 得 到 网 格 点 。 由 


边界 内 相 邻 网 格 线 上 的 节点 向 边界 做 垂 线 , 得 到 新 的 垂 足 ， P 
用 它 来 代替 旧 点 ， 重 复 以 上 过 程 直到 新 点 和 卓 点 之 间 的 距 新 点 
离 足 够 小 为 止 (参见 图 C.1.11)。 这 里 为 实现 收敛 , 要 求 原 PA 
边界 的 角 点 处 {如 图 C. 1. 11) 应 当 有 相 邻 边 正 交 的 条 件 , 否 

则 将 无 法 收敛 。 当 然 收 全 条件 也 不 必 过 于 苛求 ， 以 免 花 费 
机 时 过 多 。 


以 上 比较 详细 地 讨论 了 贴 体 网 格 微分 方程 的 生成 方 
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外 生成 正 交 化 或 接近 正 交 化 的 网 格 将 更 加 困难 。 
13 转换 关系 


在 确定 贴 体 坐 标 系 后 需要 将 方程 由 直角 坐标 系 转换 到 曲线 坐标 中 去 。 


£ = él(r,y,2) ў == }(х,у,2) £ = Elz, yz) 
利用 复合 函数 求 导 的 方法 可 以 得 到 


引入 记号 

af af Əfl_ рут [2/ 3f 2f) _ 
(92,52 2) = (Fo) , [22.25 58] = (Po 

a£ ag аё az əz Әх 

дх ду д аё аз а& 

әт әу дт|_ 2,1,5) ду ду 33| д(т,у,е) 

ах ду д«| Ә2(=х,у,х)’` [əf д1 Ət| 23(€,7,¢) 

95 95 25 дк ах де 

az ду де 2ё ат aF 

J= énn Ii pzp 

A (m,y,z) , е 3 ($7,6) 


其 中 |， | 表示 行列 式 值 
于 是 〈C. 1. 3. 2) 式 可 以 简写 为 
(F, = (ЕТ 8,7,0) (ЕТ = (кут д (х,у,2) 


д(х,у,®)' а‹#,, 
%,,5) Е Kr, yz) =} 
不 难看 出 人 -(5225) 
并 由 此 可 得 


г = Ук — Yy £ = 2) “x E хуу; — луу; 
ж Jo! , IAS. Jo , z Jaa 

— Уе 一 Уш — Ze — дш — Ze тец 
я 1 . = , 5 


ГА T- 7, J: KA J-i 


t. = Yzy Уе A 2520 一 225 _ ЖЕЎ, Жуу: 
т =I , жт 一 1 Ы $, мн 1 


(С. 1. 3. 1) 


(С. 1. 3.2) 


(С. 1. 3. 3) 


(С. 1. 3.4) 


(С. 1. 3. 5) 


(С. 1. 3. 6) 
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此 外 ， 对 于 弧 元 也 要 做 相应 的 变化 。 引 入 记号 


онсе SO o (C.1.3.7) 
& = Ё, 6 = 1, & = £ 
HF d?= 5) алал, SAH | (С. 1.3.8) 
da= У) 240, (С.1. 3.9 
i=1 
故 ds 一 S 222 38.) [ Хаа.) 
s : ас) Sus 5) Уа. Ata, 
(C.1.3.10) 
其 中 
в. = Dumai = У) aa з (С. 1. 3.11) 
如 果 将 g;,; 构成 一 矩阵 G 二 {g;,;)} ， 利 用 直接 计算 可 以 验证 
_ [ƏG(z,y z) Y {3 (z,y,z) 
= н) [SG | (C.1.3.12) 
而 且 有 IGZ =J! (C. 1. 3. 13) 
EPIG Жк G 的 行列 式 的 绝对 值 的 平方 根 ， 有 时 为 简单 起 见 记 作 gz， 即 
gt = |G = J! (C.1.3.14) 
FHE z. у, х #8 НКУ E, 7, £ 空间 的 网 格 微 元 体积 之 间 的 关系 为 
dy = gidéd7d¢ (C. 1. 3. 15) 
可 以 看 出 雅 可 比 行 列 式 的 值 反映 了 二 个 坐标 系 间 各 点 体积 放大 和 缩小 的 比值 。 
DT Ir, дх 
由 于 JEJE? JE dé (C.1.3.16) 


是 当 操 变化 而 其 它 坐 标 不 变 时 矢 径 r 向量 的 变化 向 量 , EIE dr: (r= (z, y, z)), 所 以 dr, 和 
dr; 之 间 的 夹 角 为 


dr, edr; _ ` ii j 
соѕӣ,; = Tdr, E 185; р.» 76 (С. 1. 3. 17) 
ФАК ЈЕ, cos0;=0 (55), Wk 
g 一 0 G= (С. 1.3.18) 
另外 当 :一 了 时 引入 记号 
? ах, дх 
ви = № = > E ЭЕ (С. 1. 3.19) 


h; 在 正 交 坐标 系 中 称 作 拉 梅 系数 。 
有 了 以 上 关系 式 和 表达 式 后 ， 原 则 上 说 所 有 直角 坐标 系 下 的 方程 都 可 以 改写 为 曲线 坐标 
系 下 形式 。 因 为 
-154° 


G = 1,2,3) 


2 3 z с 
зрэ дё, 2&, g + > 5 š, д Gi, === 1,2,3) 


s ss — 24 ax, ər, EIE, 2:92, 9, 


(С. 1. 3. 20) 


将 以 上 关系 代入 原 来 直角 坐标 系 下 的 方程 即 可 得 到 曲线 坐标 下 的 方程 。 如 拉 善 拉 斯 方程 
?: T Әг, aT 


+ 537 + = 0 (C. 1.3.21) 
д? 
在 曲线 坐标 下 可 写 为 
3 дё, PT A AA 26, а&, PT 
р ag 十 < 252 ах; 92; БЕН 
ке! 所 
2ч а, ӘТ _ 
+ > тии 0 (С. 1. 3. 22) 
; 5 а(,7,6) 
8 j= da сс, | 
а= 2 tHE +Ë, Yi = 206,0), + ёл}, + EN) (С.1.3.23) 
引入 记号 ©; 一 1р + m Б р, Уз ы 205, + VAS + ГАФ, | 
аз 一 = + 5 + $2, Ул = 206.6, + СУ + К. 


则 《C. 1. 3. 22》 式 可 改写 为 比较 对 称 的 形式 


-| 


G E R суы 
(C.1. 3. 24) 
op МИСА; 
不 难看 出 ， 曲 线 坐 标 下 的 形式 比 直角 坐标 下 的 形式 复杂 得 多 。 
在 正 交 曲线 坐标 系 下 
+ = Ј = g? == (аав 01 = hihzh; (C. 1. 3. 25) 
其 中 h. = nza) G = 1,2,3) 


Yi = Yn = Ya = 0 
由 《C. 1. 3.6) 式 可 得 


«. а рЫ у)? + Саар 一 туг)? + (ту; 7 ху)" ] 


шг сту + ж + а (ур + yí + zÜ) — (zz, + уру, + гүл)? J 


正 交 坐标 时 有 
h2hs a, _ ħħ; 
T ЖАК: (C. 1. 3. 26) 
$ Qas hiha 人 33 5 
类 似 地 有 J == h. 3 J == h; 
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HAS). — V 在 正 交 坐标 系 条 件 下 为 零 。 故 《C. 1. 3. 24) 式 在 正 交 坐 标 系 下 简化 为 

а {Һат а {АА 3T) 9 f hh: 3T 

A Жо о хт 

用 这 种 方法 来 导出 曲线 坐标 下 的 NS 方程 是 十 分 复杂 的 。 

另 一 种 方法 是 将 方程 改写 为 散 度 形式 ， 这 时 化 简 比较 方便 。 为 简单 起 见 ， 这 里 先 介绍 二 
维 的 情况 ， 比 如 只 有 一 阶 导数 ， 即 


|= 0 (С.1.3.27) 


д0, дЕ 2С 
э отоу О | (C. 1. 3. 28) 


利用 关系 (C.1.3.20) 式 可 得 
90, 2&3F acC | әдЕ 373C _ 
3 Кэл дЁ tye T ərə Tayan 


引入 J=, Em 则 上 式 可 改写 为 
(5) ЕЯ s 


0 


= 0 (С. 1. 3. 29) 


т 


Еа [天 了 а 


£ 


这 里 只 要 考虑 到 


l. S. z ал 


及 其 它 类 似 的 关系 即 可 导出 〈C.1.3. 29) | гү a Tae 
式 。 在 这 里 还 可 以 注意 到 (C. 1. 3. 29) 式 {7 [I 2) ] 

的 物理 意义 。 比 如 设 向 量 Fe,+ Ge, 为 р, 

PDF, G 为 DD 的 二 个 分 量 . WREDE ЖОО 
在 沿 等 线 的 法 向 投影 , 则 可 得 到 све ” (S) +[2) ] гт 
G6,) Мете: 在 洛 等 了 线 的 法 向 投影 ， ?= c 4 
则 得 到 (py; + G.) [умуту CE 

C.1.12), 而 | єс, s 


/ / > &= C, 
EHE SJ М ytri janj ° J 
NHE = JN + yË = |АЁ| :J 
对 有 限 大 的 单元 ， 应 用 通 量 守恒 应 有 
U 
9 Я 5) = (D|, • [An Dera — (D|, [А |), 


+ ‹ |, Е [А Эм z (D|, ж |412, 


С. 1.12 


БЕ, + Сё, | [РЕ +G, 
=| J lân] | л! ёна Jlán| 111], 
Ет. + G7, _ [Ет + Gg, _ 
+ [aa а) JISE] 1261], 


34 М, Аё, An—0 时 即 得 
U , (F, + G, Fo + G.) _ 
[可 ,+| 7 | 7 | = 
Е" 


= FE, + Gê, G: = Е, + Gy, 


ê 


或 引入 记号 
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Rr 


w 9,151,192,» 
它 与 〈C, 1, 3. 29) 式 是 一 致 的 ， 其 物理 意义 格外 明确 。 这 一 方法 同样 可 推广 到 三 维 ， 此 时 有 


U | (F = 0 (C. 1. 3. 30) 
т FA Fl | 

- а (£, 7,5) 

其 中 {|ы 


F: =F, + G£, + Нё, 

G' =F}, + С), + Н, 

Н' =FẸ, + G£, + Ht. 
有 二 阶 导 数 时 ， 方 程 写作 


aU Е, ас IR FPS FPT N 
JE Эт tay ar дхду' ду e 


这 一 方程 可 以 改写 为 


aU aF ap _ afaR ƏS _ L Е ba 
s p s E= 551+ 2 „Га у Сер; | has 


其 中 是 一 个 待 选 的 参数 。 利 用 前 面 关 于 (C. 1. 3. 28) 式 改写 为 〈C, 1. 3. 29) 式 的 方法 可 以 
得 到 


Ul ӘЕ* ƏG' _əP* aQ | 
2 z] JE 27 = £ T аў. (C.1.3. 33) 
Кн 
` =3GF+6G, С = @F-+ s (C. 1. 3. 34-1) 
P' = 1408, + S) + [Q — 5. +T,]) 
= [R + а— 0657, + [45 + ET], — ER + ES +&Т)) 
-[® 2R + ,2,5 + Т] © Е + 7,8,5 + є/5 十 ыы 
J ЕИ асре f 
ERTAS TET °S ан 18 (C. 1. 3. 34-2) 
类 似 地 


Q 一 于 (CR + S) + ъа — 9S, + Т,]) 


2 Е +458 tost т) y [2% F 7л; $ т) 


E d 


= За L S + 1 (C. 1. 3. 34-3) 
将 它们 代入 (C. 1. 3. 33) 式 ， 整 理 后 可 得 
U; + FE + G; ` = Rë + S£ + T$ (C. 1. 3. 35) 
* 157- 


‚© 

其 中 U" = 了 
. í Ë. R + Š. S + ё,,1 
дшше шр i Sas 
се =G +?“ 1y + 31 


pe ËR + EES + ET ОЮ 
Е J 


2ё „К + (ёл, + ENDS + 28, T 
z J 


5: 


Te 


ÉR + 925 + ET 
= J 


JH (C. 1.3.23) 式 定义 , F*, G'h (C. 1.3.34) 定义 。 
由 于 流体 力学 的 基本 方程 均 可 写成 (C. 1. 3. 31) 的 形式 ， 所 以 方程 在 曲线 坐标 下 的 形式 
均 可 写 出 来 。 这 一 部 分 留 给 读者 自行 完成 ， 它 们 的 形式 在 本 章 末 的 习题 中 均 可 以 找到 。 


1.4 寄生 截断 误差 


在 前 面 讨论 贴 体 坐 标的 生成 过 程 中 可 以 看 到 ， 由 于 坐标 形式 的 多 样 性 和 复杂 性 ， 因 此 变 
换 一 般 不 能 用 解析 形式 表示 ， 而 只 能 采用 离散 形式 。 各 种 参数 如 zo zr, yes yo re 等 的 导 
数 ， 行 列 式 J 各 元 素 的 计算 都 只 能 用 近似 的 差 商 来 计算 。 这 种 计算 也 会 产生 附加 的 误差 ， 这 
”种 误差 称 作 寄生 误差 或 寄生 的 截断 误差。 
首先 以 一 维 函 数 为 例 说 明 出 于 网 格 不 均匀 引起 的 误差 , 设 СА) 是 一 个 足够 光滑 的 单调 变 
化 的 函数 ， 且 o<2<1 BF, 0o< qQ) 委 1， 又 设 空间 坐标 x 和 计算 坐标 号 之 间 的 关系 为 
x= q(É/N) (C.1. 4.1) 
Я 4&=0, 1, 2, 0, N—1, N, АЛУ, у, roes zw zw 一 1。 对 于 均匀 网 格 ， 中 
心 差分 具有 二 阶 精 度 ， 在 不 均匀 网 格 时 ， 会 产生 如 下 疑问 : 
(1) 当 网 格 分 布 不 变 ， 也 就 是 说 9(4) 不 变 时 ， 网 格 点 增加 时 中 心 差分 格式 是 否 是 二 阶 


精度 ? 
(2) MARATE, 分布 规 律 变化 将 对 误差 产生 什么 影响 ? 
一 维 时 
f, = f. fz (C.1.4. 2) 
== ут | уу | 可 以 解析 地 得 到 ， 则 数值 计算 /为 
f. 25 fu fii + q (C. 1.4. 3) 
T 


由 《〈C. 1.4.1) RTA A=, T, 为 截断 误差 。 由 台 劳 公式 可 得 


T,=- 1 бе 1 fem)... (С. 1. 4.4) 


又 由 于 f= f. z+ (C. 1. 4, 5) 
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Ja = x= f. + tfa 
See = + 3zíezef,, + TÈ irr (C. 1. 4. 6) 
XAF 
故 将 (С.1.4.6) 5 (С.1.4.7) RRA (C.1.4.4) R, 计 及 1/N? 量 级 可 知 
T,= 1 es, а а, L atf aer A ss (C. 1.4.8) 


所 以 说 工 ,~1/N?, 在 网 格 均 匀 时 x 也 不 为 零 , 但 те, лее: 在 网 格 不 均匀 时 第 一 ,二 项 
为 寄 和牛 的 截断 误差 ， 所 以 可 以 看 出 网 格 不 均匀 时 误差 会 增加 。 
男 一 方面 如 果 点 数 不 变 ， 则 点 的 位 早 变 化 也 会 引起 截断 误差 的 变化 。 为 了 保持 截断 误差 
阶 数 不 变 ， 要求 
Ж ~ л}, Le — тї 

但 这 个 要 求 一 般 达 不 到 ， 所 以 在 这 种 达 不 到 的 地 方 ， 应 当 加 密 网 格 点 。 

”以 上 分 析 中 我 们 假定 z 具有 解析 的 形式 ,但 是 在 许多 情况 下 ，x 二 g E/N) 没有 解析 形 
式 ， 只 有 数值 关系 。 这 时 


f= т, (C.1. 4.9) 
itl “f. i 


利用 台 劳 展开 有 
T, =f, k {S lti Жу 1) + 到 六 [Cr z)? — (=, 一 +; 21321] 


+ f. Газы z) (Xi_1 z)? |/ EAN FE Zi)? 


E EPE 


3 


Lp (Zi 1 х;)% (їр 2) 
6 ZII жаы а) 


其 中 广 的 系数 是 re 的 差分 表达 式 , 而 f... 的 表达 式 是 好 的 近似 表达 式 。 由 于 第 一 项 也 具有 
二 阶 精度 , 所 以 fz 项 与 解析 的 情况 是 相间 的 。 第 二 项 影响 比较 小 。 因 此 可 见 , 解析 的 和 数值 
的 估计 ， 截 断 误差 相差 不 多 ， 可 以 将 截断 误差 看 作 :; 


T P=, Fanfa = 447. (C. 1.4. 11) 


根据 人 们 已 有 的 经 验 ，a(e/N) 的 几 种 形式 比较 如 下 ， 

(1) 指数 函数 不 如 双 曲 正切 ， 双 铀 正 弱 函数 好 ; 

(2》 在 边界 层 底 部 用 双 曲 正弦 范 数 最 好 ; 

《3) 在 边界 屋外 部 用 误差 函数 或 双 曲 正切 ( 双 曲 正切 用 于 边界 层 内 近 外 侧 ) 最 好 ; 

(4) 对 数 函 数 、 正 弦 、 正 切 、 反 正切 、 道 双 曲 正切 、 二 次 曲线 、 逆 双 曲 正弦 都 不 好 。 

下 面 讨论 二 维 情况 。 二 维 时 | 

fa = Orfe РИМ g. (C. 1.4.12) 
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(C. 1.4.10) 


其 中 Vg = |/| = |Ə(z,y)/Ə (6,9) = |z 一 ra], 
如 果 全 部 导数 项 都 用 中 心 差分 的 方法 ， 又 设 AE 一 Azy 王 1， 则 


f, = 2 U [yr Chis = fiaa) T yia а Fis 0Ј+ T: (C. 1. 4. 13) 


Vg 
用 台 劳 展开 可 以 得 到 
T, = ‚урн 一 rezyze) f, + урн э; yeay 
za 1 Гугу, Со == та) + TaY Yy С" LEVY LS ey + 二 阶 项 (C. 1. 4. 14) 
2 


其 中 zt;，z… 的 计算 也 用 中 心 差分 格式 


1 
Te = у Сз — X17) 


1 
z, = о Tiuta = 2,3-1) (С. 1. 4. 15) 


пи = Жу 22063 + Tij 
ta == Ti — P=; F Tiji 


为 了 保持 原 有 的 截断 误差 的 量 级 ， 要 求 zo £r ye y0 В 


Lez Уе Tm Ут СС. 1. 4. 16) 


Т? |г,|?? [rl |r|? 


应 当 有 界 。 另 外 Vg —*0 的 速度 也 应 当 是 有 限 的 , 这 一 条 件 实际 上 相当 于 网 格 的 交角 ES 及 
7 一 c 的 交角 ) 8 不 能 是 无 限 小 的 ， 也 就 是 说 cg 应 当 是 有 界 的 ， 即 要 求 
аше SMR 


g> үрү! rl С.1.4.10) 


{这 是 二 维 时 的 公式 )。 T., 40-0 BFF, M>, 220, 即 g 没有 下 界 (绝对 值 )。 П = J, 
所 以 J 没有 下 界 时 变换 就 是 奇 性 ， 会 产生 很 大 的 寄生 误差 。 

二 阶 导 数 的 分 析 更 为 复杂 ， 但 结论 也 是 要 求 9 不 能 太 小 ， 所 以 我 们 希望 曲线 坐标 尽 最 地 
正 交 。 

关于 曲线 坐标 引起 的 寄生 误差 是 一 个 比较 复杂 的 问题 ,还 有 竺 于 进一步 深入 地 进行 分 析 。 


小 结 


贴 体 坐 标的 出 现 ， 使 计算 流体 力学 的 应 用 得 以 迅速 推广 。 本 章 首先 介绍 了 贴 体 坐标 的 基 
本 概念 。 生 成 贴 体 坐标 的 方法 有 三 类 。 代数 生成 法 是 插值 法 的 推广 , 关键 是 插值 消 数 的 选用 。 
保 角 变换 方法 只 能 应 用 于 二 维 问题 ， 并 且 针 对 一 些 特殊 问题 可 以 解析 地 得 到 变换 关系 。 其 它 
大 多 数 情况 与 数值 求解 微分 方程 的 方法 是 相似 的 。 本 章 着 重 介绍 了 偏 微分 方程 生成 贴 体 坐 标 
的 方法 。 本 章 最 后 讨论 了 贴 体 坐 标 下 的 一 些 转 换 关系 以 及 分 析 了 由 于 坐标 转换 带 来 的 寄生 截 
断 误 差 的 估计 。 并 指出 正 交 或 技 近 正 交 贴 体 坐 标 生成 的 必要 性 。 
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习 ш 


1. 5 N=2, 3, 4, 5 BF, Lagrange 和 Hermite 和 多项式 的 具体 公式 。 
2. 将 下 列 四 曲 边 形 区 域内 《包括 边界 ) MXN DA (BAR C. 1.13) 


y= 0,25c0sx— 0. 25 


图 C.1.13 
(у, у) G=1, 2, **, М, j=l, 2, =, N) 
记 它 们 对 应 于 一 正方 形 域 OKKES; SKID 为 (&,, p) G=1, 2M; ;=1, eN) 


; == (È, 7) l 
E ATE 有 ja ср, M eA mhian RARE 


y=y (Ê, 1) 

zr==<= (ë, к! 8, CE) 
М =>þ. 
у= y (ё, VA i 


引入 函数 
a.(€) ¿= 1,2,++,М, в,ар Р) = 1,2, N 
a,(&) = Š;; ¿= 1,2, M, B) = д; J= 1,2,- N 
M 
Е,(ё л) >= }У)а,(&)а,О]) 


im] 


N 
FED = 278,GD[5,(8) 一 FEM] + FE, 
j=1 


к 
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m w. ` 


试 说 明 Fi, Fos 分 别 代表 二 族 曲线 , 它们 通过 上 述 选取 的 MXN) 个 点 , а, В 5 Lagrange 
Ж, АННЕ ДЕ К БВВ И 2 АЕ фр; Ж. (以 上 方法 又 称 之 为 点 有 限 域 插值 法 )。 
З. 试用 保 角 变换 作出 图 C. 1. 14 所 示 图 形 的 贴 体 网 格 线 。 


| 
Cb 15° 
< -ERE F IRTIR ENR 
2а 


В А 
sa 
C D 4 B C D 


—1 0 
图 C.1.14 


4. 试用 偏 微分 方程 建立 图 C. 1. 15 所 示 图 形 的 贴 体 网 格 。 


图 C.1.15 
5. 验证 〈C.1.3.12) 式 。 
6. 证 明 а= үс (aa) 
其 中 a= VË, at= 9, (&， ё, 59) 为 曲线 坐标 系 
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iin АЕ 
7. 记 пуа a, g’ =a 
试 证 明 


ғ 一 (ж,у,2) 


gu = glg" g" — g”g™) 
ыа | 构成 (1,2,3) EB 
(imn) 

8. 说 明 & 变化 的 弧 元 长 为 


ds = Мб (不 对 i 求 和 ) G= 1,2,3) 
E 不 变 面 上 的 面 元 面积 为 


с; — (а; X a,)dš dš, — N 77 T (ga) dE dÈ, 
(2,34) 


то вйа,2,3) 正 向 循环 


体 元 体积 
dV = |a, • (a, X а,) 144,4, = 24,48,16 
9. 证 明 
1 ÑA JA А К 
У А = FÈ JE tag CG Xa) 《jp 构成 (1,2,3) 正 向 循环 
3 
УХА = A Уе, Ада, — (а ,4)a ”守恒 型 
1 3 
= — Уа, ° А;)а, — (a, * А,)а,] EFEN 
wr 
ре с... 2$ 
veS g ANA дЕ 
v=- У) У) (2-00 xa LG, хай} HEN 
Мк бте МЕ i 
1 ŠŠ = 1 a 
sabse ka дш х адва). ч 
之 > а, Ха Ir { 非 守恒 型 
GQ, My n) МАЎ ТЕ 
”10. 证 明 
det|g5| = 7 
11. 1) Z 


_ {#ё\ __ехр(аё/Му—1 
z= y ~ expla) — 1 бек 


证 明 (C. 1.4. 8) 式 中 第 二 项 对 第 三 项 之 比 在 6=0 ВУ 1/NS, =N 时 为 1, 其 中 S= (т, 
H 5-=0 


‹2) 证 明 上 面 的 比值 在 # 从 ОФ] N 之 间 的 平均 为 


lf" ze _1[_1 1 
es [зз гн 
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G) 证 明 (C.1l.4.8) 式 中 第 一 项 引起 的 部 分 误差 为 


— гр ( 设 太 在 区 间 内 不 变化 ) 
6Viln т, 
12. 对 于 下 列 两 种 情况 研究 第 11 题 中 同样 的 问题 ， 


| £) зіпһ(аё/№) 
(1) z=ql N) ш sinh(a) о=ё< N 


E th[a(1—ë/N)] 
13. 设 曲 线 是 下 列 二 曲面 的 交 线 


0<£=<N 


Е(х,у,2) = 0 
С(х,уз2) = 0 
证 明 切 向 单位 向 量 为 
ihi t j, + ky 
УЛ + Ji + Jš 
3 
r < 
其 中 J=F,G,—F.,G. , 1, т, n> 1—2 
14. 设 坐 标 系 
х = p y= ауто. -z = f(Ẹ)sinf 


其 中 Р = Ф = 


Ж а, а’, Бі? в, МЕ. 
15. ЖЖЖ 
х = тєһўсо5$, y = rshnsinteost, z = rshzysinysine 
т ЖЖ. Жа, а, Zijo 8°, МЕ. 
16. 设 方程 为 
U, + F, + G, = (аК,), + (85,), + (5,), + OT), 
ЖК, 8, ó, YJ z, УЮ, ИЕНА TAERA (С.1.3.35) 式 。 其 中 


F** =Е' + [(aË,),R + PES + (88,),5 + оет] 2) 


О<ё< я 


Е тт 


G** =G* + CRR + (ñn.),S + (9,).S + от] 7) 
R' =[eËR + (В + DEES + | 7| 
S* =[2вёл„Ё + (Š + 00, + 8,08 + зет) ?| 


Т" =[айЁ + (8 + DS + ЕТТ > 


17. 证 明 三 维 问题 中 若 方程 具有 如 下 形式 
U,+ F, + G, + H, = 0 


则 曲线 坐标 下 为 
U; ФЕ +G; +H: = 0 
其 中 U' =U/J 
6164 


F° (FE, + GE, + H8,)/J 
G" =(F7, + G7, + Нз.) /Ј 
H: =‹Е + GY, + Ht.)/J 


2,7,6) 
а(х, yz) 


18. 流体 力学 基本 方程 改写 为 曲线 坐标 下 的 形式 可 逐步 进行 ， 如 可 压缩 烙 性 流体 流动 的 
基本 方程 为 (A. 2. 2. 9) 式 。 对 二 维 问题 有 : 
连续 方程 ZL 9502 2 一 0 


J =det 


ду 
工 方向 的 动力 学 方程 
д(ри) | д(р + ри?) | 9(puv) _ 9 4 ди аг ди 
BE а ау ше 3 u 95495} 
ә г 3v ә 2 до 
гг. гш эс] | 
y 方 向 的 动力 学 方程 
Ilw) а(риу) | ар + ри?) -2p 2 42e] 


Iyl“ 3 ау 


д ди д 2 аи 
talea lEz EF 


дї dz ду ðx| dz 


能 量 方程 
2 
at 


= le [| 27 А аы! 


ЗЕ S| 2 [pu 55 + 212 дъ 
итү +y 3⁄7 эт 


ze É +! 1+5 Z [s (E, +>] + Е, + p)] 


+ АСЕ 
分 别 利 用 题 16 s: М ы. 
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第 2 章 无 粘性 流体 流动 的 数值 计算 


从 本 章 起 ， 将 讨论 流 场 计算 中 的 一 些 特殊 问题 。 在 上 一 篇 中 介绍 的 各 种 方法 在 流体 力学 
中 都 将 得 到 应 用 。 在 讨论 那些 方法 时 都 以 线性 方程 为 例 。 关 于 它们 的 收 伍 性 、 精 度 分 析 都 是 
以 方程 为 线性 的 前 提 下 进行 的 。 在 流体 力学 中 绝 大 多 数 的 问题 是 非 线性 的 ， 所 以 无 论 在 收敛 
性 、 稳 定性 的 分 析 以 及 离散 化 方程 的 求解 都 产生 了 一 系列 的 问题 ， 解 决 这 些 癌 题 ， 得 到 正确 
的 结果 正 是 计算 流体 力学 的 重要 课题 。 

本 书 的 讨论 由 简 到 繁 , 流体 流动 满足 NS 方程 , 直接 求解 NS 方程 是 比较 国难 的 ,所 以 首 
先 讨 论 它 的 篇 化 , 即 无 粘性 Euer 方程 的 求解 .事实 土 Euler 方程 也 不 是 最 简单 的 , 作为 最 简 
单 的 简化 是 不 可 下 缩 无 粘性 的 流动 , 方程 将 是 线性 的 , 如 果 流 体 可 压缩 , 但 压缩 程度 不 大 , 即 
低 马 赫 数 的 流动 ， 方 程 是 弱 非 线性 的 ， 求 解 比较 复杂 一 些 。 流 动 达到 跨 音 速 时 ， 计 算 就 比较 
困难 ， 流 动 在 超声 速 的 情况 下 ,会 出 现 激 波 ， 这 给 计算 带 来 了 比较 多 的 困难 。 本 章 将 讨论 无 
糙 性 流 的 计算 ， 关 于 有 粘性 流动 的 计算 将 在 下 一 章 讨论 。 然 后 在 后 二 章 将 讨论 工程 中 经 常见 
到 的 一 些 流动 问题 的 计算 。 为 了 适应 现代 计算 流体 力学 的 迅速 发 展 ， 在 本 篇 最 后 一 章 将 介绍 
一 些 新 的 方法 和 方向 。 


2.1 йл АТРИ. 


根据 流体 力学 理论 的 分 析 ， 众 所 周知 ， 无 粘性 流动 ， 在 不 出 现 激 波 的 情况 下 ， 流 动 微 团 
的 粹 在 流动 过 程 中 是 不 变 的 。 如 果 流 动 是 定常 的 , 则 沿 流 线 信 是 不 变 的 , 如 果 来 流 是 均匀 的 ， 
则 全 流 场 都 是 均 粹 的 ， 所 以 等 炉 流动 应 当 包 括 直 至 有 小 超声 速 区 的 跨 声 速 流动 在 肉 的 低 马 蔡 
数 流 动 或 不 可 还 缩 的 流动 ， 这 种 流动 的 基本 方程 是 线性 的 或 弱 非 线性 的 ， 它 们 的 求解 方法 是 
比较 简单 的 。 


2.1.1 不 可 压缩 无 粘性 流动 的 数值 计算 


应 该 指出 ， 实 际 问 题 中 属于 这 类 流动 的 问题 不 多 。 一 类 问题 是 有 自由 面 的 问题 ， 特 别 是 
水 波 问题 , 它 的 主要 半 难 转移 到 自由 边界 问题 上 去 了 , 这 一 类 问题 有 专门 的 著作 加 以 讨论 ,水 
波 问 题 的 基本 方程 具有 双 曲 型 的 特点 ， 它 们 的 求解 可 以 借助 于 本 章 以 后 见 节 中 讨论 的 关于 超 
声速 流动 的 数值 解法 进行 计算 ， 本 书 不 准备 详细 讨论 这 个 问题 。 另 一 类 问题 是 低速 流动 ， 但 
许多 低速 流动 中 粘性 将 起 重要 作用 ， 所 以 无 粘性 的 不 可 压缩 度 动 实际 意义 不 大 ， 但 是 由 于 这 
种 流动 的 流 线 与 等 位 线 梅 成 一 对 正 交 曲线 坐标 系 ， 并 且 是 一 种 贴 体 坐 标 系 ， 所 以 计算 这 种 流 
场 可 以 用 来 生成 正 交 贴 体 任 标 希 ， 因 而 是 很 有 意义 的 。 
不 可 压 元 粘性 流体 流动 的 基本 方程 为 连续 方程 
| у.У=0 (С. 2.1.1) 
动力 学 方程 
аа «С. 2.1.2) 
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对 于 二 维 问题 ， 可 以 引入 流 函 数 %,， 使 * 


_ дф —__ 9 
ыт v=- 5 (C. 2.1.3) 
动力 学 方程 取 旋 得 到 
20 i w. yR- RVW = 0 (С. 2.1. 4) 
其 中 Q = Ёк, =— Аф (C.2.1.5) 
流 函数 满足 的 方程 为 
2V? , 909VY _ддфа\у'ф _ 
дї ду дх дт ду 9 Се 
压力 满足 的 方程 为 
Р\__ ap \1_а%фә% 
| Vie) ва и 
在 流动 有 位 时 存在 位 势 9 
V= уф (С. 2.1. 8) 
由 连续 方程 知 
уар = 0 (C.2.1.9) 
压力 可 由 柯 西 积分 确定 ， 
S+ +П+-уур, V9= fO) (C.2.1.10) 
其 中 卫 为 体积 力 位 势 , fa 为 积分 常数 ， 同 时 由 于 有 位 ， 故 5 一 0， 因 此 
Аё = 0 (C.2.1.11) 


可 见 不 可 压 无 粘性 流动 有 位 时 可 以 由 解 一 组 拉 普 拉 斯 方程 来 确定 流 场 。 关 于 拉 普 拉 斯 方程 的 
求解 , 在 前 面 一 篇 的 讨论 中 已 经 作 了 很 多 的 讨论 。 它 可 以 用 有 限 单元 法 或 有 限 差分 法 来 求解 。 
这 里 需要 讨论 的 是 边界 条 件 的 确定 和 具体 解法 。 

1. 平面 位 势 流 

由 于 方程 (C. 2.1. 9 和 11) 不 显 含 时 间 ， 所 以 定常 和 不 定常 流 的 区 别 只 表现 在 边界 条 件 
上 ， 在 物 面 上 ， 边 界 条 件 为 


ӨЙ = 90) о, (С.2.1.12) 
其 中 mw 为 物 面 速度 在 物 面 法 向 上 的 分 量 。 

对 于 外 流 ， 如 机 杜 绕 流 等 ， 无 限 远 处 的 来 流 可 以 认为 是 均匀 流 ， 故 有 

| 29) = 0.сова, 22) = — Uusina СӘ? 
这 里 a 是 来 流 的 攻 角 , 即 与 z 轴 之 间 的 夹 角 . 对 于 有 光 点 的 物体 , 还 要 用 儒 可 夫 斯 基 条 件 , 这 


在 稍 后 分 析 。 
对 于 大 多 数 问题 , 采用 有 限 元 方法 是 最 方便 的 , 具体 作法 在 上 一 篇 中 已 作 了 详细 讨论 , 这 
里 给 出 几 个 例子 ， 读 者 可 以 作为 例子 自行 完成 。 
(1) 平 直 权 道 内 的 图 柱 绕 流 
这 里 的 边界 条 件 为 图 С. 2. 1 所 示 ， 在 (5) 中 取 了 四 分 之 一 区 , 计算 量 可 以 减少 到 1/4. 
该 问题 的 精确 解 为 
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300.0 2 (a) | (б) 
网 C.2.1 
j - ! 
ф=0 2af eh: eo (С. 2.1.14) 
H H! 


(2) RANAR SDK 
这 里 除了 来 流 条 件 , 物 面条 件 外 还 要 附加 KK- 水 条 件 , 即 在 尾 缘 寻 速度 为 零 (图 C. 2. 2). 


(ф=а+0.у) | 
[с sar RE J 
=a Ф_0 
ду 
图 С.2.2 
为 了 满足 这 一 条 件 ， 可 以 采用 如 下 方法 ， 即 设 
4 é = Фф, + аф + bgn (C.2. 1. 15) 


д, ó h АШТА, 


âp, == 0, Аф, = 0, Аф, = 
í Физш = 0, Asem = 0, Pisa = I (C.2. 1.16) 
д» = Uy, Фф е = 1, Фи = Ü 
在 解 得 Pir Ф.» p 后 ， 计算 尾 缘 处 的 Vis V,, Va, 利用 
и + au, + Биз = 0 
} (С. 2. 1. 17) 
v + аш; + bu, = 0 
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Т уттура адн е 


可 得 a, bW. ЖР т KHU ТЕНЕ, HEARTS 32, 

(3) ЖОНИ 

这 里 进出 口 的 忆 值 是 不 同 的 (图 C.2.3), {Н Ucosa= -U cosh, EFQ, a 是 给 定 的 ， 
їй 8, Us REE, po p 是 虚设 边界 上 的 光 什 ， 已 知 在 这 上 面 的 速度 值 满足 周期 条 件 ; 4 
值 相差 Q。 计 算 时 应 假定 8 值 ， 得 到 少 值 后 计算 尾 缘 处 的 Y。 在 其 值 为 零 时 对 应 的 8 值 才 是 
正确 的 值 。 


У 
\ 


k= ‘Using 


В C.2.3 
以 上 位 势 流 方法 可 以 推广 到 三 维 问题 中 去 ， 那 时 可 采用 位 势 函 数 ， 具 体 方程 为 


2 2 
лр= 29 2. 2 o (C. 2. 1. 18) 


采用 有 限 元 方程 作法 同 前 。 

2. 有 自由 面 的 位 势 流 

在 水 动力 学 中 有 一 大 类 问题 属于 有 自由 面 的 问题 (图 C. 2.4)。 比 如 水 曾 的 泄 水 ， 越 坝 水 
流 ， 自 由 射流 等 问题 ， 它 们 的 共同 特点 是 自由 面 形状 事先 未 知 。 对 于 定常 流动 问题 ， 自 由 面 
形状 是 不 变 的 ， 在 自由 面 上 一 般 给 出 动力 学 条 件 ， 即 压力 为 常数 ， 速 度 值 可 由 伯 努 利 方程 确 
定 ， 自 由 面 本 身 也 是 一 条 流 线 ， 这 种 情况 下 ， 方 程 和 边界 条 件 为 


ду = Ü 

Plana = Ж. Plasa = 常数 (С.2.1.19) 
а 

SE | wma = 0 


图 С.2.4 
ИКЕ ЭИ. 首先 将 流 场 划 分 为 小 单元 《图 C. 2. 5), 自 由 面 形 状 可 以 根据 物理 图 案 
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假定 ， 流 量 则 假定 一 个 值 。 

自由 面 的 形状 记 作 у” Ce) А0, ИЕ л, 
为 QW”， 利 用 有 限 元 方法 可 以 得 到 p” 的 分 
布 ,由 此 可 以 计算 自由 面 上 的 速度 V'” ,再 由 


伯 努 利 方程 У. 
H о Ф МА =Q 
= h + YES (С. 2, 1. 20) Ыр Tx: D 
2 P, SNS MARIA 
E УК нв = 


W VOA V. 可 以 计算 得 新 的 产值 它 一 般 5 os, 
与 "是 不 相等 的 ， 可 以 用 所 得 的 值 来 修 
正和 值 。 比如 AP = А Ah. Ah =h В, 


另外 在 C 点 处 速度 应 为 Ve 二 NY 2g (H — hc), 由 "计算 值 VE? 与 Ve 是 不 等 的 , НИ Ө 


图 С.2.5 


уе, н, АЕТ ЕИН, 直到 计算 收 全 为止。 此 处 < 松 驰 因 于 ， 一 般 
RDF 1 。 
上 述 问 题 的 另 一 个 方法 是 用 变 分 法 ， 变 分 原理 为 


n= | (052) (52) ]- ван – wlan (С. 2. 1. 21) 


REN ETERA, #k H E $, h AZK., AE 
П =— |А г 96 ayan j | | Saydan 


дд? ду? юй 


ЕН! = — 2g(1 — h) {аад 


其 中 262ws 为 固定 边界 部 分 ，382g 和 为 自由 边界 部 分 。 
注意 到 这 里 流量 也 是 未 知 的 ， 所 以 进一步 可 以 将 久 值 也 吸收 到 变 分 中 来 可 以 用 如 下 变 
分 原理 


š=| (+05) +[5%)] gH » an 


= Í. УЕН — уураа (C. 2. 1. 22) 
在 这 些 变 分 计算 时 注意 到 六 变化 时 网 格 也 是 变化 的 , 所 以 人 们 设 一 部 分 网 格 ( 如 辣 外 部 分 ) 与 
h 有 关 ， 计 算 便 可 以 得 到 简化 。 另 外 《C. 2. 1. 22) 中 |， 积分 部 分 就 是 六， 但 它 以 ?形式 册 


现 表 示 它 在 关于 九 取 导 时 不 出 现 ， 这 在 生成 有 限 元 离散 方程 时 要 特别 注意 。 
以 上 方法 只 适用 于 定常 问题 , 关于 不 定常 问题 , 原则 上 是 一 样 的 , 实际 计算 大 为 复杂 , 这 
里 不 拟 详 细 讨 论 ，。 


2.1.2 亚 声速 无 粘性 流体 流动 的 数值 计算 


亚 声 速 流动 没有 激 波 , 来 流 一 般 为 均匀 的 , 所 以 流动 可 以 认为 是 无 旋 的 ， 对 于 定常 流动 ; 
一 般 采 用 全 位 势 方程 | 
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2uv д Zuw д°ф Zvw д?ф 
= -~ 一 = 0 C.2.1. 23 
а? дхду а? дхд® о? дуат (6.2.1. 23) 


其 中 
a? = а, + AU, — 
这 是 -个 关于 9 的 非 线 性 偏 微分 方程 。 
下 面 用 腿 泡 法 解 二 维 机 辟 的 人 金 位 势 流动 。 
这 里 以 二 维 问题 为 例 来 说 明 СС. 2. 1. 23》 式 的 求解 方法 。 用 有 限 元 方法 求解 ， 首 先 将 方 


| dp 99 и аф way 2uu dy | 5 
—& 一 一 = 一 - + 和 ee i sa ba 1. 
дх? 28у <a x ey + а? дхду (C. 2.1.20) 
2 д? 9? 1 Е 
起 a + РА = 4 (C. 2. 1.25) 


这 是 一 个 泊 松 方程 ， 求 解 过 得 为 | 

D 假定 个 Y”， 比 如 它 可 以 是 不 可 卜 缩 流动 时 的 Ф, ВЕ qo. 

(D ORR P, мро ИА ЕН ORE g. BAN ba, AF g” 
足够 小 时 为 止 。 

这 里 需要 给 出 尾 缘 处 的 K- 冰 条 
件 ， 为 此 求解 (C. 2. 1. 25) 时 应 当 从 尾 
缘 给 出 一 流 线 ， 其 形状 是 假定 的 《图 
С. 2.6)。 这 里 需要 假定 也 值 ， 在 计算 得 
到 y 值 后 ,要 计算 上 下 的 速度 ,在 不 等 的 
情况 下 要 调整 尾 缘 流 线 的 形状 ， 而 且 还 


row 


ж P 8, ERAR A i. Ӯ, Ñ| Ny 
所 以 每 求解 一 次 (C.2.1.25) 式 时 本 身 NS 
А, 


又 有 一 个 迭代 的 过 程 ， 不 难看 出 计算 工 
作 基 是 很 大 的 。 | 


ДУ <> 
Ату, 
CS 


图 C.2.6 


本 问题 还 可 以 直接 引用 变 分 原理 


ФП = 0 
П = | ај 
p 


(С. 2. 1. 26) 
РФ) = (1 — Vé - уут M=0. 72 时 的 解 
(C. 2. 1. 27) 图 C.2.7 
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它 可 以 吉 接 生成 非 线 性 的 有 限 元 方程 ， 当 然 求解 也 是 很 困难 的 。 
Habashi 对 圆柱 和 单 翼 进行 计算 ; Baskharone 和 Hamed 对 辟 顶 进行 了 计算 ， 部 分 结果 如 
图 C, 2.7 及 图 C.2.8 所 示 。 


叶 栅 网 格 


图 C.2.8 


下 面 介绍 二 维 流动 的 有 限 元 基本 解法 。 
对 于 薄 惨 小 攻 角 这 样 扰动 比较 小 的 流动 , 亚 声 速 位 势 流 方程 可 以 线性 化 而 得 到 如 下 方程 : 


а% а, а? 
Дук -—- — = ГЛИ С 
Bt a (C. 2. 1. 28) 


其 中 8 二 V1 一 M2.，z 为 主流 方向 。 在 二 维 时 ， 方 程 进一步 简化 为 : 


atp у ар _ ` 
В" 522 十 ТОШ 0 | (С. 2. 1. 29) 
大 家 知道 ， 上 述 方程 的 基本 解 为 ; 
I Sin Ja Ty = m: (C. 2. 1. 30) 


Жер £, 2 为 空间 某 一 点 。 该 解 表示 一 个 源 的 流动 ， Q 为 源 的 强度 ， 男 外 一 个 基本 解 为 涡 : 
д> BO ` (С.2.1.31) 


arc їр = 
2л Е х 


ГЖ, ТЕ АНТ S MUST. СНО A A Е ПЕ ЖЕЛП: 


Ф = 
j= 


一 了 


Е Ма 6) L Ву — ру 
Г, Ву — р) 
+ 区 ar tg == ] (С. 2. 1. 32) 


如 果 用 复数 形式 表示 ， 则 设 <==z 十 iy; z=z, у= Ву, WEY W=ptig Ж: 


N 
©, r 
а > pz nG š) + pp — Š) (C. 2. 1. 33) 


H 6=2-+-187, П фе Re(W) 。 由 E 2) 点 的 源 汇 引起 的 诱导 速度 为 
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э - 


q — Š, z — $j 
9: 2x (z — EFFO gY 


r = O BO — 9) 
2r (z — Š): + ?Су 0)? 
к “са: (С.2.1.34) 
a Q; Po — 9) 
20 @ — 6): + (у — р)? 
wr- Blz — Š) 
+  2x (ж — 8) + Су — р)? 
总 的 速度 为 
N N 
- 2 Ф°+ иу, v= 5:99 +0) (C. 2. 1. 35) 


这 里 要 注意 的 是 , 源 、 涡 点 对 本 ЯШЕЛ. 所 以 如 果 计 算 N 个 奇 点 对 各 点 
的 诱导 速度 时 ,本身 点 的 影响 不 计算 在 内 , 如 果 这 些 奇 点 分 布 在 物体 表面 , WJ (C. 2.1. 35) 中 
的 求 和 就 演变 为 积分 ， 即 ， - 
= [0 х £ Em Bly —7) Jis 
2к (> — Er +P — 0)" 2x (х — 8) + (у —– 9: 


SS {| 2r (z 80 T FG р) T 2л (z — 8): + (у 9) Jas 


(C. 2. 1. 36) 
да эк, ЗИНО ЕЕ, Ce, у) 不 在 周 线 上 ， 当 G, 5) ЖЕМИ ЕЕ, W 
积分 应 为 主 值 积分 ， 中 改写 为 下 ， 
对 于 机 村 绕 流 的 流动 ， 在 物 面 上 分 布 源 与 油 ， 它 们 的 强度 为 ED: Сео), THAE 
们 的 大 小 ,需要 由 边界 条 件 确定 。 设 来 流 为 U。， 则 物 而 上 


ОЕ = tg0 (C. 2. 1. 37) 
HF u, v 都 比较 小 ， 所 以 可 以 近似 为 
1 ©|г = Utg? (C.2. 1.38) 
在 尾 缘 处 的 条 件 为 i 

U. += = 0 о = 0 T 
uU 

即 к } (С.2.1.39) 

[Др = 0 


将 这 些 条 件 代入 〈C. 2. 3. 6) 式 ， 则 将 建立 一 些 关于 y, „ 的 积分 方程， 在 实际 求解 时 一 
般 用 离散 化 方程 ， 即 用 «С. 2. 1. 35)， 可 以 得 到 ， 


N N 
[U= + 22 G + м2) je = PG +D], (= 1,2,5, 


ру +] =— Us, [> GP + of) аа 
HT ul, 09, иу, ът RIY, q 有 关 ， 这 就 建立 了 关于 У, q 的 方程 ， 求解 后 可 得 速度 分 
布 ， 进 而 得 到 位 势 分 布 。 
以 上 方法 对 于 亚 声速 可 压 流 动 时 只 适用 于 小 扰动 线 化 方程 。 车 对 于 不 可 压 流 ， 则 不 限于 
小 拢 动 ， 但 这 时 边界 条 件 应 当 采 用 (CC. 2. 1. 37) 而 不 是 (C. 2.1. 38), 


(C.2.1.40) 
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MEI ЯҢ ЕДЕ Еи Б Лл 9 ГЕУ У 9. X: JF3X—m 5 E R 5452 is BH 
的 。 比 如 只 考虑 源 点 的 情况 ， 由 边界 元 方法 知 ， 内 点 2 的 计算 可 由 以 下 公式 确定 
= 去 [ finr 56 Pi фе, ds] (C.2. 1.41) 


其 中 ds 为 物 面 线 元 ,7 一 v -EY +O E n 为 物 面 法 向 , 在 物 面 上 分 若干 块 , 在 每 一 抉 
上 定义 一 个 9 值 ,这 于 用 最 简单 的 常数 函数 作 面 元 上 的 播 值 函数 ,将 它 代入 上 式 即 可 得 到 关于 
9 的 去 达 式 ， 其 中 物 面 上 ag 的 值 是 已 知 的 、g 在 物 面 上 的 各 单元 分 别 为 gy， 代入 后 即 得 关于 


的 代数 方程 。 这 里 用 的 格林 函数 为 nr, 如果 考虑 涡 时 ， 可 以 用 六 (nr) 作 格 林 函 数 。 关 于 
这 一 问题 的 讨论 可 以 驳 考 Flechrer (1984) 一 书 及 Jaswon 利 Symm (1977) 的 论文 。 

利用 有 限 基本 解 的 方法 的 计算 已 有 不 少 论文 。 这 一 方法 还 推广 到 三 维 的 情况 ， 详 细 讨论 
可 以 参考 安 继 光 的 “ 亚 声速 空气 动力 学 中 的 有 限 基本 解 方法 ”等 书 和 论文 ， 


2.1.3 跨 声 速 无 粘性 流体 流动 的 数值 计算 


-- 般 来 说 ， 流 场 中 既 有 超声 速 区 又 有 亚 声速 区 的 情况 ， 都 可 以 称 作 跨 声 速 流动 。 对 于 一 
般 情况 来 说 ， 这 种 流 场 的 计算 比较 困难 ， 因 为 ， (1》 对 于 定常 流动 ， 亚 声速 区 方程 属于 栅 圆 
型 ， 超 声速 区 方程 属于 双 曲 型 ， 二 种 类 型 方程 有 很 大 区 别 ， 所 以 求解 方法 不 同 ， 出 于 事先 不 
知道 什么 区 域 是 亚 卢 速 的 ， 什 么 区 域 是 超声 速 的 ， 所 以 给 求解 带 来 了 困难 ;，(2) 在 出 现 超声 
速 区 时 ， 当 流动 由 超声 速 减速 为 业 声速 时 ,会 出 现 激 波 ， 这 是 一 种 强 间 断 ， 而 且 位 置 也 是 事 
先 不 知道 的 , 计算 时 抽 到 极 大 的 困难 , 鉴于 以 上 二 个 原因, 促进 计算 流体 动力 学 的 迅速 发 展 。 

本 节 限 十 金 流 场 大 部 分 是 下 声速 ， 欠 有 一 个 小 的 超声 速 区 ， 且 激 波 强度 很 弹 ， 可 以 近似 
将 流动 仍 视 为 等 炳 流动 。 关 于 有 强 激 波 流动 的 计算 将 在 以 后 的 章节 讨论 。 这 样 ， 本 节 将 着 重 
讨论 超声 速 区 的 处 理 ， | 

大 家 知道 ， 不 定常 无 粘性 可 压缩 流体 的 流动 ， 基 本 方程 总 是 双 曲 型 的 ， 所 以 超声 速 和 亚 
声速 的 区 域 可 以 用 相同 的 方法 来 处 理 ， 解 决定 常 跨 声 速 流 的 -个 简单 方法 是 将 它 看 作 不 定常 
流动 在 时 间 趋 向 无 穷 时 的 渐 近 结果 ,计算 就 很 方便 了 ， 只 是 比较 花 计算 时 间 。 关 于 不 定常 流 
的 计算 也 将 在 以 后 章节 中 讨论 。 顺 便 说 一 下 ， 这 种 将 定常 流 看 作 不 定常 流 渐 近 的 方法 又 叫 时 
HAEE. 

另外 一 种 处 理 跨 声 速 流 中 不 同 区 域 的 计算 的 方法 叫 类 型 相关 法 。 在 定常 流动 中 ， 亚 声速 
区 时 方程 是 顶岗 型 的 , 赵 声 速 区 时 方程 是 双 曲 型 的 , 顶 贺 型 方程 求解 应 当 用 中 心 差分 方法 , 而 
双 曲 型 方程 求解 时 应 当 用 迎风 格式 ， 并 且 计 算 时 应 当 推进 计算 。 因 此 人 们 在 计算 时 设计 的 格 
式 与 方程 在 当地 的 类 型 相关 , 即 亚 声速 时 自动 取 中 心 差分 格式 , 超声 速 时 自动 取 迎 风格 式 。 在 
计算 开始 时 由 十 不 能 确定 哪里 是 亚 声 区 ， 哪 里 是 趣 声 区 ， 可 以 根据 经 验 假设 ， 在 计算 过 程 中 
不 断 修正 ， 直 到 收敛 为 止 。 计 算 结束 时 自动 显示 亚 声速 区 和 超声 速 区 。 下 面 以 定常 小 扰动 跨 
声速 流 为 例 来 说 明 上 述 思想 实行 时 的 具体 步 又。 

定常 小 扰动 跨 声速 流 的 位 势 方 程 为 

[K — (7? + 1) ]фФ. + ф = 0 (C.2.1.42) 


这 里 将 问题 限于 二 维 ， 对 于 三 维 的 情况 是 类 { 似 的 ， 读者 可 以 自行 完成 。 其 中 K= (1—М%) / 
Ty 二 二 fc， z, y H r, у ЕА 5 5 参考 长 度 Кс) 之 比值 , $ 
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为 扰动 位 势 ， 方 程 在 


K — @ + 1)ə@, > 0 TAR ИЖ } Ce i 
— (7+ l)@, < 0 Ж Ps ph Н 
上 述 方程 的 边界 条 件 为 
上 游 来 流 с = 2 = 0 (C. 2.1. 44) 
壁面 条 件 mm 一 0 
或 由 于 薄 愤 可 近似 为 
э = U. (z) (C.2.1. 45) 
y 
或 无 量 纲 化 后 为 . 
3 = Mat V3h' (z) (C.2. 1.46) 
y 


ЕЖА К-Ж ЖОЕ, ВВЕ, ИНАН KOKR ЖА БИЛЕУ 
一 环 量 г, ЕЖЕТ БЕ EF Sa E 


Фф. — Фе = Г I 
UL UF (C. 2. 1. 47) 


нъ + Ú< А VF +U. 


下 游 条 件 : 
Se 所 以 下 游 一 般 也 是 亚 声速 的 ， 故 下 游 条 件 也 是 
т ду 


当 不 对 称 时 有 举 力 ， 这 时 $ 分 成 二 个 部 分 : px 十 ys， 前 者 表示 无 举 力 的 部 分 ， 后 者 是 有 举 力 

部 分 , е 2-0, 0 如 图 C.2.9 所 示 , 以 顺 时 针 方向 为 正 , 图 中 6 是 在 x, Ву 坐标 下 的 计算 值 ， 
与 9 的 关系 为 。 

0 = ug [Btg(O + 0)] — tg [Bg (B= М1 ML) (C2.1.48) 

在 以 上 边界 条 件 下 求解 方程 (C. 2. 1.42), 在 小 扰动 时 边界 条 件 还 可 以 更 为 简化 。 比 如 要 


(a) 无 升力 情况 (h) 有 升力 情况 
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面条 件 及 尾 缘分 区 线 都 可 以 假定 在 z 轴 上 ， 从 而 使 计 
算 大 为 简化 。 如 图 C. 2. 10 Ж. 
现在 的 向 题 是 建立 差分 格式 ， 根 据 类 型 相关 的 基 
本 思想 ， 格 式 写作 
bi; E qa; ВР Рз) — 0 
(С. 2. 1. 49) 
0 K — Ç + 1) 9.) > 0 
1 K — ( + 1)(@)>,,, < 0 
(C. 2. 1. 50) 


а _ Фал 一 Ping (Piti 2963 E Pi- 
эы = [K — + у= Pu: ] s 


其 中 Bij 一 | 


= Фаны 22: + Peji (С. 9.1.51) 
Ay 
P) = Раш еш 
不 难看 出 ,KK 一 《7 十 1) (д), 20 ВНАУ K— OHD (р): 0 时 不 同 的 边界 条 
件 离散 点 如 图 C. 2. 11 所 示 ， 使 前 后 缘 落 在 网 格 点 之 间 ( 见 图 C. 1. 12)。 


9.3 


+1 ijti 


一] isj 
{+1} 1—2,}) 1—1.) tz 


í, )—1 а! 
K—(Y+1)(é.);2>0 K-- (Y+ I) (ф,),,<0 
图 C.2.1] 
边界 条 件 离散 化 如 下 : 
进口 
Pism = @,, j= 1,2, дыр 1( 均 为 零 ) 
土 \ 下 边 
Фил = фы + Аф, i= 1,2, I 1 
фы = Ra — Дреа ¿= 1,2,0, —1 (C. 2.1.52) 
Аф, == Мә, = U år; 
出 口 
@,; = Ф. + Аф. 了 一 2 一] 
物 面 上 
= 39i + 4Ф; S Фу: l 
2Ау л М.т sh (=;) + 
3P: с AP iji + Pij _ 1 (C.2. 1.53) 
кар саша 
ia <: < 
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bc 上 
Pahi = Piir + r b < А < I (C. 2. 1. 54) 
МЕ СС. 2.1.52) 有 (一 2》 + (7—2) 一 《1 一 i) 个 方程 ， 物 面 上 了 Tx Gi tl) 个 
方程 , bc В Uil) 个 方程 , 而 点 则 共有 (1—2) ж (7—2) + (1—1) 个 , МИС —1,—1) 
个 方程 ， 它们 为 bc 上 ， 设 


кыса аы - («+ — "ы (С. 2. 1. 55) 


所 有 这 些 方程 构成 一 大 型 稀疏 阵 ， 可 以 用 松 驰 方法 解 ， 点 松 驰 比 较 慢 ， 线 松弛 则 比较 快 。 治 
算 直 的 网 格 线 上 可 以 构成 三 对 角 方程 组 。 松 弛 因子 。 在 (1.5~2) ZER, 


PED — wg b + (Q — о) (С. 2. 1.56) 


4 为 第 & 十 1 次 的 计算 值 。 
Murman 和 Cole 首先 采用 上 述 方法 计算 一 яне, 其 结果 如 图 
C.2.13 所 示 。 


C, K=25 2.3 2.1 
= ИЕШУ с ЗА т 压力 系数 
I А EAK 


аа 一 一 A A 声速 线 
la) Ф) 
= 15mm 
Бе) s 一 2 % т i т 
peo, = 一 司 一 mm j 

OL P в 通过 冲 波 的 

2 к=з К=1.3 £ 0.45 ВЕЛАТ 

—— — t ° 0.55 

| 0.65 
(с) 180230 280 шз 180 230 }, — 180 230 
(d) 
图 C.2.13 

这 里 需要 说 明 几 点 : 


(1) 这 里 将 双 曲 型 格式 中 ,用 G—1, j 点 的 x+ 方向 二 阶 差 商 代替 了 (i，j) 点 的 二 阶 
差 商 ， 这 种 做 法 造成 了 一 个 一 阶 的 误差 ， 实 际 上 相当 于 加 了 一 项 人 工 粘 性 项 ， 它 的 作用 是 使 
计算 收 贷 ， 并 自动 出 现 压缩 激 波 。 

(2) 上 述 计 算 过 程 可 以 应 用 于 不 可 压 和 全 亚 声速 流动 。 计 算 中 要 求 M..<1。 

以 上 的 方法 可 以 进一步 推广 到 全 位 势 流 动 ， 即 不 限于 小 扰动 的 范围 ,具体 作法 是 将 方程 
在 流 场 的 各 局 部 位 置 分 别 取 流向 为 当地 的 流动 方向 , 设 为 * 方向 , 与 它 正 交 的 方向 为 n, 则 方 
程 可 写作 


аф, дїр : 
Жы ы уь — = 
(a 4) 32 + Еу 0 (C.2. 1. 57) 
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H J s, n 方 问 分 别 与 (ш/о, о/а) 及 (vla, ui) РАТ, ч= vut, 


аф Lj y2? 3p 2 9°9 
9s: Ф | w g NY дхду T? т 
ар RT ра, Әр wa аа 
ап? Qu дд? “0 9хау ¥ i 
У а. 9? x 
当 9<a НН, дра 时 用 前 向 差 ， PA EREA, 即 取 
P a? 到 
д5? дѕ\ аз? 
д 3 v а ц 
НТА н А ут+ Ат у-—=— Ду Z tay 257 故人 工 粘性 项 实际 为 
пе :一 的 | ar È zip) v (21 Р 
FAG 4) Ах 2— FPS =Ë 2 Аз 1. э; (С. 2. 1. 59) 
P Vp) _%; — 2@ 1; Fo 22е 
因为 е = AZ: + Аг .ila 


P| 45 Ri T Bu- F Ril 到 | 
| | ; Ar* Ду R z A= а 


r (C. 2.1.60) 


+-у^у | 2А 


ду ахду 
Ово By T узе A =) 
x Ау? РГ ду? 


AIRFOIL 75-07-15 
A EXPERIMENT 
М= 0. 687 а= 4. 09 
С, = 0. 809 Co= 0.0170 
一 THEORY 
M=0.687 а=2.66° 
Cr=0, 809 Сһ== 0. 0137 


Ке=2х10' 
GRID 160X 30 


С. 2.14 
ARRE 一 理论 什 
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i 22) w, .28 stR ej 1100, RRt. 
所 以 [54 Иш Ат Ау? + q Ay бу! 


РЕ BP-i aska a Wan 
АтАу . 


+ 


u v 
и лд 

9 9 4 
+AT P (u un FUVU) +Ay 5 (uuu, FU Uyy) (C. 2. 1. 81) 


BERE и220, v>0, #WHa<0, o<0 或 其 中 之 一 小 于 零 时 ， 以 上 公式 要 作 相 应 变化 ，。 

以 上 是 在 直角 坐标 下 进行 的 。 如 果 用 贴 体 坐 标 更 为 方便 ， 并 且 可 采用 守恒 型 ， 再 利用 类 
型 相关 的 思想 建立 差分 格式 ， 用 松弛 方法 求解 。Jamson 首先 实现 了 上 述 方法 ， 所 得 结果 如 图 
C. 2. 14 Т. 

可 以 看 出 计算 结果 与 实验 相符 其 好 。Jamson 还 计算 了 М„=1 的 情况 ,为 跨 声速 流 的 研究 
提供 了 有 力 的 数据 。 

除了 上 述 方法 外 ， 跨 声速 流 的 计算 偿 人 存在 人 工 密度 、 人 大工 压力 的 方法 ， 它 们 只 用 于 小 超 
声速 区 ， 这 种 方法 目前 应 用 很 少 ， 所 以 不 作 详细 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 文 献 。 


2.2 Burger 方程 及 其 求解 


上 一 节 讨 论 的 问题 总 的 说 来 可 以 归结 为 弱 非 线性 问题 。 对 于 有 激 波 的 问题 ， 则 属于 强 非 
线性 问题 ， 为 了 以 后 进一步 讨论 气体 动力 学 方程 的 求解 ， 首 先 需要 从 模型 方程 出 发 ， 讨 论 激 
波 的 生成 和 有 关 的 一 系列 问题 。 最 具有 典型 意义 并 且 与 以 后 讨论 相关 的 是 Burger 方程 。 

一 维 Burger 方程 具有 如 下 的 形式 : 

ди ди ЫЛ 


Je ҮТ“ әх "эл? (v > 0) (С. 2.2. р) 


当 v=0 时 方程 叫做 无 粘性 Burger 74, 具有 如 下 的 形式 


ди ди _ 3 
аы. (С. 2.2.2) 
(C. 2.2.1) 式 是 可 以 求解 的 ， 引 入 Нор/-Соіе 变换 
== >® =— (lng). (C. 2. 2. 3) 


代入 (C.2.2. D 式 可 得 
09 
HT 9.1), (ppa KERRI A 
($). 


二 边关 于 z 积分， REAREA x 一 常数 ， 则 二 边 积 分 得  ， 


. ф = иф, (C. 2. 2. 4) 
这 是 一 个 热传导 方程 ， 假 定 起 始 条 件 为 
lini (T0) =r) (С. 2.2.5) 
+179 • 


И | ф(х,0) =exp[ 一 fena E фса) 
方程 (C.2.2.4) 在 起 始 条 件 〈C. 2.2.6) 时 的 解 为 
1 ° (z — Ё)? 
prt) = —| „Ф ех — = j 


V Aayi 一 
H Hopf-Cole 变换 可 得 
一 1 f° (x — $r 
ибх,1) k ep| 2, xod Е 4 Je 
gii = L (х — ©)? 
ен Ese 
当 y=0 时 则 解 为 
и(х,{) = gz) z = z — u(z.t)t 
不 难看 出 
ди = б! 1— ди, 
az | F | ax 
А ди xa ф' (z) 
或 az IFP G 


(C. 2.2.6) 


(С. 2. 2. 7) 


(С. 2. 2. 8) 


(С. 2. 2. 9) 


СС. 2. 2. 10) 


其 中 gz) 为 xz,0), 上 式 可 以 看 出 , 当 1 + 8 GO) = О], ЕК ОЕР СААЙ, 


则 + 达到 使 1 十 tp'(z) 为 零 时 ,了 就 变 为 无 限 大 ,如 图 C. 2.15 所 未。 


FIY 
è? 


图 С.2.15 


这 就 意味 着 不 连续 点 的 出 现 。 


十 1 z < 0 
ос > = 


— 1 => 0 
代入 (C.2.2.8) 式 即 可 得 到 


=) о exp(— Dde + | 


н 
ка 
ЕГ “2 


— exp 


AM 


(л) = 
exp 


ПЕСИ 
Hrot, ЖЕРЕН z, БЗ |” exp 各)dé, 因 此 
U(XTt — оо) 一 一 thf A 


* 180 • 


‚ exp(— dÊ 


Tf =: u — ё 
г Г „ы exp(— EdE 十 [И ЕТ ё)аё 


(С. 2.2.11) 


(С. 2.2.12) 


Н 34 v0 BÍ, ulet — oo) E (C. 2.2. 11) 式 相同 ,也 就 是 说 zzb 二 w(x,0), 即 w(x,t) Ж 
随时 间 变 化 ,保持 初始 的 形状 ,uCz,t) 解 的 一 般 情况 如 图 C. 2.16 所 示 。 


t=0 t>D to0 
v>5 »>0 
图 C.2.16 
А ТЕШ, oif, u 在 一 个 有 限 范 围 内 保持 较 大 的 变化 速度 。 
如 果 给 出 的 初 值 为 
к 1 z< 0 
ф(х) = | z = (C.2.2. 13) 
=] к> 0 
#›»=0, 方程 (C.2.2.2) 的 特征 为 
а =y (C. 2.2.14) 


显然 , х>0 时 特征 线 指向 x 的 正 向 , r<0 时 特征 线 指 向 x 的 负 向 , 二 族 特征 线 在 二 个 方向 上 
向 外 进行 ， 在 它们 之 间 有 一 个 膨胀 区 ， 其 解 为 


1 >t 
ибх.) = 9 (С. 2. 2. 15) 
=] r<— t 


这 一 解 在 z= 土 + 处 一 阶 导 数 不 连 续 СЕ С. 2.17)， 当 v0 时 ，w 的 解 可 写 为 


图 C.2.17 
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exp| — Mes exp(— #*)dš 一 _ ‚„„ exp(— &)аё 
ulz) = — 2e oe (C. 2. 2. 16) 
ехр| — || __ exp(— d +| ‚ ехр(— ё)4ё 
a Еа 


Ш оон,  и(т.)—>0„ 事实 + 上, 当 z 固 定时 ， 积 分 下 限 在 上 co 时 趋 于 无 限 大 。 于 是 与 上 
限 相同 了 ， 积 分 趋 于 零 。 这 表明 ， 当 上 "co 时 ， 初 始 的 间断 被 抹 掉 了 ， 这 与 前 面 的 情况 不 同 。 
在 前 者 ， 初 始 的 间断 变 为 一 有 限 区 域内 的 变化 ， 它 被 抹 平 了 ， 但 没有 抹 掉 ， 抹 平 过 程 也 是 由 
于 粘性 作用 所 造成 的 ， 这 说 明 前 者 的 间断 被 保留 下 来 ， 后 者 的 间断 是 保留 不 住 的 。 这 里 说 明 ` 
间断 是 否 容 许 和 间断 性 质 有 关 。 对 于 一 般 情 况 ， 什 么 样 的 间断 是 容许 的 呢 ? 

为 了 讨论 这 个 问题 ， 首 先 引 入 弱 解 的 概念 。 大 家 知道 微分 方程 的 解 应 当 是 连续 的 各 可 微 
的 ， 有 间断 的 解 是 不 满足 微分 方程 的 ， 因 为 在 间断 点 上 不 存在 导数 。 但 如 果 将 微分 方程 改写 
一 下 ， 比 如 方程 (C. 2. 2. 2) 式 改 写 为 散 度 形式 


ди 


ajui _ р 
Ез = 0 (С. 2. 2.17) 


+з) a= $, 

其 中 d E ARAR ӘП ERMI ns п, 是 外 法 向 的 二 个 分 量 〈 图 C. 2.18), 
如 果 在 间断 线 厂 土 取 一 封闭 的 曲线 , È 

H MERRET, MEAT 的 厚度 又 无 限 ' a 


利用 格林 公式 有 


ц? 
a e + “n)di 


小 , 于 是 上 述 积分 就 变 为 


ц? и? 
di (u. na T yn. tu, п. + Drt) = 0 an 
由 于 nadi = ах, п_.0 =— dt Š 
n. di = — dz, ndl = dt 7 
上 式 可 得 图 C.2.18 
(u_— z, )dr = = а аг. 
АИ ТЕ 
аа u.) = f-— f, (С. 2, 2.18) 


这 里 下 标 “ 一 ”和 “十 ” 分 别 表示 间断 的 左 侧 和 右 侧 ， 这 里 间断 解 不 满足 方程 本 身 ， 但 满足 
相应 的 积分 关系 式 ， 这 种 解 叫做 弱 解 ， 比 如 满足 初始 条 件 〈C. 2. 2, 11》 和 方程 C 2. 2. 2) 的 
Ж# (z, = и(х,0) 是 一 个 弱 解 .但 


1 z<— i(a— 1 
2 
А + г< т< 0 
ulz, t) = 4 а >> 1 
а 0<2< Ea- 


= z> 46—10 
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也 满足 上 述 方程 和 起 始 条 件 , 这 说 明 弱 解 不 唯一 。 为 了 使 弱 解 是 唯一 的 ， 应当 附加 一 些 条 件 ， 


(C.2.2.18) 式 又 叫做 Ranking-Hugoniot ВТ. 


在 前 而 提 到 的 二 个 例子 中 , 第 二 个 例子 里 左右 侧 的 特征 向 外 , 中 间 点 的 传播 速度 为 零 , 而 


中 间 点 的 速度 可 以 写作 
dz _ f<. f. 


dt иаи 
算 -个 例子 中 
左 特 征 速 庶 一 间断 速度 天 右 特征 速度 
这 个 例子 中 间断 是 不 保留 的 ， 在 第 一 个 例子 中 则 正 相 反 。 
左 特 征 速 变 之 问 断 速度 半 右 特征 速度 
这 时 间断 保持 ， 碟 特征 速度 表示 为 


lim 大 二 人 = 左 特 征 速度 
Кер fs RT аш f m, 类似 地 
Jim Z — 有 特征 速度 
Oleinik 的 进一步 研究 卜 明 、 间 断 或 紧 解 唯 -- 狂 的 条 件 是 满足 
зз е « 


1.2.2.19) 


BP w ун и ZAREE. ERRITAR УЛ KAMERE 09. zm: 


发 散 ， 间 断 就 会 逐渐 消失 ， 间 断 不 会 保持 СЕС. 2.19), 


Ñ 


特征 发 散 特征 交汇 - 
图 C.2.19 


上 述 确 定 间断 解 存 在 的 条 件 (C. 2. 2. 19) 又 叫做 精 条 件 。 这 是 对 于 一 个 方程 而 言 


FHH, Гах 证 明 : 
IU 9107) 
ді дх 


20 + афу =o (C. 


在 纯 双 曲 型 时 АЧ) FE n е М, +, А 它们 由 小 到 大 排列 。 满 足 
И Е 


= 0 (С. 


的 ， 对 


2.2.20) 


2.2.21) 


i (C. 2. 2. 22) 
r лш | 
ВАТТ ОЦ k ЖЖ. CET REAM. БАТАН 
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А7.) < de <А) (C. 2. 2.23) 


如 一 维 不 定常 无 粘 可 压缩 气体 的 Euler 方程 为 
dp дри _ 
йг Әх” 
д pu 
дї 
apE 
at 


9 2 а= 
+ Jr + р) = 0 
9 г. а 
+ az PEY + ри) = 0 


三 条 特征 线 方程 为 
. dr 


dr TET 6094 +c 


Өл» S-N, WENKE 


(1) Nues н. ce CN u 向 左 传播 的 激 波 

(2) u —є Nu- u. CN Lu +e 向 石 传播 的 激 波 

(3) u -AN Zu- 十 Ca 十 CN DN—u. <e- N—u, 26. 

表示 激 波 速度 相对 波 后 流动 为 亚 声 速 ， 相 对 波 前 流动 是 超声 速 的 

由 上 讨论 可 知 ， 满 足 炉 条 件 的 间断 才 是 可 能 的 间断 。 

对 于 有 粘性 的 情况 ， 解 实际 是 连续 的 ，v>*0 W Л ATERATER. ША 
用 差分 计算 无 粘性 Burger 方程 时 , 实际 上 加 入 了 人 工 粘 性 项 ,所 以 不 连续 分 布 在 一 个 小 的 区 
域内 变化 ， 如 果 这 个 区 越 小 ， 则 越 精确 。 下 面 来 讨论 用 差分 计算 有 间断 解 时 可 能 出 现 的 问题 
和 解决 的 途径 ， 也 就 是 说 如 何 正 确 又 精确 地 捕捉 激 波 。 


2.3 激 波 的 捕捉 


上 面 一 节 讨论 了 Burger 方程 的 解 ， 人 们 发 现 无 粘性 条 件 下 存在 间断 解 ， 即 弱 解 ; 在 有 粘 
性 时 ， 当 粘性 很 小 时 ， 解 也 接近 有 间断 ， 闻 断 的 二 侧 满 足 与 微分 方程 相对 应 的 积分 关系 。 这 
与 气体 动力 学 中 的 激 波 是 一 样 的 。 激 波 也 是 一 种 间断 ， 物 理 基 满足 积分 关系 式 〈 即 激流 前 后 
RRR). ARAME RIEN EA E REN E 

由 于 流 场 中 , 激 波 位 置 一 般 事先 是 未 知 的 , 在 复杂 流 场 中 有 时 连 激 波 的 个 数 也 是 未 知 的 ， 
所 以 要 通过 计算 自动 正确 地 显示 激 波 的 位 置 。 形 状 和 强度 的 确 是 一 件 不 易 办 到 的 事 。 一 般 的 
作法 是 以 Burger 方程 为 模型 方程 ,将 所 设计 的 方法 应 用 于 Burger 方程 , 对 出 现 的 问题 进行 理 
论 分 析 和 数值 分 析 ， 找 出 其 存在 的 问题 和 解决 方法 ， 再 将 这 种 方法 应 用 于 气体 动力 学 方程 作 
数值 试验 。 确 定 其 可 用 性 和 精度 。 

下 面 以 无 粘性 Burger 方程 为 模型 方程 ， 介 绍 几 种 常用 的 差分 格式 及 产生 的 问题 。 

方程 为 


ан pL 0 (7 = 与 | (C.2. 3.1) 
起 始 条 件 为 ， 
1 > <— 1 
и(х,0) = pga) = + 0 —1=<xr=<1 (C. 2.3.2) 
==] z>] 


184. 


该 问题 的 解 为 ,上 ~co 时 趋向 于 


1 х< 0 
и(х,ооу = 40 之 一 0 (C.2..3.3) 
=] z> 0 
L. 迎风 格式 (Godunov 格式 ) 
ani lal +u fi— fia g | 6 = f; _ 
ДЕ 5 А 5 A= = (С. 2. 3. 4) 


wut! — 1 fi— fr _ 
ТА ы стан 


为 讨论 格式 的 稳定 性 ， 记 & 为 z 的 误差 ,ej 为 广 的 误差 ， 则 误差 所 满足 的 方程 为 


+1 _ Е. 
多 一 号， 和 


Мм ДЕ лр 
由 于 s= a= As, 
故 上 式 改 写 为 
A) 
= EA e) 
Ае", {А ЕЗИНЕ. 
AT =б=1— А дё + AŽ cosd 一 ising) (С. 2. 3. 5) 
显然 稳定 条 件 为 
М 
аа |< 
. da 
нт д9, жае» 
I l| 22 «1 (С. 2.3.6) 
应 该 指出 ， 这 只 是 一 个 启发 性 的 结果 ， 因 为 方程 本 身 是 非 线性 的 ， 4 与 x 有 关 ， 故 这 一 
结论 只 作 参 考 用 。 
2， Lax 格式 
A Wt t u- Мм fn 
ыыы аы шш (С.2.3.7) 
作 类 似 上 述 的 分 析 可 得 增长 因子 为 
G = cos А ising «С. 2.3. 8) 
稳定 条 件 为 
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Мм t 
ІА 二 [| 委 1 或 ш д (С. 2. 3.9) 
3. Lax-Wendroff 格式 


ВЕТ 
1 j м 6 ч п эз " n г 75 а | Е 
Eola [A i = fD АРС — fr] (С.2.3.10) 
ФА рлар) = A| 2504) 
误差 放大 因子 为 
i 12 
бете | A A (1 — 0050) — 24 ising (С. 2.3.11) 
稳定 条 件 为 
№ f 
Гаі 或 м. <a 
4. 8 格式 


(C. 2. 3.12) 
一 般 巴 测 -校正 、 二 步 式 、 三 层 时 空 均 为 二 阶 精度 的 格式 可 以 统一 地 写作 如 下 的 形式 
Т =A Ва В аба fp 


u =u а — D) fia + (28 — Df | еви 


Са + fi — fl 
成 改写 为 


+i 1. 


и?! =al А — a uj + [2801 — B) — aQ — 2а)1н; 


— Bla — yu — Q — а — B) ui + (a — 8) и} 
М (ттт F 
ata fi) 


(C.2. 3. 14) 
fr'=f (Ge )。 由 于 其 中 包含 vs、8 二 个 参数 ， 故 称 55 格式 。 
У а=1 8=0 或 1 时 为 MacCormack 格式 


其 中 六 + 
ЕА g=} 时 为 Richtmyer 格式 


а 


a=1, p= 时 为 Rubin-Burstein 格式 


e<l, g=} 时 为 MeGuire-Morris 格式 
zx” 为 图 C. 2. 20 中 虚线 交点 处 的 预测 值 。 
其 中 最 常用 的 是 Mac Cormack 格式 = 


urt! 一 an 一 fin — f) (C. 2. 3. 15) 


w+ — fel 
类 似 的 分 析 可 得 稳定 条 件 为 
[А |<1ї 或 ш. < 
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(С. 2. 3. 16) 


* 


5. Beam-Warming 0 (50) 
利用 时 间 方 向 中 心 格式 得 
т! — и 
s Az т 2 [Ë а д" 
由 于 了 是 zx 的 非 线性 图 数 ， 所 得 方程 关于 w"*' 求解 比较 困难 ， 需 要 作 一 些 简 化 ， 利 用 台 劳 


展开 : 


+ |22) | (C. 2.3.17) 


fH = fr + [| Си! — ш") 
= f" + А" и — и") (С. 2. 3. 18) 
KHERA (C 2.3.17) 式 得 
"+l n м jaf) а 9 + ¿s 3 f 
wu Е =] + Аа u 1} (С. 2. 3.19) 
利用 中 心 差分 可 得 
ит! ц" = м, Бы == ч 
} į D 2AT 
q 2-а — “ыз Ариу! = “зад (C. 2. 3.20) 
整理 得 
№ д фан + -АЄ дн 
4А” М i uj Az spus] 1 
Az Р — Р. № 
2 алыл Алај + и] + Ај (С.2.3.21) 
这 是 一 个 关于 容易 用 追赶 法 求解 。 ee 


定 ， 因 为 增长 因子 为 1， 格 式 具有 二 阶 精 度 (时间 和 和 空间 方向 )。 RARA Ени RAE 
间断 附近 出 现 振荡 ， 要 加 上 一 粘性 项 
一 т Об — 4и" + би" — 4u + w) (C. 2. 3. 22) 


KP 0<о<1. 
6. Beam-Warming 显 式 格式 
本 格式 考虑 迎风 性 ， 故 有 
иу > ОЕ 


б, 
яі a М2 ЗЛ t Sje у А" 一 үм, 


I | т Б (С. 2. 3. 23) 
и < 0 RF 23; 
T -— (Лы — Л) 
„_ МГ 27 3и 5 sti fn 
а= 0 – Наж а НА ] 
本 格式 具有 二 阶 精 度 ， 稳 定 条 件 为 
Az М А 
ад 2 或 шых <S 2 (С. 2. 3. 24) 
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7- Rusanov 格式 
n+1 я А ” n ДР " я ` 
u; == из — эл: чш Л) + 9 0-1 2и" + t) (C. 2. 3. 25) 


显然 本 格式 具有 二 阶 精度 ， 方 程 右 端 附加 人 工 粘 性 项 ，w 为 选用 参数 。 
8. Киѕапоу 三 阶 精 度 格式 


At ， 
= Уой. + и) БЫ TAUR — Р) 
<и =a — 2 ёр; — Л” 


ja = g = E А SR + 7/0 — 1Л® + 2/®%0 


ш Sa т 一 А0 一 946419 — 40.1 + биз — 4н} + wy) 
(С. 2. 3. 26) 
其 中 要 求 
ağ <1 或 l|. 1 (C. 2. 3. 27) 
以 及 (452 — st) << @ << 3 
sa | | (С. 2. 3. 28) 
ттт тах Ат 


采用 以 上 各 种 格式 得 到 的 计算 结果 如 图 C, 2.21 所 示 ， 计 算 结果 表明 ，Rusanov I 格式 ， 
Beam-Warming 显 式 格式 结果 比较 好 一 些 。 迎 风格 式 和 Lax 格式 将 间断 明显 地 抹 平 了 ， 其 它 
方法 在 间断 前 面 产生 振荡 ,NND 格式 将 在 后 面 进一步 说 明 。 由 上 可 以 看 出 , 计算 结果 不 理想 ， 
”不 是 产生 振荡 ， 就 是 间断 被 抹 平 ， 要 想 消灭 附加 的 振荡 而 间 疡 限制 在 尽 可 能 小 的 范围 内 (如 

一 二 个 网 格 之 间 )， 需 要 对 格式 作 一 些 分 析 ， 并 针对 问题 采取 必要 的 措施 。 下 面 来 讨论 这 一 

问题 。 

间断 二 侧 产 生 波动 的 原因 和 消除 方法 : 

Godunov 发 现 ， 一 般 显 式 格式 可 以 写 为 如 下 的 形式 


wt = au: (<N) (C. 2. 3. 29) 
如 果 а, HAER (0220), WE 好 关于 j 是 单调 变化 的 ， 则 t 保持 и; 的 单调 性 ， 即 


若 a,>0 ү Ё) 
WA wG- (V j ВЯ и >и (V j) 


4 изи (V j) WS tia (V p (C. 2. 3.30) 
这 一 点 是 容易 证 明 的 ， 因 为 
K 
иу же и = Ya, (аа-а == иа) 
k=1 


НҒ 2,220 (У д), ЖИЕНИ ЛУ. 
由 此 可 知 ，as>0 (V £) 是 保持 单调 性 的 充分 条 件 。 迎 风格 式 、Lax 格式 满足 这 一 条 件 ， 
所 以 计算 不 出 现 波动 , Beam-Warming 显 式 格式 不 满足 上 述 条 件 , 但 在 本 例 中 不 出 现 波 动 , 说 
明 Godunov 条 件 只 是 充分 条 件 ， 另 一 方面 ,由 于 迎风 格式 ，Lax 格式 具有 一 阶 精度 ,这 相当 
于 附加 上 一 项 比较 大 的 二 阶 人 工 粘 人 竹 项 ， 所 以 使 间断 被 抹 平 ， 因 此 尽管 它 保持 单调 性 ， 但 续 
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ac 


(a) ка 


(g) 


Ch) 


QG?) 


кк КИЛ 


{8) | 


(а) «ИҢ; (b) Upwind Scheme n=100 ( (—1, 1) 之 间 离 散 点 数 ) # 一 300 《时 间 步 数 》 4—0. l; 


Æ С. 2. 21 


Xc) Laz Scheme и = 100 it= 300 Zo. 1; (d> Lax- Wendroff 格式 n=100 it = 300 Zo 1; (z) Mc Сог 


mack 格式 п=100 л#=300 2 =o. i (f) Beam-Warming BARA n= 100 #=300 0=0.1 а= 0; 


(g) Beam-Warming 隐 式 格式 n=100 #=300 w=0.5 o=0.1; (A) Beam-Warming 显 式 格式 
л=100 7 一 300 a=0.1; (NND, 格 式 ,Zhang 格式 л=100 #=300 e=0.1;{j)Rusanovi $ £ 
n=100 #=300 a 二 0. 1 в@=0.5; (#) Rusanoy 三 阶 格式 n= 二 100 it=300 a=0.1 w=0.5 


ee mt s ` С 


果 与 实际 相去 基 远 ， 
现在 的 问题 首先 是 为 什么 会 出 现 间断 附近 的 振 蔓 ， 为 此 采用 收 上 方 程 来 如 以 讨论 ， 以 上 
各 种 格式 所 对 应 的 修正 方程 具有 如 下 的 统一 形式 


3f 1 ади 
д Dr = + 


Еф», v e RES e AROR, РИК КНЕ. В, 考虑 到 上 下 
ВЛА u 为 一 常数 , А ии. u K usu +u, и, и РУТЕ ЕЙ ЕД dB. w 
Ahit., RAER, УХЕ £ 


ди ди дѓи М 
十 本 +=. (C. 2. 3. 32) 


其 中 x 用 “ 代替 ， 以 便 书 写 方便 ， 4 H u, 或 й... 是 -常数 ， z Узр У, Ys Ж u =u, 处 
HE. Еф, V, RARA и, vo es ЖШПЕН Ж. 
迎风 格式 的 修正 方程 〈《C. 2. 3. 32) 式 的 具体 形式 为 


д ди . 
> |» 525) + (C. 2. 3. 31) 


= + 27 = (Fa 20и) + Ал? ош, 一 ати, С 
5 k. pe £ ТЕЕ ЯЕ = э оч". | huss 
+ Az] | sdt garu + 
若 设 и= и Би", и 二 1， 则 代入 上 式 得 
ди 
ЕТ +2 === = =a — ou, 一 ara — б)(1 — ?0)н,„ + e 


2550 +аз®= 0 在 a 二 1 时 的 迎风 格式 对 应 之 修正 方程 完全 一 样 。 由 于 从 Burger 方 


得 出 发 直接 推导 修正 方程 比较 复杂 杂 , 而 简化 后 所 得 的 形式 与 Burger 方程 线 化 后 的 竹 程 直接 导 
出 的 修正 方程 具有 相同 的 形式 ， 所 以 一 般 采 用 后 面 的 方法 导出 线 化 后 的 修正 方程 。 这样 B 篇 
中 所 得 到 的 修正 方程 就 可 以 直接 使 用 了 。 

鉴于 上 述 考虑 ， 线 化 后 的 修正 方程 〈C. 2.3.32) 式 可 以 改写 为 以 下 形式 


du ди = J'u 
а: #&зх = 2232 | (С. 2. 3. 33) 


Ж и 的 初 值 zxz(z0) =e”, Дэ у = 0 时 , и (2,2) е0, Вр КТ ЕВЕ ВЕЗЕ 
ЖЖ, RER z 方 向 以 速度 afi. EnA 时 , 1#и(т.) 二 esew 代 入 (С. 2. 3. 33) 式 得 


В + іва = X vyk” (— 1) + Ñ vuk” 004 
і=1 tel 


В те ika + У) 1) 十 і Уй С 1 (С. 2. 3. 34) 
г i=l 


и(хї) = ei (= [s 2-те) a epo (C. 2. 3. 35) 


可 见 波幅 衰减 ， 衰减 因子 为 exp Yh*( 一 1D4。 波 速 发 生 了 变化 , Ë a 变 为 


一 Уо С 1Y. 显然 :久之 0, 0, ww0，… 时 波 被 衰减 ， 即 被 耗 散 坟 过 0， ,,>>0, v 
i=1 


<<0,，… 时 波 速 减 小 , 流速 的 变化 与 波 数 有关 ， 所 以 这 种 现象 也 叫 色散 或 频 散 ,内 为 不 同 波 
数 的 波 将 以 不 同 的 速度 传播 。 

对 于 Burger 方程 ,在 初始 条 件 (C. 2.3.2) F, 将 得 到 一 个 t=>oo 的 间断 解 (C. 2. 4. 3)。 
设想 截取 一 段 有 限 长 的 区 间 (—L/2, 1/2), ЗЕ 工 为 周期 向 外 延 拓 ， 可 以 得 到 一 周期 函数 
(一 方形 脉冲 波 )， 利 用 富 氏 级 数 展开 的 方法 ， 可 以 得 到 一 系列 不 同 波 数 的 波 { 当 Д оо 时 这 
些 波 数 将 是 连续 变化 的 )。 在 有 限 差分 计算 中 , 由 于 计算 在 有 限 多 个 离散 点 上 进行 , 所 以 所 取 
的 波 数 的 个 数 实际 上 总 是 只 有 有 限 多 个 ， 这 些 波 由 于 耗 散 和 色散 的 原因 ， 即 使 在 其 一 时 刻 王 
加 结果 在 离散 点 上 显示 结果 与 СС. 2. 3. 3) 式 相 同 〈 这 实际 上 很 难 做 到 )。 在 以 后 的 时 刻 也 会 
显示 出 耗 散 和 色散 的 影响 。 耗 散 作 用 的 大 小 与 波 数 有 关 ， 波 数 越 大 ， 衰 减 越 快 ， 所 以 过 大 的 
耗 获 作用 将 使 间断 变 得 很 平坦 ， 被 抹 平 。 另 外 由 于 色散 的 作用 ， 不 同 波 数 的 波 由 于 不 同 的 传 
播 速度 而 被 分 散 ， 于 是 在 间断 二 пты 这 就 是 所 谓 的 Gibbs 现象 。 在 耗 散 不 太 大 时 ， 
这 种 现象 就 会 表现 得 很 明显 。 

利用 这 个 分 析 ， 就 可 以 明白 前 面 各 种 格式 计算 时 ， 不 是 被 抹 平 就 是 产生 根 功 的 原因 了 。 

迎风 格式 和 Lax 格式 都 只 有 一 阶 精度 ,所 以 它们 的 修正 方程 中 v>0 而 且 比 较 大 , 对 波 有 
较 强 的 衰减 性 , 使 解 没有 波动 , 但 间断 被 抹 平 了 。 例如 Lax 格式 的 修正 方程 线 化 后 的 形式 为 ， 


А 2 
аад 2 |а. + Sa Ж P ун. + те 


ЖИЕ о= SL, що ВМ, НКТ, НО 《Az)， 所 以 误 减 性 比较 强 。 
Lax-Wendroff 和 MacCormack 格式 具有 二 阶 精度 的 差分 格式 ， 它 们 的 修正 方程 线 化 
后 为 


ИРИНЕ U 
garal a) s + 


s s=- zara P) 3 
由 稳定 性 条 件 要 求 <l, BONI u=0, 00, w<0, MEPE RRE., {Н 0, О (Ar), 
PW UI Sa TEK SBS, HQ о СО, 所 以 在 zx 一 ! 的 区 域 ( 即 间 断 上 游 区 ) 的 波 传播 速度 减 小 了 ， 
邑 向 上 游 分 散 。 类 似 地 分 析 可 以 知道 ， 在 а = 一 1 的 区 域 ( 即 间断 下 游 区 ) 的 波 传播 速度 增 
WT. 即 向 下 游 分 散 . 因此 上 下 游 都 出 现 波动 。 这 在 图 C. 3. 21 中 可 以 明 电 看 到 。 为 了 更 直观 
地 说 明 这 一 问题 ， 可 以 解 下 面 的 方程 : 


ди ди 
ао 
1 х<0 (С. 2. 3. 36) 
и(х,0) = 
=] x > Ü 


在 这 里 ， 由 于 方程 中 的 系数 a=1>>0, 所 以 上 下 游 的 波 都 是 减速 的 ,根据 以 上 分 析 , 应 该 估计 
波动 将 只 限于 间断 上 游 , H L-W 或 MacCormack 格式 计算 表明 正如 上 述 分 析 一 样 ， 其 结果 在 


图 C. 2. 22 中 所 示 。 
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А 


L-W 和 МасСогтаск 计算 结果 


pa 


B-W 稳 式 格式 计算 结果 


B-W 显示 格式 计算 结果 


Ku и 


图 C.2.22 
Beam-Warming 的 隐 式 格式 是 一 个 中 性 稳定 的 格式 ， 它 的 修正 方程 线 化 后 的 形式 为 


а ди ч а# ти 

а + Эт уз Jai (C. 2. 5 37) 

没有 衰减 项 ， 所 以 必然 出 现 振 荡 ， 因此 在 前 面 的 计算 中 即使 6。 二 0.8， 粘 性 项 比较 大 了 ， 但 振 

萝 仍 然 意 碱 不 掉 、 用 这 一 格式 计算 所 得 结果 如 图 C. 2. 22 所 示 ， 闻 断 二 侧 都 有 振荡 。 
Beam-Warming 的 显 式 格式 ， 其 修正 方程 线 化 后 的 形式 为 


ди ‚ди 1 2 978 
a T POAT 
i + 

= Taro — 122 — о) x Р (С. 2. 3, 38) 


为 保持 稳定 人 性， 要 求 с<2, Що 比较 小 时 ， ,>0, v <0, Пие, 波动 传播 速度 是 增 


加 的 ， 所 以 波动 应 当 在 间断 下 游 出 现 。 计 算 也 表明 了 这 一 点 〈 图 C. 2. 22)。 同样 的 方法 分 析 
Burger 方程 的 计算 中 B-W 显 式 格式 并 没有 出 现 波动 ， 其 原因 是 上 游 的 波 是 加 速 的 , 而 下 游 的 
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波 又 是 减速 的 ， 因 此 它们 都 进入 “间断 陷阱 ”， 因 此 振 菏 不 出 现 了 ;从 而 得 到 比较 好 的 结果 、 
Rusanov I 格式 由 于 加 强 了 粘性 ， 也 使 间断 抹 平 ， 厦 三 阶 格式 修正 方程 线 化 后 为 
ди ди Ах'{ o u 
at ar 24\0 дах 


А 2 _ с 
+ SC 5w + 4 + 159 40%) 3 н 


®еЕЖЇ ЖЖ <l, 402—0 о3, RAER „<0, AAF u~ (Az, 仍 不 能 有 效 抑 
HRE. MADARA AR. 

根据 以 上 分 析 可 以 看 出 ， 格 式 应 当 有 比较 高 的 精度 ， 以 减 小 衰减 ， 使 间 产 保持 在 比较 小 
的 范围 内 ， 但 同时 ， 为 了 减 小 振 葛 ， 可 以 设法 使 间断 二 侧 波 速 的 变化 星相 反方 向 进行 ， 即 上 
六 波 加 速 ， 下 游 波 减 速 ， 从 而 使 波动 进入 “间断 陷阱 ”， 使 波动 减 小 , 正 是 利用 这 种 设想 ， 人 
们 设计 新 的 差分 格式 。 

L. 混合 反 扩 散 格 式 的 形成 

这 种 格式 的 基本 思想 是 , 一 阶 格式 精度 低 , 但 可 以 有 效 地 抑制 振荡 , 二 阶 格式 精度 高 , 但 
不 能 抑制 振 蔓 ， 于 是 将 它们 组 合 起 来 。 在 远离 间断 的 区 域 ， 采 用 二 阶 格式 ， 在 接近 间断 区 用 
一 阶 格式 ， 这 样 就 形成 一 个 混合 格式 : 

иўїї = Lu" = (2L + (1 — 0)L, Ja; (C.2. 3. 39) 


Жр L, 表示 一 阶 格式 ，Z 表示 二 阶 格式 ， 在 间断 区 取 8 一 1， 在 无 间断 区 取 0=0, 但 由 于 间 
断 位 置 事先 不 确定 ， 故 设 


иља — u | 一 |w, — ujal |" 
0 = з s Я < == е а Сев + 
[ua — uh + а — ujal (m= 1-2) (С.2.3.40) 
在 一 般 情 况 下 ， 0=0, 在 有 间断 时 ， 2 一 1， 如 对 方程 
55 аз” o (C. 2. 3. 41) 
T 


一 阶 格式 用 迎风 格式 ， 二 阶 格式 是 在 一 阶 格式 上 加 一 附加 项 后 得 到 ， 具 体形 式 为 
ит = L, = u! — а шы 一 Wi) 


la | 


+ 9 2 а 一 2и; + иј) (С. 2. 3. 42) 


аў = а =u — £ Кш — a) + 161 SG — 2и] + 4-0) 


Ше FQ — 2и" + ui) 
(С. 2. 3. 43) 


为 使 (C. 2.3.43 具有 二 阶 精度 ， 应 选 
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考虑 到 a <0 的 情况 ， 作 类 似 分 析 可 得 


аА. lalaz . 
Q= А |1 x. j (С. 2. 3. 44) 


HERA (C. 2.3.43) 后 即 可 知 ， 它 与 МасСогтаск 格式 是 一 样 的 ， 但 是 这 里 的 出 发 点 是 加 
一 附加 项 ， 用 它 来 消去 二 阶 误差 项 。 这 种 方法 建立 的 格式 又 叫 反 扩散 格式 。 这 一 想法 不 仅 可 
以 应 用 于 显 式 格式 ， 还 可 以 应 用 于 隐 式 格式 。 

比如 人 们 采用 下 面 的 隐 式 客 式 ， 则 有 


2& = uj 一 а Гь — u) + Ои — шї +1)] (C. 2. 3. 45) 


J 


这 种 格式 虽然 是 无 条 件 稳定 的 ,但 是 增长 因子 为 1， 对 角 优 势 也 不 大 ， 为 了 提高 它 的 稳定 性 ， 
应 当 增加 其 粘性 ， 这 样 还 可 以 生成 对 角 更 占 优 势 的 求解 矩阵 ， 为 此 上 式 加 上 附加 项 ， 得 到 


关 十 上 


Мм 
иу =u} 一 Jacl Eih — uja) + (бип — uti) ] 
+ 70 (ит — Rut! + ит! (С. 2. 3. 46) 


这 就 成 了 一 阶 格 式 ， 降 低 了 精度 ， 为 此 再 改 为 二 步 格式 ， 第 一 步 为 
HT =} — [оды 0) + бй — ир] 


+ 3 207871 (C. 2. 3. 47) 
第 二 步 为 
u = WT ТФ. — 20 + ај) 
这 就 是 一 个 二 阶 精 度 的 反 扩散 格式 了 了，Q, 选 在 0.1—0.3 之 间 ， 而 混合 反 扩 散 隐 式 格式 为 
uti = [и]! 一 6.0. — 2и + и JO — 0) + ёи (С. 2. 3. 48) 

显然 ，2 一 4 时 即 二 阶 格式 СС. 2.3.47), 0=1 时 接近 一 阶 格式 (С. 2.3. 46). 

可 以 证 明显 式 反 扩散 格式 稳定 条 件 为 [< 位 <1， 而 隐 式 反 扩 散 格 式 是 元 条 件 稳 定 的 。 

反 扩散 格式 推广 应 用 于 非 线性 方程 〈C. 2. 3. 1) и 显 式 具有 如 下 形式 ，; 


up) =u; 一 Z= Оза == fi-1) + E р = ди + u) 


一 1 бос, — 2и] 十 u?_,) (С. 2. 3. 49) 
_ a, At о А _ a+ |а| _ df 
т а-а, Detil, sy 


隐 式 具有 如 下 形式 ， 
u! =u — ГО — fi-) + О — fD1 


+ +Q. Gl а + ED — +Q, — Фо, — 2ш] + i) 
Q, 在 0.1~0.3 之 间 变 化 ,由 于 求解 时 了 是 u ПїАЕ Җ ТЕРЕК. PF Е ЗЕЕ ЕН о Е 
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不 方便 的 。 但 由 于 
at a | 
J; as Ë 
因此 隐 式 反 扩 散 格 式 可 改写 为 : 
шу =u TAUR 万) 一 AS [aba (и — иу) — а) би! — иў-1)] 


Чи —ар+ fi = ла — uD 
| | 


+ оа а а) — Фа — Ва — 2и] + uz-i) (C. 2. 3.50) 


利用 这 一 格式 计算 Burger 方程 在 〈C. 2.3.2) WERRIET. ТРЕЯ ЧЗ KK Е 
是 光滑 的 ， 但 仍 有 少许 波动 〈 见 图 C. 2. 21), RIQ 及 m 的 选择 有 关 。 

2.NND 格式 的 形成 

上 述 反 扩散 格式 的 思想 旨 在 用 粘性 项 来 抑制 振荡 的 出 现 , 但 这 不 能 解决 间断 区 的 精度 , 相 
反 间 断 区 的 范围 扩大 ， 精 度 下 降 ， 所 以 这 并 不 是 一 个 很 好 的 方法 ,而 且 还 需要 选用 参数 。 人 
们 仍 希 望 用 二 阶 精 度 的 格式 ， 但 可 以 设计 格式 具有 如 下 的 性 质 : 在 上 游 波 速 提高 而 使 波 向 下 
游 传 ; 在 下 游 正 相反 , WETE, 从 而 向 上 游 传 ; 最 终 波 进入 “间断 陷阱 ”,， 从 而 使 波动 消失 。 
为 此 入 们 采用 迎风 二 阶 格式 ， 即 


a+ y" x — дц" H 
а>оф 90 ieia ш 

и! — ыз — 3и" + 4ш — и", е0 
a < 0 Bf А; + +a 2 2 ‚е — 0 


当 a>0 时 ， 上 述 格式 的 半 离 散 化 修正 方程 为 
ди ди Ах? Ә?и Ал? аи 
ət ат 3 ах? 4 дх“ ~) 

这 里 4 之 0, 0， 前 者 使 波动 加 速 而 向 下 游 推 进 ， vw 则 使 波 衰减 。 当 a<0 则 半 离 散 修正 方 
程 为 ; | 
ди ди Ах? д%и Ar? 21 
а: ®зх | 3 əri әт 


a 


ВЕ 
由 于 а<0, 故 v <0, L <0, 格式 仍 有 耗 散 性 ， 但 是 波 速 下 降 ， 波 向 上 游 推进 。 
另外 一 阶 导数 采用 中 心 格式 ， 则 : 


TMi pa tmn C ui Q (С. 2. 3. 52) 
半 离 散 化 修正 方程 为 
ди | ди ___аАл*'д%ш 
дї б дт 6 2 xš 
ER = 0, a>0 8, v,<0; a<0 时 ,vs 之 0， 因 此 波动 总 是 会 出 现 的 ， 综 上 所 述 有 
a>0 时 二 阶 迎风 格式 计算 a 54-2006 
n > 0, и < 0 
中 心 格式 计算 时 
Ys < 0, v, = 0 
4<0 时 ”二 阶 迎风 格式 计算 a 22 — 00и 
vs < 0, у < 0 
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中 心 格式 计算 时 
Уз > 0, и, = 0 
所 以 当 а 为 常数 时 波动 不 可 避免 ， 但 上 下 游 a 不 同时 ， 则 可 以 避免 波动 出 现 ， 但 仍 保持 二 阶 
精度 ， 其 格式 选用 如 下 : | 


шщ ЗР" аР + /7% Р Р 
At = 2Ах ZÂT 
间断 上 游 (C. 2. 3. 53) 
w+ 
2Ах 2Ах 
间断 下 游 
_ вада: ua Cus] 
其 中 = du’ at= Жык БЫ ыыы 2 


= аи, f =o и 

这 样 做 的 目的 是 很 明显 的 ， 以 间断 上 游 为 例 ，a+ 部 分 用 二 阶 迎 风格 式 , 220, а- 部 分 用 
中 心 格式 , n BAFE, 所 以 使 波 向 下 游 传 播 ; 下 游 情况 相反 , vw 均 小 于 零 , 所 以 波 向 上 游 传 
播 , 于 是 总 的 说 来 使 波 进入 “间断 陷阱 ”。 应 该 说 , 如 果 f 是 一 个 数量 的 话 , a 也 是 一 个 数量 ， 
аа 其 中 有 一 个 是 零 ， 因 而 六 和 广 其 中 一 个 也 为 零 。 但 如 果 f. и 均 为 向 量 时 ， 方程 为 
一 方程 组 时 ， 上 面 的 方法 就 可 以 推广 ， 这 在 后 面 将 进一步 讨论 。 

ШЖ (С. 2. 3. 53) 式 进 一 步 改 写 ，(C. 2.3. 53) 中 第 一 式 可 写作 : 

Ей: j 

э = леа т\Л” = | [fE + +U, | 


О] 0 ]) 


或 简写 为 
а п a 
riait e Uas 0 
йуз = fiha + fibr 
fap SPAH IE 
AH 一 万" 一 L fi Р) 
类 似 地 下 游 为 . (С.2.3.54) 
| а А ` i 
а а(н – ЫЧ) 
hist = Рл + Й+1.к 
Аал В+ — Л”) 
Fapa = Л” — +(frm — fra) 
如 果 引 入 记号 
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А/Д; =/;— f Afat = fa hi. 
` д 
Hk f =au = 2, 
故 有 
Afri =f; Sia = [5 一 af au} = а,Аш, 1 
af 
АЎ, =fm fi = (л + +t — f, = ajÂltj 1 
故 
A 广 -了 Au;-1 
Afa} т Ан 
Ж ЕЙ? 
等 价 十 
间断 下 游 


5+ 
[Af] < lAf;-1| = Аи, | < (Ди, 1 
现在 可 以 把 上 下 游 的 公式 统一 起 来 : 
Pisga = fi + min mod (A/A) 
буа = fz, — ymin mod (АЙАЛ) 


其 中 
(z,y) 闻 号 时 取 绝 对 值 比较 小 的 元 素 


min mod (х,у) 一 


(х,у) ЖӘН 
于 是 (C. 2.3.54) 式 可 以 简写 为 : 
ди 1 š 2 
ЕТ жш A Ahi wz: | 
+} == іж af ШИ 


Рл 三 "十 min mod (ASt Afal} 


Ра = fi" — -min mod ( Afai Afaa) 


(C. 2. 3.55) 


(C. 2. 3. 56) 


(C. 2. 3. 57) 


计算 表明 这 一 格式 在 个 别 2 总 一 0 的 点 上 有 波动 外 ， 一 般 没有 波动 ， 也 没有 参数 需要 先 
用 ,所 以 叫做 无 波动 无 参数 耗 散 格式 ,简称 NND 格式 ,这 一 格式 是 我 国学 者 张 涵 信 于 1988 年 
提出 的 ， 这 一 格式 一 般 为 二 阶 精 度 , 但 УЙШ fr 4 不 同 号 时 ，min mod (+, +) 一 0， 则 格 


式 降 为 一 阶 。 
张 涵 信 证 明 ， 如 果 55 用 一 阶 差分 ， 则 稳定 条 件 为 

[а | Az 2 

Ат ©З 
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Э, ЕАУ 
图 C. 2. 21 中 NND 格式 的 计算 表明 ， 确 实 无 波动 ， 问 断 区 小 。 

以 上 讨论 了 各 种 差分 格式 计算 Burger 方程 时 产生 的 问题 和 解决 问题 的 途径 , 上 述 讨论 应 
用 于 气体 动力 学 方程 ， 就 可 以 计算 有 间断 ， 即 有 激流 的 问题 了 。 需 要 说 明 的 是 上 面 讨论 的 是 
一 维 问题 的 方程 ， 下 面 需要 讨论 的 是 多 维 方程 组 的 问题 ， 为 了 便于 说 明 起 见 ， 本 节 只 限于 一 
维 方程 组 的 问题 ， 多 维 问题 留待 以 后 讨论 。 


一 维 不 定常 气体 动力 学 基本 方程 可 写作 
aU 2 F€) _ 
=” 2000 (C.2. 3. 58) 
其 中 
эл 
e 3 — Ym? 
U= |m, кау=|© DE+ Z |  CC.2.3.59) 
Ë m m? 
АС б -1)] 
= Е == и? 
т = ри, = («+ | 
不 难 验证 
0 1 0 
3 — Ym уу" = 
ana PF Uy: кел (3—7) 7—1 
mY m? YE 3 т? Ут 
"po sa yne “S = iS ey түл 27 
m Соне 0а. т 
(С. 2. 3. 60) 
其 特征 值 为 
Zm т IE _ 1 m°) y 一 
= 2, Е | о DY (C. 2. 3. 61) 
或 А=и, utc : 
с 为 声速 。 
ут _ y| ËE _ 1 m 
| с? = yG D2 2 =] (С. 2. 3. 62) 
并 生 有 
ЕС) = ААО (С.2. 3. 63) 
A 可 以 分 解 为 : 
1 1 =“ 
A= 545-1 | “ u +c и — с “+c 
u? “ 十 E u? ЖЕН и — с 
Z 2 устр Ру 
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2 F ; с 
lau ,7—1##& 7—1и_ 1 7—1 
Бе r ы КАУ 52 (С. 2, 3. 64) 
Ilu у У7—1и? 7—1 1 7—1 
2 с + 4 с? 2 с 2с с 
现在 再 绘 出 一 个 初始 条 件 
0 z > 0 
и(т,0) = | 
2 z< 0 
0 z > Ü Е 
соус (C. 2. 3. 65) 
а 证 工 扎 0 
10 r> 0 
plz,0) т | 
50 z< 0 
2 
此 外 一 7p/ps Y=1.4, еу 5., Е=р е+-®% | 在 这 一 初始 条 件 下 可 以 得 到 准确 解 。x- 
平面 可 以 分 成 G 一 G: 5 К С С. 2. 23), 
在 G, 中 
e) (5 
$} lioo 
在 С, 中 为 


43. 7405 
2. 2587 
76. 5290 


EG 中 为 EG 中 为 


30. 10 
2. anl | 
76. 5290 0 


G, 和 G, 之 间 的 G, 为 一 线性 过 渡 区 ， 
现在 用 上 面 讨论 的 各 种 格式 来 求解 这 一 问题 , 并 且 与 精确 解 比 较 。 EJ C. 2. 24 中 显示 了 几 
个 主要 格式 的 计算 结果 。 这 里 只 列 了 几 个 ， 其 它 格 式 的 算 例 在 以 后 陆续 给 出 。 
需要 说 明 的 是 : 反 扩散 格式 及 NND 格式 对 于 方程 组 ， 具 体 作法 如 下 : 
反 扩 散 隐 式 格式 


РН z б КЕЗ (55 * 
g=- tall +152 ] С. 2. 3. 66) 
记 35 A А = SAS- = SA, 6-1 + 5А S7! — А+ A- 
Е+= А+0 Е-= А-0 


代入 (С. 2.3. 65) RẸ 
РЕ е а ағ 
к th zaf z 


EEE 
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504100 
e 
1.5 Ё 40-890 
30-60 
1.0 
20140 
0.5 10 | 20 
0. 0 010 
50 1007 


(a) 上 风格 式 解 的 形状 


0 
0 50 100 3 
(с) Lax-Wendroff 格式 解 的 形状 (d) Lax-Wendroff 格式 解 的 形状 
《未 加 人 为 粘性 项 ) 《加 进 人 为 粘性 项 ) 


图 C.2.24 


a 


对 于 FF+ 用 后 向 差分 ，F 用 前 向 差分 ， 上 式 可 写 为 ; 


x+! 
U; 
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=U; — Ф (FP — Ер + FA — Еу" ЕРӨ— ЕРИ ЕЕ — Еу") 
М 
=U)— + (ЕЛ — FË, + Р}! Fit + Еду — FPN + FRE — Еу!) 
1 Az +n +" +а+1 +n+1 +а+1 
+ Тху! Еў — 2F} HE + Fm — 2F; FEET) 
1 Аг 一 一 # 十 1 —т+1 “syri 
-7a Р — 2Е;" + Fr", + ЕД — 2F; + Ерт!) 
1 
~U; 一 ЧА AF- P i) + ( Д1 — F) ] 
1 At At* я т "+1 я+1 +] 
+q АА (U 05 +U; + Ui 2037 + 0) 
1 № — 1 "+1 十] 
+ Az; (U), — 2U; + U; + UHI — 20 О) 
a 1 Мм 1 At я С] т 
xU; 一 > лг Рн 一 Fi.) — + Aal + J А.А) 
+ Qi — 20] + Ua + UH – Ил + Ul) 
(C. 2. 3. 67) 


其 中 Q= 24, 4=diag (А, А» = А}, AU 一 Do+I 一 mm， 这 显然 是 一 个 一 阶 格式 ， 如 果 在 


上 式 右 端 再 减 去 
5900 — 2075 + UL.) + BQ Us — Ҹа + 6U; — 40), +U.) 


就 成 为 二 阶 格式 ， 即 
åt x * 
Шз =U; —-у Ел — F+) — + AFL АМАЙ 一 全 AD 


+ F(U — 20; + U, + Ut — 2U7t' + UR) 


1 
4 
TQU, — 2U; + U5) — 9(0;,, — #7 + 60; — 4075, + U) 
(C. 2. 3. 68) 

ЖИРО 取 一 数值 代 蔡 ， 用 QQ, 二 a 代替 ,了 为 单位 阵 , 9~1/4， 于 是 (C 2.3.66) 为 一 
П = LU (C .2.3,67) 为 二 阶 格式 U3*! 二 LU ， 二 者 组 合 得 : 

U = 401, + Q — DL (С. 2. 3. 69) 
3 (C. 2. 3. 66 #1 67) 代入 后 可 得 ， 


М ' | | 
AU; + А-А. — А8034) — +Q (Оу — 2407 + А07.) 


At д, n “ 
с zaa Ён — F;-,) + 9007, — 20; +034) 


= $A – OQ. (Uk, — Uin +U; — 47, +U) (C. 2. 3. 70) 


这 就 是 用 于 方程 组 的 反 扩 散 格 式 。 
NND 格式 在 方程 组 时 罕 成 如 下 形式 ， 


(C.2.3.71) 
p 


Еа. = F? + min mod [ åF 1,AF51) 


z 


Еле = Fm 一 min mod[ АЕ; ‚АЕ; э) 

z<0Hf, p=1, u=0, k=2.5 

Xx>0 时 ， p=1.25, 一 0， 五 一 0. 25 
(参看 图 C. 2. 25) MERS Riemann 解 作 比较 ， 结 果 是 比较 满意 的 

到 此 , 读者 可 以 看 到 ， 对 于 一 维 气 体 动力 学 问题 , NND 格式 是 一 种 比较 好 的 格式 ， 它 可 
以 捕 提 到 激 波 ， 并 且 具 有 足够 的 糖度 。 f 

КНН, П БЕМ РНЕ ЯКА. ОРУНАН 
启发 性 ， 并 非 绝 对 。 事 实 上 人 们 还 从 别 的 角度 出 发 来 寻求 同样 要 求 的 格式 。 下 面 讨论 的 Go- 
dunov 格式 是 从 解 Riemann 问题 的 角度 出 发 的 ， 目 前 还 广泛 发 展 了 一 种 总 变 差 变 小 (或 不 
增 )，( 又 叫 TVD 和 TVND 的 格式 ,是 一 种 被 认为 比较 有 前 途 的 方法 。Godunoy 方法 在 下 面 
一 节 介绍 。TVD 格式 将 在 介绍 新 近 发 展 的 章节 中 讨论 。 
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a drana aba aa a 


Отко 


0 
0 
—2.3—2.2—1.10 1.1 2.23.3 xzT —3.3—2.2—1.10 1.1 02.23.3 T/T 


(a) 计算 给 出 的 激 披 管内 流动 的 密度 分 布 (b) 计算 给 出 的 激 波 管 内 流 玛 的 压力 分 布 
一 一 Riemann 解 .四 数值 计算 解 一 一 Riemann 解 , [数值 计算 解 


图 C.2.25 


2.4 Riemann 门 题 的 解 和 Godunov 格式 


Godunov 格式 是 由 Riemann 问题 得 到 启发 而 生成 的 , 而 该 格式 为 以 后 新 的 格式 的 生成 打 
下 基础 。 所 以 首先 需要 介绍 Rieman 问题 的 一 些 有 关 概 念 ， 

在 B 篇 第 2 章 2.2 节 中 曾 简要 地 提 到 了 Riemann 问题 , 这 里 作 一 简要 的 回顾 和 进一步 的 
讨论 。 

方程 写作 : 


ди | аЕ(и) _ | 
ar та О (С. 2.4.1) 


具有 散 度 形式 ， 这 种 方程 称 作 守 恒 律 系 ，x， F 可 以 是 数量 或 向 量 , Еси) 为 线性 或 韭 线性 的 、 
(С. 2.4.1) 方程 在 下 列 初 值 条 件 下 的 求解 问题 | 


u- т< 0 
и(®,0) -1 (C. 2. 4. 2) 
“+ х2> 0 
称 作为 Riemann 问题 ， 其 中 t-s z+ 分 别 为 常数 ， ЖЕЕ 即 初 值 有 一 个 阶 唉 。 
当 fu) = au ， 即 线性 方程 时 ， 如 x 为 一 数值 ，(C. 2. 4. 1》 为 一 线性 方程 
| | ETET) (С. 2. 4. 3) 
在 初始 条 件 (C. 2. 4.2) 下 的 解 为 : . 
а a = < at 
ulr, t) = s т > a 
当 уи) = + ， 即 Burger 方程 时 ，z 为 一 数值 ，(C. 2.4. 1) 具有 如 下 形式 
ди ди 
э: T upx > 0 (С. 2.4.4) 
在 初始 条 件 (С. 2.4.2) FHRA 
(1) wu >u, 
u. << st 
ulti) -1 (С. 2.4.5) 
ир x st 
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C(u tu) ”为 激 波 速度 


5 = 


1 
2 
(2) н <и. 
u- su t 
и(х,) - u trut (С. 2.4.6) 
иь Tu, # 
图 C. 2.26 显示 了 解 的 图 案 。 当 xx+ 时 ， 间 断 保 持 不 变 ， 以 激流 速度 * 向 前 推进 ; 当 
wu_<u+ 时 ， 间断 消失 ， 生 成 一 种 玖 区。 


TEN 


ж 


图 С. 2. 26 
对 于 一 般 的 f(x) 水 数 在 具有 非 线 性 时 ， 有 类 似 的 解 。 激 波 速度 可 以 由 以 下 方法 确定 : 
取 :足够 天 的 长 度 工 ， 工 >>2， 则 
Ф| асада = f 98а f, уу, 
НФУ =/ш if. =f), A-RA 
s | udr = ÑE + su + (1, — su, J= su. — и,) 


d: J 
比较 二 式 可 得 
s= Lf- (С. 2. 4.7) 


“另外 从 Burger 方程 例子 中 看 到 , 间断 并 不 总 是 保持 的 , Pey[a] ТАЧ 28 E 88 АРЕ ЛУ 4 8: 
到 满足 : 


ff- >f 1+ (С. 2. 4. 8) 
и — и и 一 и 
”以 上 的 讨论 可 以 推广 到 方程 组 中 去 。 
线性 方程 组 
aU aU 
Jz LAST = 0 (С. 2.4.9) 


其 中 4 为 常数 矩阵 ， 方 程 可 写作 守 便 型 
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2U AAV) 0 (C. 2. 4. 10) 


At Ax 
BARA КУНЕ, ЕЕН Н), 
设 
А = $457 ` (C.2.4.11) 
А = diag (АА, А, )。 设 
у= 5-0 СС. 2. 4.12) 
ДІ (C. 2. 4.10) 式 可 改写 为 
| Y ano ` (C.2.4.13) 
EFH n 个 独立 的 方程 
N00 G= 12n) 
初始 条 件 可 写作 
| [ [vi <0 
v(xr,0) = _ 
WW <> Ü 


解 为 D (z, Ё) =u; (кА, 0) 
Н С. 2.4.12) 式 可 得 
U(x, 0) = SV (2,0). (С. 2.4.14) 
H T S 矩阵 中 每 一 列 元 素 所 构成 的 向 量 是 4 矩阵 的 特征 向 最 ， 故 S 可 以 写作 
S = Te 
ЖЧ ror, еә, 为 列 向 量 ， 它们 居 A 的 特征 向 量 。 故 (C 2. 4. 14) 式 可 写作 : 
U(r,0) = Str 0) r, 


=] 


їй U (z.t) 则 为 
Ulz) = > u (z 一 А4,0)г; 


REU 的 解 不 只 与 初 人 有关, 还 与 区 域 有 关 , x 一 一 常数 为 特征 线 , E n 个 不 同 的 特 
征 线 。 . 
为 了 方便 起 见 , пез, 即 有 三 个 不 同 的 特征 ,在 Сс, 平面 上 任 — 8 88 U 值 可 以 这 样 
来 计算 : 由 该 点 出 发 作 与 三 特征 线 平行 的 线 , 与 4 一 0 HREF r А.т At z А, , 这 
二 点 的 Ui 值 分 别 为 Vis Tzs Озу 它们 在 х<0 处 分 别 为 а, a， а. Ж xz2>>0 处 则 应 为 В.» Вэ» 
Ёз, ТЕ ТЕРУ С. 2. 27 ФАУ ол, о, ho TE 
Ut) = Pir + аг, + ear 
读者 可 以 注意 到 , 从 z=0, 10 点 发 出 三 条 特征 线 , 在 它们 之 间 的 值 分 别 如 图 C, 2.27 所 示 ， 
图 中 可 以 看 出 ,U 穿 过 学 一 特征 时 间断 值 为 
[U] = adr G = 1,2,: n) (C.2. 4. 15) 
[24 [Fj A[U] = (8; — а,)Аг, 
= (8, — арАг = АГИ, 
由 (C.2.4.15) 还 可 以 得 到 
+ 204 。 


"rL 


Р Чх_, 
ы, а] к 
d Жыл, UCE) prt Bars tbr, 


Ау I— Àt Tt 
V0 фео, ==, 
ОСО, 0150, Wa u. =a, 


Xx>0 时 . т=, v=ps а= 8, ) 


图 С. 2.27 


Ос) =U_+ УС, — ar; 


Ау ; 


сей-— У\(8,— арт, (С. 2. 4.16) 


a 
> n 


其 中 之/ 表示 对 所 有 满足 < 工 的 下 标 了 求 和 , 2 Wema А> ТЕГЕ RA.K 


U,— U= В. 一 w)r， 
下 面 为 了 将 上 述 方法 进一步 推广 到 非 线性 问题 ， 需 要 引入 一 些 新 的 概念 。 


空间 . 

ATURKE, U= fw，w，…，w.}， 因 此 它 可 以 看 作 是 一 个 维 空间 中 的 一 个 向 
量 ， 它 的 分 基 为 wi，ws，…，w,， 这 个 空间 又 叫做 相 空间 。 

为 了 简单 而 且说 明 问 题 , 这 里 只 讨论 二 维 问题 , 有 二 个 分 量 w 和 
ue, U fU. Es Ga ua) 相 平面 上 的 二 个 点 ,如果 U4 一 0- 与 4 的 特 
征 向 量 之 一 + 或。 平行 , 则 这 一 间断 就 会 保持 为 一 个 单一 的 间断 Cë 
则 就 要 分 解 为 二 个 间断 , 在 维 空间 时 分 解 为 个 间断 ,图 C. 2, 27 中 
就 分 解 成 为 三 个 间断 )， 这 就 是 说 ,着 过 U_ 作 二 条 线 ,它们 分 别 与 
和 六 平行 ( 见 图 C. 2 28), 如 果 7+ 落 在 这 二 条 线 的 其 中 一 条 上 , О. 
的 间断 就 保持 单一 的 间断 性 ,这 种 状态 叫做 雨 奥 尼 高 (Hugoniob) 轨 迹 。 

类 似 地 ， 过 可; 点 也 存在 一 组 Hugoniot 态 ， 它 们 是 -- 条 曲线 ， 通 
过 局 + 点 ， 它 构成 一 个 波 ， 即 1 一 族 波 或 2 一 族 波 ， 在 # 相 空间 内 ,， 则 2 zs 
有 个 不 同族 的 波 。 

如 果品 + 和 7- 不 在 同一 条 波 线 上 ， 则 是 一 个 一 般 的 问题 ， 解 可 分 解 为 二 个 间断 ， 它 们 分 
别 沿 丸 及 入 方向 传播 ， 在 二 个 方向 之 外 和 之 间 的 解 分 别 为 
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Дх. 
ағ + аг, 重生 所 


Ulat) = 48, ат А < d <h (C. 2.4.17) | 


d 
Biri + Вг; L< 


它们 的 位 置 如 图 C. 2. 29 所 示 。 
ах 
“© А 时 即 为 芝 - 
< < x 0. 


d 
d > b BLS U, 


эщ U MU 的 位 置 如 图 C.2.29 的 (G) 时 ， 方向 为 相反 方向 。 


B] С: 2.29 


对 于 多 个 方程 组 〈 即 在 多 维 相 空间 中 ) 只 需 进 行 类 似 的 作法 即 可 。 
现在 可 以 将 上 述 讨论 推广 到 非 线性 方程 中 去 。 方 程 为 : 


20 ,aF(VU) o 
дї az ` 
4 (C. 2.4.18) 


| 20 A =0 
这 里 设 方程 是 纯 双 曲 型 的 ， 故 A U) 有 = 个 实 特 征 ， 并 按 递增 方向 排列 ， 即 
4, < 4, < . <А 

由 于 特征 是 不 同 的 ， 所 以 对 应 的 特征 向 量 也 是 线性 无 关 的 ， 这 里 选 一 组 归 一 化 的 特征 向 量 基 
组 (r ФО}, [пй =1, 其 中 局 表示 ;与 U 有关。 

在 前 面 讨论 的 线性 问题 中 ，Riemann 问题 的 解 由 个 波 组 成 ,这 些 波 的 传播 速度 为 各 自 
的 特征 速度 (%)， 里 过 波 有 一 个 不 变 的 间断 。 现 在 的 问题 是 对 于 非 线 性 问题 是 否 也 可 以 类 似 
地 构成 解 呢 ? 

在 Burger 方程 的 讨论 过 程 中 人 们 看 到 ,如 间断 二 侧 的 上品 值 为 0_- 和 Ul ,它们 以 不 变 的 速 
Жу, ШО fU, ло BJ S PE 
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F_— F,=s(U_—U,) (C.2. 4.19) 
其 中 为 激 波 速度 。 现 在 设 U, 是 固定 不 变 的 ， 满 足以 上 条 件 的 U_ 和 s 可 以 有 许多 个 。 因 为 
(C.2. 4.19) 包含 有 n 个 方程 (因为 FU 者 是 维 向 量 ), 而 未 知 量 U_,s 共 有 x 十 1 个 (U 
”的 THRE: 本 身 )， 因 此 ， 这 就 是 包含 元 数 个 解 。 可 以 将 解 视 为 含有 一 参数 ， 记 作 4， 于 
是 这 一 解 可 记 作 
0.66.0.) =U.,+ tr, 
506,0.) SAU) G = 1,2, п) 
对 于 线性 问题 ，r 是 常 向 量 ， 所 以 U Sg 07 | 点 的 相 空 间 内 的 二 条 直线 上 ， 在 二 维 时 图 
C. 2. 29 已 标 出 二 条 直线 。 对 于 非 线性 问题 ， 则 (C. 2. 4. 20) 表示 nn 条 曲线 ， 在 这 些 曲线 上 
F[U,_ U] 一 F(U ,) = s (КШ), EU) = U.] 
G = 1.2++,п) (С. 2. 4. 21) 
若 方 程 二 侧 对 8 求 导 ， 并 令 4 二 0， 则 得 
F'[U,.G0,U,)] +0". (0,U,) = s(0,U,) Ur (0,U,) 
H (C.2.4.20) REEE 07, (0,U,.)= U, ,s(0,U,.) = AU), БЕШ ЕЯ У. 
F' (U4) U (0,U.)= АО) U, (0,0,7) (С. 2. 4. 22) 
НТА.) РО, ) 的 特征 向 量 , ВЕД U”, 0,0,9 BFTF, 也 就 是 说 过 点 的 相 
空间 内 的 曲线 在 Ui 处 的 切线 与 V+ 处 的 z; 方向 平行 ,这些 曲 线 叫 做 Hugoniot 曲线 。 所 有 这 些 
曲线 上 的 点 的 集合 叫做 过 + 点 的 Hugoniot 90, MEU- HER: 条 曲线 上 ， 就 与 U4 构成 一 


(С. 2. 4. 20) 


个 第 i 族 波 。 
下 面 以 一 维 不 定常 问题 为 例 来 说 明 。 方 程 为 
p, + m, = 0 З 
| (C.2. 4. 23) 
m, + (m/p + ар), = 0 
р m 
其 中 т= ри, U= |, F= |, (С. 2. 4. 24) 
m — + а?р 
e 
0 1 
F'(U) = m? 2m (C. 2. 4.25) 
с р 
特征 值 为 
А0) = 5 AU a С. 2. 4.26) 
特征 向 量 
1 1 
nU = | o RO= |, (С. 2. 4.27) 
Ба — +a 
p p 
Ç + 207 • 


为 简单 起 见 ， 这 里 + AU. —{Е. 
Капкіпе 一 Hugoniot 间断 条 件 写作 


m.. — m= s(0_ — р.) 
(С. 2-4. 28) 
P +a atp |—|#® + apy) = scm- — т.) 


这 二 个 方程 中 未 知 量 为 p-s m-s 5, Хт, s 求解 可 得 


m-= p-m, DETR p+) 
s= св + а Е: 
f. 1 


“+” 表示 有 二 族 解 。 由 于 mw-、s 训 以 表示 为 的 函数 ， 故 设 


(С. 2. 4. 29) 


PG UL) = рь (1+0) = 1,2 СС. 2. 4. 30) 
则 
Ф.Ш) 0 | j | 
БА: | ту— ар. IFE) 
SEUD = 0-а “1+ 
И > (C.2. 4.31) 
+ 
U U )= 0+4 | | 
| ` Lmt ap, УТЕ)! 


sa, U) == 5 + 2 ^1 + 
E 


不 难看 出 U GUOko = p UD 5 nUD 平行 。 
500,07.) = À 
ik EBE ЛИНН. 
另外 由 《C. 2.4 31) ФЕЙ, р АЗИИ, MEIU = о, ШИЙ 
有 的 局, 值 ， 其 Hugoniot BB 8038385 HI EI ОДК AD, И] C. 2. 30 表示 各 种 情况 下 


(a) (p) 
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的 Hugoniot 轨迹 。 

为 了 构成 Riemann 问题 的 解 ， 可 以 像 线 性 倩 况 下 
一 样 ， 设 间断 左边 U 为 U,， 间断 右 边 U 为 U,, 过 UU 
和 U, 作 二 条 Hugoniot 轨迹 ， 如 图 C.2. 31 所 示 。 

这 里 可 以 有 二 个 交点 Us 和 UU REA < À, ЕЦ 
Ui 与 U, 以 第 一 族 波 相 连 , 府 U, S U, 以 第 二 族 波 相 
连 , 所 以 U EREN MU, 是 不 需要 的 。 在 这 个 问题 
U, 是 可 以 计算 的 ,因为 根据 (C. 2.4.29 ), 对 于 UU 
~Un MUHU- Un 为 U; ;对 于 Us ~ U. MW U, 5 
UU, HU, СС. 2.4.29) 中 “十 ”号 对 应 第 二 族 ， 
“一 ” 导 对 应 第 -- 族 ， 所 以 图 С.2,31 


+a V =e. 一 р.) = mm = ез —@ е =- р) (С. 2, 4, 32) 


Slr) 


这 就 建立 了 关于 pn 的 方程， Iaza z= л 则 有 
中 万 + # -= ™] ~ а Г Аа) = 0 (C. 2. 4, 33) 


这 一 方程 只 有 一 个 正 根 , 解 得 的 x 可 以 确定 ev， 进而 确定 m ЖЕШ, л BF, BI 
ЗАНУ В Н U, 07, s Unais 然后 [~ 本 Ui~Us ++, UmU, U, SSRS 1, 2, 
"Ө nikik. SREE U, Urn ++, U ERAR ER U, ЯП U, 相差 不 大 时 ， 可 以 近似 
地 求 得 

在 上 而 的 讨论 中 并 设 有 涉及 同 断 解 是 可 物理 Ев. 33 АН ах ih ТЖ 
FH: рТ 3 E 


АО) > s > À, (U,) ` | (С. 2.4. 34) 


其 中 р=1, 2, =, n, s 为 激 波 速度 ， gy Жош. 比如 由 (C. 2. 4. 28) 知道 


Ц m, 
WI A TT 
其 中 心 REU., U EEU. MA (C.2.4.29) 对 于 第 - - 族 激 波 ， 用 “一 ”号 ， 有 : 


ыа Кыш fe. 
£ 


pr © Мор, 
ТА) = 一 а, ЖО, 


E За ajea pE ена 
Pi fi Pr Pr ©, Ё, 


要 满足 这 一 关系 的 条 件 是 >p 
类 似 地 对 于 第 二 族 波 的 糖 条 件 为 : 


二 

p t > ta jh a CINA рт 

这 一 条 件 正 相 当 于 оо, ЗН, 对 于 第 一 族 激 波 ， AIR r, 速度 变 慢 、 和 密度 上 升 ， 质 点 

从 左 向 右 穿 过 激 波 ; 对 于 第 二 族 激 波 ， 穿 过 激 波 时 从 2 到， 速度 也 是 变 慢 的 ， 但 注意 到 ， 这 
‚+209. 


里 激 波 速 度 比 右 侧 流体 的 速度 要 大 ， 所 以 流体 质点 是 由 波 前 向 波 后 运动 的 ， 所 以 通过 激 波 时 
ФЕ ЕЛ. ВОН НУАРЛАР F E — 508. 
AREER, n = 1Ю,АФ@Л = А) т, == 1,34 70) Z 0 BF, fr CO) 是 单调 上 升 或 
TKH, ASAT Rieman 问题 一 个 比较 简单 的 解 ， 将 这 一 概念 推广 ， 若 
VAU) pO 560 Vu | (С. 2. 4. 35) 
则 称 p 特征 是 纯 非 线性 的 ， 如 果 
VAU) rU) =0 Yu (C. 2. 4. 36) 
则 称 p 特征 是 线性 退化 特征 ， 在 该 特征 上 的 间断 叫做 接触 间断 。 
应 当 指 出 ，Riemann 问题 的 解 可 以 有 间断 (需要 满足 粹 条 件 ), 也 可 以 是 无 间断 的 ( 稀 汶 
波 解 )， 在 前 面 着 重 讨论 了 间断 解 ， 下 面 来 讨论 一 下 稀 朴 波 解 。 务 琉 波 解 的 特点 是 自 相 似 性 ， 
如 (С. 2.4.1) 的 解 为 ， 


t = < Б 
tety = “|| & < r < É (C. 2.4. 37) 
и, xz > êt 


шл) 是 一 个 光滑 函数 ， 将 它 代入 方程 C. 2.4. 2) 得 到 
ы шты а 


引入 记号 =z/t:， 则 有 


Рос у о (8) = Ён (Ё) (С. 2. 4. 38) 

ш =0 是 没有 意义 的 解 ， 不 予 考虑 。 故 设 оо) Z0, РЕТИ, EER, 

《是 一 个 数量 , [Ж we) 应 当 是 广 的 特征 向 量 , 由 于 前 面 已 设 定 芍 特征 向 量 为 r,《U)， 因 此 
现在 U=w($), 所 以 wE) 应 当 与 r,[*o (Š) ] 平行 ， 或 

w (£) = a(ê)r, wE) ] (C. 2. 4. 39) 

JD) w ХЕ r, 的 积分 曲线 上 , Н wé) =U nwl) = U,,U, 和 UV 也 都 在 积分 曲线 上 ,这 是 


稀 琉 解 存在 的 必要 条 件 而 不 是 充分 条 件 , 人 们 希望 二 单调 上 升 时 w 沿 积分 曲线 从 Ui 究 为 U,， 
另外 从 (C. 2. 4. 38) 可 以 看 出 ,so A 0 BF, ERE A ГС 本身, 即 为 产 [wl 人 6)] 的 一 个 特征 值 ， 
故 | 

£ = А,[(8)] (C. Z. 4. 40) 
ТЕ, Вр 

1 = Và [wE ko! (6) 
计 及 (С. 2. 4.39) RH 
1= УА, lw eg) + ғ, Го] 

故 f 


ст 1 
а(&) == УА, lwe] m r,[ze (£) ] (C. 2. 4. 41) 
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ЖЕ (C. 2.4.39) УҢ 


А rw] 
то (ё) == УА, Го) ] er, w] Ё =< £ < ё, (C. 2. 4. 42) 
R. ў ш(ё,) = Us Е, = 4,00,), ё, = 4,00.) (С. 2. 4.43) 
在 前 面 讨 论 的 例子 中 
| 一 到 | 1 、 
Аби) es 1955 =— 2 (C 
УА wrw = v | В а) |е ои |2660 
P Р] e 
1 一 5” 1 
Ta) ли) у 5 +a = =“ (С.2.4.45) 
I 2 J Mya 1 moa P 
p з Pe 
1 
e 
PE) 2 а F 
ш" (£) = КЕ = = ог (С. 2. 4. 46) 
对 于 第 一 族 特征 
ØE) 一 一 CE)/ae 
(C. 2. 4. 47) 
т!) =— m(Ẹ)/a + оё)! 
ё = А0) = a —a 
方程 可 以 求解 
PE = pe “toa 
| (C. 2. 4. 48) 
: mE) = p (8 + ае“ | 
消去 上 可 得 
рН Le 
"осе a ап | 
类 似 地 对 于 第 二 族 特 征 有 
ГЭ! == де! 
== = (g$ Da 
nn (C. 2. 4. 49) 


mlp) = р о, + alaf £) 
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于 是 过 UV ШИЕ Же, ТЕҢ ЕЙ ANSI Ra Bum B 2, (如 图 C. 2. 32 所 示 )。 
从 图 上 可 以 看 到 , 这 些 曲 线 和 Hugoniot 轨迹 是 十 分 相似 的 , 实际 上 在 同一 点 附近 ,它们 
EHK, ЗЕН Lax 指出 , .曲率 也 是 相等 的 。 
现在 将 图 C. 2. 31 MEC. 2. 32 结合 起 来 ,过 每 -点 可 以 作出 由 条 曲线 ,二 条 对 应 激 波 线 、 
ТІКАЛИ. 


图 С. 2.32 


对 于 初始 间断 ,U, 和 U, ПР HF hk i, TPT) З, H U 出 
发 沿 第 -- 族 线 到 交点 ,这 一 交点 叫做 U。, 再 由 它 沿 第 二 族 线 到 UU,, 如 图 C. 2. 33 中 所 示 的 , 则 
UPU. 是 激 波 ,Uw 到 U, RARR. 
现在 要 确定 U, 的 值 首先 要 确定 是 娜 -二 条 线 相 
Z, ШК ЕГЕСИ ЛЕК БИН С E 
BRRR. WR gW, ШЖ ИГЫ 


' | _ [б [lm _ m, 
BHR 接触 间断 了 | 人 | 
Mi Pm 
=o, 9 — арда Ë= 
т. =P, үн ap, In р; 


(C. 2.4.50) 


在 二 条 激 波 线 相交 时 ，p- Ш (С. 2. 4. 33) 确定 ， 
图 С.2.33 ` mm H (С. 2. 4. 32) 确定 , fH — ЖЖЖЖ 
相交 时 则 必须 由 迭代 来 确定 交点 位 置 。 
因此 原则 上 说 已 经 给 出 了 Riemann 问题 的 一 般 解 : 
过 О, ERRER A я Ж), U, BERRAR (各 xn 条 ), 沿 第 1 族 到 第 


2 族 …… 到 第 ”= 族 , 找 出 ,U2，… ,U1 点 来 , 同时 也 就 确定 了 它们 是 激 波 或 是 称 朴 波 ， 从 
而 确定 了 解 的 具体 形式 。 


下 面 简要 讨论 Euler 方程 的 情况 ， 它 的 守恒 型 式 为 
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|, oF(U) _ 
PR НЫ, 
ЭШ 
б т? 
за ЕЦЕ aE: (C. 2. 4. 51) 
E m | 
у —(E + p) 
р P 
= 月 7 — 1 m° 
p = Q —1)Е 2 p 
_ƏF 
A =з 
| 0 1 o) 
| 
Z E.L; ; 
{ла —7 7 
2 2 B- 7w МО (С.2.4.52) 
I 2 + 2 v i (y Dv Yv 
特征 值 为 
A =u —-с, =v 一 也 十 < 
— (С. 2. 4. 53) 
Ер T 
e 
Майк Ba 
] | 1 | 1 | 
аа p u т + | 
T = А » ғ, = (Е , 73 一 š 2 
A Pa бт. 921 а а aro 
zY + y) 2” | 92 Tee ry = tJ 
(C. 2. 4. 54) 
H: 
DEA 
р 
ХА, (7) == 1 
Р 
о) 
故 


VA (U) + r, = 0 (C. 2.4.55) 


即 第 二 族 波 是 一 个 线性 退化 间断 ， 叫 做 接触 问 断 。 一 个 典型 解 的 情况 如 图 С. 2. 33 所 示 。 
实际 … 般 解 是 这 样 的 , 过 UU, U. 可 以 作 三 族 线 , 第 一 、 三 族 是 与 前 面 讨论 的 方法 一 致 的 ， 
而 第 二 族 是 接触 间断 。 在 其 上 速度 v 和 压力 户 是 连续 的 ， 只 是 2 是 间断 的 。 实际 作 法 是 在 x- 


p 相 平面 上 作 第 1, 3 族 线 ， 


Riemann 问题 就 解决 了 。 


CHKA о, pRB v, pE, 而 pr R o; 的 确定 则 分 别 由 第 
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至 此 详细 地 讨论 了 Riemann 问题 的 提 法 和 解法 。 对 于 一 般 U, RU U, 的 情况 , 求解 显然 是 


比较 复杂 的 ,但 是 当 U,U, 比较 接近 时 ,这 就 可 以 做 
一 些 简化 ， 曲 线 可 以 用 切线 代替 等 等 ， 这 样 就 可 以 
建立 一 些 便于 数值 计算 的 差分 方法 ，Godunov 方法 
就 是 其 中 一 种 方法 。 

Godunov 方法 的 基本 思想 是 : 在 各 离散 点 上 的 
值 看 作 该 值 在 离散 点 邻 域内 的 平均 值 ， 也 就 是 将 离 
散 值 看 成 一 台阶 函数 , 如 图 C. 2. 34 所 示 , 这 样 在 离 
散 点 之 间 构 成 一 系列 间断 ， 它 们 构成 了 一 系列 的 
Riemann 问题 ， 这 个 间断 可 以 按 前 面 介绍 的 方法 来 
讨论 它们 的 传播 , 在 Ar 以 后 的 时 刻 , 各 离散 点 上 的 
值 再 次 使 用 它 的 邻 域 内 的 值 的 平均 ， 然 后 再 接着 进 
行 相 同 的 过 程 ， 计 算 就 可 以 不 断 进 行 下 去 。 


1—28 ji j M 3+2 


ЕС 
і-5 72 ty it? 


图 C.2.34 


以 Euler 方程 为 例子 , j~j 十 1 的 交接 面 为 ++ ， 其 上 的 速度 为 Lo, 十 vjt1)， 由 前 面 
讨论 知道 ， 间 断面 分 成 三 个 波 族 ， 左 传 波 ， к. нә ( 见 图 C. 2. 35). 


图 C.2.35 


右 传 波 上 的 条 件 应 当 是 激 波 条 件 或 稀 玖 波 条 件 , 但 由 于 j+ НМ 的 值 相差 不 大 , 所 以 


应 当 是 一 弱 波 ， 在 前 面 讨论 中 指出 ， 由 于 激 波 关系 和 稀 查 波 前 后 关系 在 变化 不 大 时 它们 是 十 
分 接近 的 〈 切 线 方向 相 则 ， 同 一 点 处 的 曲率 也 相等 )， 所 以 可 以 近似 用 弱 波 的 关系 ， 即 


2 КҮ И 2 " 
v; 一 TELON =" — y— 1 /е)ї (С. 2. 4. 56-1) 


Аяла 


Ре; = рв" 


类 似 地 左 传 波 上 有 


(С. 2. 4. 56-2) 


vit1 + y О? /pm =v" + =S p/p) (С. 2. 4. 56-3) 


PH Apni = р" 


以 上 四 式 构成 了 关于 ФБ‘, о‘, р» pr 的 四 个 方程 。 
这 四 个 方程 可 以 解 出 
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(С. 2. 4. 56-4) 


_ bipi афр + ab — va) 


$= 
a; + b; 
C.2. 4.57 
= ĉi + Би + P; Pin ‹ ) 
a; + b, j 
其 中 
1 
(z + D + (7 — әд», p' 32 
же C. * ж» 
a= _, 50, f (C. 2. 4.58) 
Apep n p < p 
Е 1— (р°/р 
1 Ў 
со +12 + (7 — Demon) P” È Pin 
b= (C. 2. 4, 59) 
? y— 1 í 1 一 户 " /pH . ` 
Di) RE p` < ру 
| 27 $ t 1—(p'/Pi a) F | 


为 确定 p* ，v" ， 实 际 上 要 解 非 线 性 方程 组 ， 当 间断 不 大 时 近似 有 
з = b; =| Zp, + рь.) 40 + быз} 


а 
р' = Рт + Ps ha 9н (С. 2. 4. 60) 
v* = КЕЯ + 2—2 P; 一 Рт Pa 
2а; 
pir z) ol qa) РТ š 记 
plil = $, олу) = 7, огл) = р 
其 中 | 
е _ (Q+ DE? + ( — 10Р; ©, O + 1)р;' +O -- 1) Р, 
p, O= DE AODA? pr О—1)р' + Z pn 
ИЕ ані аы 
пла ег 
(С.2.4.61) 
这 些 均 以 间断 不 大 为 前 提 ， 并 且 假定 ++ 1-1, + УЙНА. Вок 
(JV | ed AS! (С. 2. 4. 62) 


这 也 是 计算 的 稳定 条 件 。 与 上 述 状态 所 对 应 o (C. 2.36) 图 中 得 知 。 


| 

| 4, | š А | 

| L k кы Areas | A AA | 

| А, [т À; | А | 
| ! I 

| | 

0<4<4,<А, А<0<3;<, А<\%<0<А ДА Аз 

ф= р b= >` Ё=р` B= Ён 

o=; s= s= Y=vit 

f=p, P=pr p= р, P= з 

图 C.2.36 
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显然 以 上 计算 是 一 阶 精度 的 , 它 将 使 间断 抹 平 ,计算 结 
果 如 图 C. 2. 37 所 示 。 

应 该 说 这 个 结果 并 不 很 好 , 但 是 Godunov 格式 是 许多 
格式 的 基础 ，-- 个 例子 是 NND 格式 可 以 看 作 是 Godunov 
格式 的 一 个 推广 。 

下 面 来 说 明 这 一 点 。 


假定 
__ 1 ++ 2 | 
U, = д], Ude (C. 2. 4. 63) 


ү N н 


则 由 (C.2.4.1) 式 对 工 从 了 -3 到 六 二 积分 可 以 得 到 


РУ + AZ(F 1 Ё, 4) = 0 (C. 2 4. 64) 
引入 
1 “C Р i 
Hy = м], Кый Е (C. 2. 4. 65) 
则 进一步 对 于 〈C. 2. 4. 64) ЖР, Мт, #l л 积分 可 得 
Uy = D; — (Нр — Н) | (С. 2. 4. 66) 
根据 Godunov 格式 假定 ， U, 就 代表 了 Cr， Zap) 区 何 内 的 值 ， 故 


可 一 以 (C.2. 4.67) 
在 zi+ 了 处 左右 二 侧 有 间断 ， 形成 了 一 个 Riemann 问题 ， 这 里 用 U, 代替 U,, 所 以 是 一 阶 精度 。 
如 果 采 用 二 阶 精度 的 格式 ， 由 


U=u,+ (55) ЕЕЗ 


(ах), 
的 前 二 项 来 代替 U, 则 精度 就 可 以 提高 ， 这 里 U 仍 为 О, ху МАТАТ, 但 由 于 采用 了 二 阶 
切线 近似 , 所 以 间断 的 强度 变 小 了 。 这 时 Riemann 问题 可 以 在 准确 到 Az 小 量 的 意义 上 解 得 。 
由 于 〈C. 2.1) 式 改 写 为 


2U әй | 

ЕТЕ СШ. (С. 2. 4. 68) 
4 fi n ИНЕ. BEKER ALALLA ERNE H 

aW aW 

Se +A зү = 0 (C.2. 4.69) 


其 中 A=diag {à Azs 5А.) W=S U, 4 一 SAS 1， 由 前 面 讨论 知 间断 〈 比 较 弱 时 ) 是 
沿 特征 线 传播 的 ， 故 解 为 i 


Witu £= 1,28 
W° 一 (С. 2. 4. 70) 


WW, 了 二 此 十 1 sn 
其 中 过 (хыл, a) AME n REER е1, 交点 在 zj+3 左 侧 有 上 个 点 ， 右 侧 有 一 个 点 ， 
(C.2. 4. 70》 武 可 改写 为 
AW = ГАФУ]. ы +W) AW Wh 《C.2.4.71) 
或 计 及 到 一 3 U йй A=SAS71,. F=AU, ERWA YE 
* 216。 


БИР, 


Кыз = Enga КЁ» О | ААО 0 


其 ў! 
A= SA'S, А =SA- S! 


a= +(A+ |А|), F'=AtU, F =A`U[| 


BU 

l, 1( aie 

9 Ент. РА + - 2 =A 05.1. == Кын | 

ТЕЗ} RT P - A ЭШ, пы Күз, | 
ЕЕ 

Еа = Еру. Е 
出 Ну. тле Жл | 
Ны = Ph = ааа Pta 


REEE OANE, ЖЕКА (C.2. 4.66) 可 得 
tti = U3 — = [í Еа k. а) +, Кі, 5 Р ! 1 


К Ат 
Ж 
ба мен 
ihi 
—— аА 


BRAHE LZE, JM 
-min mod[ АЁ)" г АЕ} ) 


则 进一步 可 得 


ы 
+a 
| 
мм 
че. 


тіп mod[ AF771 ‚АК; 


n 了 
H 


1 
2 


=F 一 Lmin mod[ AF721 „AF; 23) 


Е 7 


(C. 2. 


(C. 2. 


(C. 


(C. 


. 72) 


. 74) 


这 就 得 到 了 与 NND 格式 (C.2.4.71) 式 中 相同 的 表达 式 了 , 可 见 NND Æ Godunov 格式 的 推 


广 ， 它 应 有 一 阶 精度 ， 它 的 计算 结果 在 上 一 节 中 已 有 介绍 ， 这 里 不 多 介绍 。 


， 本 节 详 细 地 介绍 了 Riemann 问题 的 求解 ， 由 此 介绍 了 Godunov 格式 的 形成 。 


在 最 近 几 年 来 发 展 了 许多 新 的 格式 ， 很 多 格式 荐 以 Riemann 问题 求解 为 出 发 点 ，1 


它们 从 某 种 


ë ЖЕДЕ Godunov WRH, 关于 这 些 新 的 格式 将 在 流 场 计算 的 新 发 展 这 - 章 中 进 一 


HATTA. 
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2.5 多 维 气体 流动 的 数值 计算 


在 前 面 的 讨论 中 只 集中 于 一 维 问题 的 计算 ， 这 些 方法 都 可 以 推广 到 多 维 问题 中 去 。 下 面 
的 讨论 限于 直角 坐标 ， 对 于 则 线 坐标 完全 是 类 似 的 ， 此 外 也 限于 二 维 问题 ， 因 为 三 维 问题 绝 


大 多 数 是 类 似 的 ， 只 说 明 一 下 就 可 以 了 。 Г 
首先 讨论 MacCormack 格式 对 二 维 问题 的 推广 。 


2.5.1 MacCormack 格式 


二 维 的 线性 模型 方程 有 如 下 的 形式 
д д д 
>: +a тү + 255 = 0 
由 于 
etl ei ди Ы 1 а?и " t.. 
вс д | ət |a s; 241ағ Jæ 5 


Жр, ЈЕ, л 为 时 间 层 号 ， 由 〈C. 2.5.1) 式 知 


аа ош! 


故 


ж x 


а?и 
+e% 
Iy ja 


Е әш ә? 
дг ij ахї dr? y 


将 它们 代入 前 面 的 展 式 可 得 


+) 
и; 


=u} — аА 


2 —-‹А-+А;), Z= Fa + Aç) 


z 
этэ; (A LARA АРАЙ TAN) 


其 中 


Atul, = = 4, A; uij = Hij 
A& 一 Leat +A), A$ = 10у +А;) 


将 它们 代入 (C.2.5.2) 式 可 得 
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(С. 2. 5.1) 


(С. 2. 5. 2) 


(С. 2. 5. 3) 


(С. 2.5.4) 


ujt | амаз 十 Ai) 一 于 bt + Aç) + амд А; + LOAA А; 
+ Labat (AatA + МА, + АТА] + A; A; )}ш + Ом) 


er Pe - Д.а ratar) 
=h Lanat 一 Тал; + -уа?АгАТА; 


fı = Foara = Toara; + Taataa, Juz + OCA) (C. 2.5.5) 
引入 记号 Ы 
В fı = тамА}) тА Lanta; + таа) | 
(С. 2. 5. 6) 
їр [1 = Losas = Lana; 4: TATA] a) 
略 去 高 阶 小 量 得 
иі = L.L,ut, (С. 2.5. 7) 
或 写成 二 步 式 为 
и! = Lyu; 
Е (С. 2.5. 8) 
и = L, ut 
这 实际 上 就 是 时 间 分 型 法 ， 显 然 其 稳定 条 件 为 
| 1 1 
м < min {уду А5) (С. 2.5.9) 
这 一 方法 也 可 以 推广 到 三 维 问题 ， 其 方程 为 
ди ди ди ди 
э, ази +699 ss (С. 2. 5. 10) 
差分 格式 为 
иб” 一 了 (С. 2.5. 11) 


对 于 非 线性 问题 ， 方 程 写作 


au Af 3g h y (C. 2. 5.12) 


ðt Dr ду dz 1 
RPS к, h Hu HER W | 
и! = LL Lu (С. 2.5.13) 


其 中 
S, 一 504 + и!) ` 


= = Gn — sag PER (C. 2. 5. 14) 
ий! = win — МА Л 
对 于 %,, sZ. 有 类 似 的 公式 。 
应 该 指出 ， 对 于 非 线 性 问题 ， 一 步 写 出 和 二 步 写 出 是 不 同 的 ， 所 以 应 当 用 二 步 法 ， 计 算 
时 也 应 当 分 二 步 进 行 ， 这 时 格式 可 以 自动 生成 四 阶 耗 获 ， 从 而 抑制 无 激 波 区 的 波动 。 实 际 计 
算 表明 ， 二 维 间 题 时 分 三 步 计算 为 好 ， 即 
ы! в) Z# SZ) z) u (C. 2. 5. 15) 
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3 
др (1) RRUGA 为 时 间 步 长, 这 种 作法 的 原因 是 AA, 直接 计算 时 不 足 二 阶 精 度 。 对 
于 三 维 问题 可 处 理 为 
и = (i) |+) ит) сит) a, (C. 2.5. 16) 
大 家 知道 ， 如 果 不 加 入 工 粘 性 项 ,计算 时 会 出 现 波动 ， 特 别 是 激 波 附近 ， 添 加 的 人 工业 
性 项 应 当 具有 如 下 形式 | 


ди ‚ ӘГ, дк, ah 
дї + дх +g y; дж 
у Ах? J'u у, E Du у Аз? gu 
о агаа Н арор иеа о (С. 2. 5. 17) 
实际 计算 时 是 这 样 进行 的 : 
me RLL T, НЙ 
и = wut! — 0,7207, 一 2и" + ut] a) (C. 2. 5. 18) 
然后 以 CORE и, Ly SZ, MITEA, Дер 
~ lar, аат 
i = Ar 1 Ar EF 
Piris — 2Pi F Pi- | 
0, = 0 
Pa T 2b; + pi-1,s т (С. 2. 5. 19) 
0,0, 有 类 似 公式 
3 3g ah 
àl max| 32 'ди'ди 


MacCormack 格式 计算 方便 ,便于 进行 并 行 计算 ,目前 有 广泛 应 用 ,但 它 计 算 中 出 现 波动 ， 
稳定 条 件 严 ， 要 求 加 人工 粘性 项 。 
以 上 的 方法 可 以 推广 到 方程 级 ,4 则 为 三 个 年 阵 | 3; эр, PU | 忽 对 值 最 大 的 特征 值 ， 


2.5.2 Beam 一 Warming 格式 
这 里 直接 从 非 线 性 方程 组 出 发 讨论 B 一 W 格式 的 建立 。 


设 方程 为 - l 
i ss (C. 2. 5. 20) 
则 可 有 
КЭН НЕ УИ аЕ\“? Ë {w+1) 29 (n) 2G) fn 十 1) 
s 0102) + [а= |+[ ду +(2 ] 
3H G) 3H int11) 
+ [ z) =н J] | (С. 2.5. 21) 
引入 记号 
А= 25,8 =25,с= 29 (С. 2. 5. 22) 


M] (C.2.5.21) 式 可 以 改写 为 


U%+1 一 U” a) 十 rE а ==] 
арраву" тај". ан 
= ы |52)" Ч ЕЯ и (C. 2.5. 23) 
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其 中 АР = Е Еб, АС" = СС, АН = Н" – Н (С, 2. 5. 24) 


H. ДЕ" =| D] "шн — U") + ОСА?) AAU" + ОКМ) 
或 略 去 二 阶 小 量 可 得 
АЕ” = WAU", АС" = ВМ AH = CAU" (С. 2, 5. 25) 
代入 (С. 2.5.23) 得 
[! + | э 78 В + Ze) Jave 


ӘК" ӘС aH") 
jr oy T z Ё 


a 
或 因 式 分 解 (保持 CAA?) 误差 ) 为 


мд, ма ре МӘ у, 
ое j] +: э: А0 
a F” aG” Н" ж! 
=- a| + F | (C. 2. 5. 26) 


其 中 空间 差分 均 用 中 心 差分 格式 。 
sia sr ns те в 二 维 时 的 作法 为 
[7 EG = LAr — går 25] |! + 学: Tå 一 SAy Am 


јат раб). алаа 
= ца. 26 |+ epar 5 


А 


+ еду — 


Uu эч" __ ; 
= gA Tt r. == Ep Ay“ ay = R М (C. 2. 5. 27) 


其 中 


(2) — [Ра 2р: + н 
Ez; &,0, 0 = Ë 2р, Е se | 
Pi — 2р;+ Pii | 


ЕП? = k, 0, .0, = = 
Pil 十 2p; + Bii 


1 
е (С. 2. 5. 28) 


e = тах{0, (Ё, 一 eP) hrk, = — 


128 
EeP = max{0, Ck, — є[?)} | 
ç = 0.1 — 0.05 
这 一 人 工 粘性 项 是 由 Jamson 设计 的 ， 三 维 时 作法 类 似 ， 但 е #00) 0.6—1 之 间 。 
这 里 要 说 明 一 点 的 是 : 如 果 没 有 人 工 粘 性 项 ， 三 维 问 题 的 计算 是 无 条 件 不 稳定 的 ， 这 一 
点 的 详细 讨论 就 不 再 累 获 了 ,读者 可 自行 分 析 其 放大 因子 即 可 得 知 。 
2.5.3 系数 矩阵 分 型 方法 (B-W 显 式 格式 ) 


一 作法 与 B 篇 中 的 作法 是 一 致 的 ， 对 于 二 维 的 气体 动力 学 方程 ， 包 括 能 量 方程 ,方程 
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aU Е ас 


a Тат! ay з 
U = (р, Mr! Mys E)! 
2 T 
F= |m., pt, тт mE + °: p| 
2 т» (С. 2. 5. 29) 
G= | ‚ "шту, Жу а 27] 
„каала, 
y _ Ды lm Е 
р = (У — DPE 7 е’ Е =e 十 2 
у= + 2, 
m, = ри, т, = pu, т? = т? + т 
不 难得 到 
TE =A 的 特征 为 44 = u, и+с, и, и—с 
aG = 
э 一 8 的 特征 为 4a =v, о+ с, v, ve 
c= „|У Ё. 
2 
关于 本 方法 的 具体 作法 不 再 重复 。 


其 次 关于 时 间 分 歼 格 式 、 反 扩散 隐 式 格式 及 NND 格式 在 前 面 都 已 经 讨论 过 , 不 再 详细 讨 
论 。 
2.5.4 —#E Godunov 格式 


关于 一 维 的 Godunov 格式 在 上 一 节 中 作 了 详细 讨论 , 这 里 推广 到 二 维 问题 , 这 包括 平面 
问题 和 轴 对 称 问 题 ， 方 程 可 统一 写作 


дарт", дри", дро" _ 
ағ + дх + дг =0 


apur | д(р-„рёё)у ‚ 3puvr _ 

at А дх + ðr 08 

apor | apwr 9 + р?) _ (С. 2. 5. 30) 

3t дх ағ Е 
|, ыр, É үчү, 

ap[e+ 5), аои[е + 2+9 |+ amet £ + >| 

ш S щш ы Ce ES e u (у 


дї arz А ar 


这 里 的 网 格 点 定义 在 网 格 中 央 而 不 在 其 交叉 点 上 ， 如 图 С. 2. 38 所 示 。 
将 上 式 对 网 格 二 上 作 积分 ， 则 得 
ўз = SERU 1, — (RUY-,,] 


At rr rl ; 
_ М кууы 2 — (КУ), 4 — 4 (С. 2. 5. 31-1) 
ү, 


+. 222 ° 


š n М ; = жузү. 
Сри)" = (риу, — А + ЕУ) hi (p + ВО?) L] TE! 
А ГУ), = — (RUV ), у. = 1 
| ass | [| | 


Соу! = (y, — SL[(RUVy. у; — CRUV),-1.,] 


其 C. 2.38 


2 
-sl + КУ) 1—5 — (p+ Ву?) jl 


riL 
i]+ Hp, (C.2.5.31-3) 
r; 了 


и? + ° 1 С i u’ + х) л 
ses Цо дев il 
š zi 2 
_ М ки(Е+ 5 + ОУ -RU|E + $ 34 
Ат R A EF 
At ОРЕ {Л + 2 75-1 
Е А ®У|Е + + 2 | 1 ғу 
Е Ж p f y? + y? 75-217 1 
ку|Е+ а + || T (C. 2. 5. 31-4) 


其 中 Ру = (u — DRE; 


| 


(С. 2. 5, 32) 
R.U,V,E Ж р,и,о,е 在 nr 十 -~ > 时 间 层 上 的 值 | 


在 zx=ztt 处 产生 的 间断 生成 三 个 波 ， 其 中 之 一 是 接触 间断 ， 另 一 个 波 的 传播 速度 为 


а:+1,; 


СС. 2. 5. 33) 
Тен 


рро jy М + pia Pht fi 


R = 
Dit ag 1) + 


和 前 面 情况 相同 ， 也 有 
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p ы a 1, ¿ii Li 
н” — "оК uba у Pu [S Plaj 
2 Rai; t; 


| (C. 2. 5. 34) 
_ C+D p+ Do, 
P= у Dp F OFDD 


Н ВЫ ЕИ, УТ: 
Q) Бы» БА; 120, WW 


(2) Dhl ЮА, 均 <0,， 则 


О. фаш Р, рану Vil. =u; Rip. ei iu 
(3) Юл. 一 正 一 负 ， u'>0, MH 


Оти P. 1, = 6" у 


7° 
(4) Рё}, Ditu E= ft, и" 0, 则 


U; +j =u ° Pa 1, = p. Via l. = 0,1,5 Ri+t, j= рв 
有 了 以 上 值 ， 可 得 
Pir 

HF U, V, P, К, Е), WEE ERMA EA 77,1). 

对 于 任意 四 边 形 单元 ， 原则 上 可 作 类 似 推 广 。 

Godunov 格式 虽然 只 有 一 阶 精度 ， 但 实际 可 以 达到 二 阶 精 度 ， 这 是 因为 格式 是 从 Rie- 
mann 解 出 发 的 , 更 加 接近 于 物理 上 的 考虑 , 而 本 身 又 有 足够 的 阻尼 来 克服 强 梯 度 趋势 ， 所 以 

Godunov 格式 还 有 二 阶 修 正方 法 ,可 以 参考 Hot -一 书 , 但 是 作法 颇 为 复杂 ,这 里 不 作 介 
绍 。 近 年 来 人 们 又 发 展 了 更 新 的 方法 ， 所 以 过 去 的 比较 复杂 的 方法 将 被 淘汰 ， 在 第 六 章 中 将 
介绍 有 关 新 发 展 的 方法 供 读者 参考 。 

最 后 简单 担 一下, 边界 条 件 的 个 数 和 正确 的 提 法 尽管 已 经 有 了 〈 见 前 二 篇 的 讨论 ), 实际 
计算 中 边界 条 件 的 处 理 仍 然 是 比较 麻烦 的 ， 读 者 可 以 参考 有 关 文 献 ， 比 如 Abbett 的 论文 等 。 

以 下 的 例子 分 别 展示 了 以 上 介绍 的 一 些 方法 在 使 用 中 得 到 的 结果 。 

侯 天 相等 对 各 种 形状 的 钝 头 体 在 超声 速 来 流 时 的 流动 图 案 进行 计算 ， 采 用 MacCormack 
方法 ,图 C.2.39 显示 了 长 四 形体 的 激 波 位 置 和 物 面 压 力 分 布 。 . 

张 涵 信 采用 NND 法 得 到 的 结果 在 图 C. 2. 40 和 图 C. 2. 41 中 显示 。 
用 Godunov 格式 计算 轴 对 称 物体 绕 流 时 所 得 的 结果 在 图 C. 2, 42 PER. 
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Ei, 


40.0 


20.0 


м<1 
a — — < L gme 
= ` & 1624 32404856 64 72 80 88 96 
Е) 
KEE і і ве 与 音速 线 КМ ЕЕ 4: # Җ 
‹М..=6,а-=0°) А (M. = 6,а= 0°) 
[| С. 2.39 


М AD 
AAN 


Ti! 
ан иии ШИШИЙ 
га Ишни INNU И 
Zl 


三 维 计算 外 形 及 其 网 格 


[Н C.2.40 

在 有 关 的 杂志 和 书籍 中 还 有 大 量 的 例子 说 明 上 述 方 法 的 有 效 性 ， 但 每 一 种 方法 又 都 有 自 
己 的 局 限 性 ， 主 要 表现 在 计算 出 现 振 荡 ， 需 要 加 入 工 粘 性 项 及 有 一 定 的 经 验 性 ， 因 此 寻求 更 
稳定 和 更 有 效 的 格式 仍然 是 需要 的 。 

需要 说 明 的 是 本 章 的 许多 计算 格式 也 可 以 推广 到 可 压缩 粘性 流体 流动 的 计算 ， 同 时 在 下 
一 章 中 将 介绍 的 方法 ， 邵 通 量 分 裂 方 法 、 推 进 近 代 方 法 也 可 以 应 用 于 可 压缩 无 粘 流 ， 所 以 有 
关 的 一 些 方法 留待 下 一 章 详细 讨论 。 f 

这 里 介绍 的 方法 都 是 适用 于 不 定常 流动 的 ， 所 以 关于 运动 激 波 的 计算 也 是 适用 的 。 
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Ü 
0 0.5 1.0 1.5 20 2.5 3.9 3.5 了 


Euler 方程 .NS 方程 解 的 比较 = 
ork М=10.а=0 Euier 方程 解 吕 的 三 维 流 的 等 密度 线 


"Р М=10,а= —5°, NND 格式 
3 C.2.41 | 


xD 


—0 1 0 01 02 0.3 0.4 
27р 


图 С. 2. 42 
小 结 


本 章 首先 讨论 了 弱 非 线性 (包括 线性 ) 流 场 的 计算 , 其 中 绝 大 部 分 方法 是 比较 经 典 的 , Ж 
声速 流 的 计算 中 所 采用 的 类 型 相关 格式 ， 其 指导 思想 是 很 有 启发 性 的 。 
然后 本 章 比 较 详细 地 讨论 了 Burger 方程 的 求解 ， 从 而 引入 了 间断 的 概念 、 炉 条 件 ， 并 以 
它 为 模型 方程 ， 讨 论 了 激 波 捕捉 的 计算 方法 ， 比 较 了 各 种 方法 的 优 缺 点 以 及 寻求 正确 方法 的 
Же. 
本 章 还 比较 详细 地 讨论 了 Riemann 问题 的 求解 以 及 Godunov 格式 , 它 是 当前 许多 新 方法 
的 出 发 点 ， 了 解 这 些 内 容 对 于 我 们 以 后 接受 更 新 的 方法 有 指导 意义 。 
最 后 将 以 上 各 种 方法 推广 到 多 维 问题 中 去 ， 用 来 解决 实际 问题 ， 实 例 表 示 以 上 各 种 方法 
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都 是 有 效 的 。 
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1. 试 计算 下 列 流 场 (图 C. 2. 43)。 
| „227. 


were ry rr 
—— 
a=1.5 б=1 L=3 H=1.5 Н.Е l=l.5 
(a) Фф) 
图 C.2.43 


2. 试 导出 轴 对 称 傅 况 下 以 流 函 数 为 求解 变量 的 基本 方程 , 生 用 洁 限 元 方法 求解 在 管内 流 . 
体 对 圆 球 的 绕 流 ， 如 球 换 成 一 纺锤 形 的 回转 体 ， 试 作 同一 计算 LE C. 2. 44)。 


0= 0. 2а 


图 С. 2.44 


3. 用 ае Vries ТЯ H in AR ЖЕЛЕ АЛЧА ИЛЗ ЕЕ f F 03 05. Wak BE JE 
分 布 和 上 讨 力 分 布 ， 并 与 精确 解 比较 OLE С. 2.45), 
4. 试用 小 扰动 理论 计算 由 侨 可 夫 斯 基 


变换 后 得 到 的 薄 辟 的 绕 流 问题 。 
(1) ó=0.05, ^=—=0, а=1, M.=0 (U 
=1); M..=0.2, 0.5, 0.8, 0.9; МЕА Tag 


(2) 9=0.1, h=0, a=1, М„=0 U= 
1); М„=0:2, 0.5, 0.8, 0.9; 

(8) 6=0.05, h=0.05, а=1, Ma=0 
(U=1); M.=0.2, 0.5, 0.8, 0.9, 

5. Н) ВЗ H =] ЖИЛЕ 482), Н а=1, 0—0. 05, h=0.05, п} + Б 25 
T=], ЖА, KALEH 8°, U=1, HABAR TEHA AD. MIN EF 245 E ЕЕ 
分 布 。 另 用 小 扰动 理论 计算 М„=0, 0.2, 0.5, 0.8 时 的 流 场 〈 参 看 图 C.2.46)。 

6. 试用 有 限 元 法 求解 圆柱 振荡 时 的 绕 流 情况 并 与 精确 解 比较 ( 见 图 C.2.47)。 

7. 利用 奇 点 法 (有限 基本 解法 ) 求解 题 3 中 的 机 要 线 流 问题 , 求 出 表面 的 速度 及 压力 系 
Ж. 与 精确 解 比较 。 且 将 来 流 改 为 M., 二 0.2，0.4， 作 同样 的 计算 ， 与 钱学森 -卡门 公式 结果 


作 比 较 。 
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a=1 6=0.05 һ=0.2 


图 C.2.45 


уо) = sinaoz 


e>. 
L 
U1 22222 
етт 
° О=1,4=1 ĝ=0.2 
8 = 
А t= 107 
图 С. 2.26 8 С. 2. 47 


8. 利用 Murman-Cole 方法 ， 但 是 采用 z, у 方向 均 为 不 均匀 网 格 时 的 类 型 相关 格式 。 用 
上 述 方 法 求解 对 称 圆 弧 翼 型 hh (z) =r (1—07) # M. =0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9 RA 
角 分 别 为 0"，5"，8° 时 的 流 场 以 及 表面 的 压力 系数 ,其 中 t=0. 06。 


9. 试 给 出 初 值 为 
u r0 
u= Faustu ) 2=0 (u >u,™>0) 
H, >> 0 
时 方程 
Ju ди д?и 
э: чан vox 


的 精确 解 ， 以 及 v 一 0 时 的 极限 情况 。 

10. 在 上 题 中 设 w =3, и. =1, WH: (1) 迎风 格式 (2) Lax 格式 ，(3) MacCormack 
格式 ，(4) Beam-Warming 显 式 和 隐 式 格式 , (5) NND 格式 , (6) Rusanov 格式 (1. 1) Ж 
解 上 一 题 的 方程 。 对 于 有 些 格式 w>0 Ж {РИНЕ ААЛУ АРА: 1, 县 二 者 同 号 ; u,<0 
KAJAL 之 1Afi4|。 


11. 已 知 方程 
ди д дъ 
ЕТИШ А A 
>0, 8>0) 
av рди 
2 : 3t dag Jr 
试 证 明 Godunov 式 为 
_ АА ХАВ 
и = 一 АС АЫ (и — 205 + и; |) 
otti =" + 8 0а. 248 ы, 一 2% + їй) 
12. 设 方程 为 
) 
=o 
A 
plv) = в“ — w) + р, 
0 
则 差分 格式 为 


” 229 + 


ati = us Вр р) 
ut = рн + HEU — 031) 


其 中 


uja tuj _ baa фу 

2 2 /A/B 

13. 试用 Godunov 格式 和 NND 格式 计算 以 《C,2. 3. 65) 式 为 初始 条 件 的 一 维 不 定常 起 始 
条 件 ， 求 解 域 为 一 os<z< оо, М/Ах< 0.66, 0.5, 计算 60 个 时 间 步 长 后 的 速度 分 布 ， 
并 且 与 气体 力学 的 精确 解 作 比 较 。 

14. 试用 线性 化 的 方法 证 明 二 维 情况 下 ，(C. 2. 5. 25) 式 是 无 条 件 稳 定 的 , H IG|= 1, 试 
建立 三 维 时 矩阵 i : : 


Unt = 


aF _ ac n ӘН. 
sU ^' 078 90 


的 表达 式 及 T-!,，1，S-!, S$，R-!，R， 其 中 这 些 量 满足 
A=S 4,8, B= ТАТ, C= RAR 
的 表达 式 (这 里 指 的 是 三 维 无 粘性 气体 动力 学 方程 )。 
15. 浅水 波 方程 为 : 
лз 3h диһ vh 


C 


ЕП дх ду 0 
ди ди ди дА 
э: Т“ эх 3y L Ez ° 


ди дъ до ah _ 
a “әт “зу T£ yy l 


试 导出 5, АҢ Godunov 格式 (利用 Riemann 方法 ) 解 的 方法 。 
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第 3 章 E=. 粘性 流体 流动 的 数值 计算 


上 一 章 着 重 讨论 了 无 粘性 流体 流动 的 数值 计算 ， 其 中 不 少 方法 可 以 推广 到 可 正 缩 粘性 流 
体 流动 的 数值 计算 中 去 。 不 可 压缩 流体 流动 的 数值 计算 有 其 特殊 性 ， 本 间 内 容 的 一 个 重要 方 
面 就 是 讨论 这 种 数值 计算 方法 。 

为 了 求解 具体 问题 ,被 求解 的 N-S 方程 首先 应 当 在 曲线 坐标 中 与 出 来 。 本 篇 第 1 章 已 经 
介绍 了 一 般 方程 在 曲线 坐标 下 的 表达 方式 ,N-S 方程 的 具体 丈 式 将 附 在 本 部 末 供 读者 参考 ,其 
体 的 推导 过 程 请 读者 作为 练习 自行 完成 。 


3.1 可 压缩 粘性 流体 流动 数值 计算 的 
MacCormack 显 式 格式 


MacCormack 档 式 已 经 为 人 们 所 熟悉 ,这 里 将 该 方法 进一步 推广 到 有 粘性 项 的 方程 中 。 首 
先 讨论 下 述 方 程 的 求解 : 


ди ди ` J'u 


эт L asr "Izay (C.3. 1.1) 
类 似 于 以 前 的 作法 有 
,ah rE т | ди z 
ш"?! = и" + |55 3l S| + (C.3.1.2) 
这 里 为 书写 方便 略 去 了 个 标 。 由 于 
ди ди д?н ў д а? 
a т А 0 Е [S03 кузун 
Iu _д[ди\ _ а 92 1 
98 21| ar -| аз +525) * 
А СС. 3.1.2) 式 吉 得 
р ©oa a? | | Ami „әд? а* , at 
Кд ш” + &:| РГУ ВЕ 2 Е 23 аут ту, 十 узу Ë 
+ Осле) | 
„ык L д а? 
= + zli + 24| а 2. Wa 
+ А? a? 2 — Фа» ЖҮ Је + 00м?) 
д? дла у ая 
引用 本 书 前 面 用 过 的 А, А; 等 的 记号 ， 上 式 可 改写 为 
ч Te t hi t 2М[— ФА? + ar) + 25 + А] 
+ Aaa A; + A? А; АУА — Zarat А; ДУ] he" 
+ OP, AtA? AAAY’) 
‚231. 


略 去 小 量 (截断 误差 项 ) ， 再 作 因 子 分 解 ， 可 得 
и" 一 T + 501 — МА, (а 一 ) 


改写 为 多 步 形式 则 为 
и"! = [1 — Дд; (¿ 
z" = [1 мді Ce 
ut! = іс +m 
或 进一步 改写 为 | 
и"! = ц" 一 А 
и" 一 "tt 2А 
и") = тш 


Hp F = au 一 т ‚ ЖЕ ЛЕЛЕ ЭЕ» 
为 了 得 到 稳定 条 件 ， 只 需 分 析 每 一 步 的 稳 
件 为 


Ar < 

lal 

Ас 

对 于 方程 | 
ди ди ðu | A'u 
a Tin a 

可 直接 用 上 面 的 方法 ， 即 

' ди__ди_,„ди_ А 

ж “әх "ду “9 


代入 关于 时 间 的 台 劳 展 式 ， 用 与 前 类 似 的 方法 可 


м"! = и" — ACA F” 


F hay 项 用 中 心 关 人 


СФ 项 用 中 心 差生 ` 


wl = иті AAt 


F pZ 项 用 中 心 差分 


a ` 
G 中 之 项 用 中 心 差分 
У 
иі = +G" + tD 
其 中 F=autes 
G= bu + eŠ 
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(C. 3.1.3) 


(С. 3.1. 4) 


(С. 3.1.5) 


此 得 到 的 稳定 条 


(С. 3.1. 6) 


(C.3.1.7) 


(C.3. 1. 8) 


(С. 3. 1. 9) 


这 一 过 程 可 直接 推广 到 三 维 问题 中 。 
A -个 简单 的 方法 是 采用 时 间 分 裂 ， 如 〈C. 3.1.7) 式 可 简写 为 
ди ЗЕ дб _ (С. 3.1.10) 


кий ЕУ Е, BH 


ди ӨЕ _ 0 

+ az ` 

Р Š (С. 3.1.11) 
ан Әб _ | 

at ау ` 


每 一 步 都 可 用 MacCormack 格式 。 对 于 三 维 问 题 则 分 解 为 3 个 方程 , 分 别 用 MacCormack 格 
式 计 算 ， 
时 间 分 像 后 若 采用 MacCormack 格式 ， 则 稳定 条 件 为 


РР а 1 | 
Esmin lal с 4 ' bl, e d (С. 3.1.12) 
Аг ТА Aray Алу Ay OAA | 
以 上 计算 也 可 以 推广 到 三 维 。 一 般 地 方程 为 
aU ү AlFe + Ру) ае + Ру) | ЯСНЕ Ho) 


дх ду Iz 
Н) 0 55 


= К (С. 3.1.13) 


U" = U" — мА, (Fe + Ку) + А; (бе + бу) + AT He + ну] + £ 


| 
UTT = UHT — [AF (F, + Р) + Ау (G; + бу) + А; Qe + Ну]! + ~ | 


р"! <= +U" + Ту 


(C.3. 1.14) 
其 中 在 A; АТВ Ж А!, Tiy УШШ А, A ЖАТ ЕАГИ ЛЕШ А,, Шә, Z. 
则 仍 用 As，As， 其 它 方向 依 此 类 推 。 


稳定 条 件 为 
1 
< = ——— (C.3.1. 15) 
lalan | [Agha | ТАТЫ ү Sas uras 
Ат + Ay + Az PAA Ar; Ay; 
其 中 А, В, (75 Mr 的 意义 见 本 章 末 的 附录 。 
在 可 下 缩 流体 流动 问题 中 


ТАА |х = тах { |u], |а + |, [а — |} < [а | + le | 
lås |ы = тах (о, |ә + |, о — ceh < el + iel (C.3.1.16) 
[Ac |max = тах { |w], lw + el, lw — cel} < lwl [cl 


如 采用 时 间 分 裂 的 差分 格式 ， 则 要 求解 下 面 3 个 方程 
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wasan mv 


IU ӘРЕ) 1 


ЕТ д2 =зК^ 
201 ә(С:+6) 1 Ж А 
> S акр (C.3.1.17) 
аиа. Ну) 1 
Прагна алу 
具体 的 差分 方程 如 下 
0% = U* — МА (Ре + Еу)” + ЕК" 
0 = U* МАКЕ + Fe) + ir 
07 = latu) 
й = WT мА (G; + бу + | 
"=й — мА} (Gu + С) + " R. | (С. 3.1.18) 
=== то"! +) 
а = — МА, (H, + HOT + т 
да 5 1 ê 
н = и — AtA.* (He + Ну) + К 
Е, +G" +“) 
稳定 条 件 为 
3 | Ам Рае . 
At < mind sl | s мл (С. 3, 1. 19) 
к i + 之 A= Az | 
| ә а ПОЕ А 
关于 FG. H, #1, э зэ. 的 处 理 方法 同 前 面 讨论 的 一 样 。 上 述 方程 可 写作 
| LADLAD LAD 
在 实际 计算 中 更 多 采用 


2 2 
时 间 分 裂 法 比较 简单 , 且 便 于 并 行 计算 , 因而 得 到 广泛 应 用 。1969 年 MacCormack 最 早 
将 上 述 方法 应 用 于 激 波 与 边界 层 干 扰 的 计算 ， 取得 了 极 大 的 成 功 ， 这 一 方法 在 后 来 得 到 了 多 
方面 的 应 用 。 
激 波 边 界 层 干扰 的 物理 图 象 如 图 C. 3. 1 所 示 。 
求解 时 区 域内 网 格 划 分 如 图 C. З. 2 所 示 ， 这 里 采用 直角 坐标 。 
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| 3) ы Fh 401.) F ГА >] 


入 射 激 波 P 


Wk uk 


( 


分 离 点 HNS 


Ë C.3.1 


u=u p5p PTP 


粗 网 


B С.з.2 


出 边界 层 理论 可 知 , ИП m EE 0, 而 在 边界 层 内 至 少 应 当 有 10 个 以 上 . 
Ке, 


к, ВОК Aayi. 设 上 =30 cm, R,—=10°, M..=2, Wl 
7 L 
Ay ~ — — — 7 X 10.1, = 0. 002 cm 
10 Ме, 
在 边界 层 外 网 格 可 以 变 粗 , 并 在 足够 远 处 网 格 变 得 均匀 。 这 里 y 与 了 之 问 有 一 个 变换 关系 。 也 
可 以 把 区 域 分 成 边界 层 内 和 外 两 个 区 ， 二 者 用 不 同 的 等 距 网 格 。 粗 网 格 内 用 
ре л 


“еН ЕЕ 
这 里 m 的 选用 出 稳定 条 件 确 定 。 
在 求解 细 和 粗 网 格 区 时 各 在 区 间 外 侧 取 一 虚设 的 网 格 。 在 细 网 格 区 做 完 - - 步 后 ， 再 存 粗 
网 格 区 做 一 时 间 步 。 在 粗细 网 格 内 每 计算 一 次 时 间 层 都 要 把 虚 网 格 元 上 的 参数 计算 出 来 ， 它 
由 外 推 计算 得 到 或 由 特征 相 容 条 件 得 到 。 由 于 这 些 地 方 粘性 不 大 ， 可 以 近似 看 作 无 粘性 区 来 
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而 细 网 格 内 则 用 


计算 。 细 网 格 区 计算 -- 步 后 ， 交 接 面 上 的 值 作为 粗 网 格 的 边界 值 。 由 于 细 网 格 计算 一 时 间 步 
要 计算 闫 次 ， 故 将 这 闫 次 的 平均 值 作为 粗 网 格 的 边界 值 。 
在 有 激 波 时 计算 可 能 出 现 振 葛 ， 所 以 还 要 加 人 工 烙 性 项 ， 而 且 两 个 方向 上 都 要 加 。 
边界 条 件 给 法 如 下 : 
Е 


е v? 
w= (.+ 5), Pos Мы, Ua == 0 


激 波 后 边 的 上 边界 条 件 由 激 波 角 8 可 以 确定 全 部 流动 参数 ， 
下 游 条 件 


= = ç = 0, 22 o, т. RET 已 知 。 
利用 以 上 边界 条 件 , 粗 网 格 为 32X16, 细 网 格 为 32X16, 计算 进行 128 步 。 在 CDC7600 
计算 机 上 计算 时 间 为 9. 8 分 。 ' 


在 М.=2,Т..=293 К, Ке, =0. 284 10°, 8 一 31. 3471° 时 ,计算 结果 表明 流动 没有 分 高; 


Œ M..=2,T..=293 K, Ке = 0. 296X 105, @-=32. 5850° 时 流动 开始 分 离 ,计算 结果 见 图 C. 3. 3 
(未 分 离 流 动 计算 与 实验 结果 的 比较 ) 及 图 C. 3.4 (分 离 流 动 计算 和 实验 结果 的 比较 )。 


o HAKKINEN 实验 (1959) 
° HAKKINEN 实验 (1959)' 计算 Ar=rsa/16 


— 计算 [> ---- HPE Az= =s /32 


p/p-< 

° гог 

сл © «л 
Pip- 

p8 T 

Om c 

л 

о 

= 

чы 


2 
了 ATsHR 


(a) 表面 压力 


T зик 


(а) 表面 压力 


сг/10* 


r zs 


аша O 壁面 摩擦 系数 
(5) ЕНЕ (回流 区 内 未 侧 出 Cy) 
图 C.3.3 图 C.3.4 
当 计 算 比 较 复 杂 流 场 时 用 直角 坐标 不 方便 ， tl 于 是 方程 可 改写 为 
aU’ aF JAR ы : 
ETA +£ +6. 十 -35 ^К (C.3. 1. 20) 


然后 再 采用 上 面 的 方法 。 当然 也 可 以 采用 单元 积分 的 方法 ， ET ash 又 简称 
为 有 限 体积 法 。 
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若 曲 线 坐 标 网 格 已 经 形成 ， 如 图 C. 3. 5 所 示 
《其 中 的 … 个 网 格 及 其 标号 )。 这 里 标号 记 在 网 格 
Hos PELA je 的 单元 面积 为 


1 1 1 
ЕРЕ! 
Va Sy | 28 Ti Tjara 
Via Уу. Уунан 
l 1 1 
1 
+ Жук Tt Fj k+l 


Yj Vit Уа 


(С. 3. 1. 21) 


C.3.5 
图 C. 3.5 中 世 分 别 是 所 在 边 的 法 向 。 若 设 
L = Li, + Lhi, (C.3. 1. 22) 
L 的 大 小 如 表 C. 3. 1 所 示 。 
表 C.3.1 
L. L, 

List Ijik Уна — (жуа Til ya) 

Li-4 Уры Ур» — (к,ан Жы) 

Lisl "т? Суна Уз) урра дА) 

Га — (узна ур) TEN 0, 


KINE 


Шы = f Udv 
VE 


V jk 
Vj 为 包围 j ,点 的 网 格 单元 的 面积 。 于 是 有 


(C. 3. 1. 23) 


IU ja _ 1 [ 2: "рУ si Р 
эт Va т. dL, p = Fi, + G i, (C.3.1. 24) 


写 出 其 二 步 格式 为 
Ua = 05, 一 = [раа • L,,1) — (р; ° 
ik 


+ С Pje’ Litl) — C Piat L,_1)] 


=== At 
UR = О — V L Р * Lii) — C Piia 


+ ( Р! . L,,1) — (ра * 14-1)] 


о = + €, +07) 


1,1) 


0—3 


14) (С. 3. 1. 25) 
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ТЕД ЖАП A ЙИТИ И ЭЕ ЕН RIK ЗЕК, 

[1] {8 ўї 3 ñq Wa nhi El ИШ С. 3. 6 所 示 。 由 于 气流 在 流向 介 角 时 压力 不 断 上 升 , 壁面 的 边 
界 层 不 断 变 厚 ， 而 且 由 于 逆 压 梯度 的 作用 而 产生 分 离 流 动 。 在 棉 面 上 又 再 附 壁 ， 在 外 流 的 作 
用 下 再 附 壁 点 以 后 的 一 段 边界 层 变 薄 ， 形 成 所 谓 鹅 脖 段 ， 以 后 又 不 断 变 厚 向 下 游 流 去 。 由 于 
回流 区 的 存在 ， 直 接 解 N-S 方程 是 比较 合适 的 。 图 C. 3. 7 表示 了 求解 域 的 简 图 。 


ал 


AR R Шеке Sh f 


图 C.3.6 


求解 域 及 其 边界 


图 C.3.7 
来 流 M-o, Tos и=и-, т=0 


计算 的 边界 条 件 和 前 面相 同 ， 壁 面 上 的 压力 条 件 仍 可 近似 认为 


api _ 
дп б. 


另外 壁面 的 温度 已 知 或 3 二 已 知 。 有 时 计算 中 希望 用 密度 p， 则 由 
| — Р 
а. 


来 得 到 。 
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用 上 述 条 件 和 有 限 体 积 的 MacCormack 格式 可 以 对 下 面 两 个 例子 进行 计算 : 
(1) М..=3, T. = 216.5 K, Re.=1.68X101, а=10°, L=61 mm, 
工 方向 等 距 网 格 86 个 , у Jr 28 个 网 格 ， 其 中 细 网 格 15 个 , 粗 网 格 13 个 , 粗 网 区 看 作 


(2) M..—14.1, Т..=130 К, L=440 mm, Ае = 1.04X10;， 壁 面 绝 热 温度 == 工 ,十 
二 Pr =4530 K， 辟 而 冷却 温度 为 0. 118K 壁面 绝热 温度 ，Pr==0. 72, a 二 18"。 
RMK: z/L= 一 0.769 一 1.8587， 细 网 格 的 总 高 度 一 29. 4 mm ， 求 解 域 的 总 高 度 一 84.4 


mm, 
х 方向 取 90 点 ， y ЭН 84% 50 个 点 ， 粗 网 格 10 个 点 。 Az—1.17X10 58, 细 网 格 计算 
m 次 为 10 次 ,计算 200 个 时 间 步 长 可 达 定 常 。 

在 CDC7600 机 上 计算 , 第 1 例 需 时 12 分 钟 :第 2 例 为 32 分 钟 .需要 说 明 的 是 , MacCro- 
mack 显 式 格式 是 成 功 的 ， 并 获得 广泛 应 用 ; 其 后 提出 的 隐 式 格式 , 计算 表明 效果 并 不 佳 , 限 
于 篇 旺 ， 这 里 不 作 更 细致 的 介绍 。 | 

计算 结果 如 图 C. 3. 8 EC 3. 15 所 示 。 其 中 图 C. 3. 8 一 10 表示 壁面 压力 和 摩擦 系数 , HIE 
缩 角 分 别 为 10*，15* 和 18°. 


L2 
1.0 | 
—— MacCormack 
| ———CARTER(2156 网 格 点 ) 
19 

БЗ! F 
Ja oF = 
| 3 

0.4 f “| 

AN —— MacCormack | 
к 一 一 一 2156 网 格 点 】CARTER 中 
一 :一 5544 网 格 点 | (1972) 


“ч 06 08 1.0 12 14 16 L8- е 0.6 08 10 12 14 LG 1.8 
Zemni L tymi k 
(a) ENEH | (Фф) ЕШИКЕ К 
图 с.з.в | 


М_..= 3.0 Ке 1. 68 Х10* а=10* 


图 C. 3.11 表示 了 前 缘 激 波 和 诱导 激 波 交 点 下 游 3 个 位 置 上 的 压力 分 布 ， 

E C. 3.12 表示 了 跨越 附 面 屋 和 滑 流 层 的 速度 、 温 度 和 密度 分 布 。 

图 C. 3. 13 ERRERA (а=24°) 壁面 的 压力 和 摩擦 系数 。 

图 C. 3.14 表示 了 压缩 角 为 18"，18"，24* 情 况 下 等 讨 线 的 分 布 。 

图 C. 3.15 则 表示 了 在 压缩 角 a= 18* 情 况 下 跨越 附 面 层 的 压力 和 速度 u 的 变化 。 
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Crilos 


100 


10 ° 0 olay у ы ттт ЕЕ 
è è 
~ ` =e 
© 5 жы 14.1 | 
RS OL To „=1.04 10 
i a=15° L: т 
ТР осоо | == 
° MacCormack 
_ 来 流 | 一 MacCormack [Zñ | о Holden(1969) 
© Holden (1969) | 
0.1 
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.5 1.8 2.0 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
j Tuni L | Tr. L 
(a) 表面 压力 (6) 表面 压力 
图 С.3.9 
0.8 
0.7 а=18° 
0.6 —— MacComack 
: © Holden (1969) 
0.5r 
а=15° 
0.4 —— МасСогтаск 
о. зі © Holden {1969} 
也 
0.2 < 0.3 
i 9 
0.1 * 
018 
= 0.11 і L L k nF ...... ss i 1 2. L... 1 
0.40.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 "a 60,8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
хай, ГЭУ? 
OREAREN O 壁面 摩擦 系数 
沿 着 压缩 角 (a==16*) 壁 闸 的 庄 力 和 摩擦 系数 沿 着 压缩 角 (a 一 15") 璧 面 的 压力 和 摩擦 系数 
g C.3.10 
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М. = 4.1 
合成 激 波 e52 


1.0 


AA' :riL =1. 38043 0.8 


d = j 
ад сс RRAN BB' z/L=1, 46739 
сосы CC': z/L=1.61857 


0.6 
= 
+, 
0.4 
0.2 
0 — 
J 24 6 8 10 12 14 
120 
T/T_m p/p 
Р/Ё-= 
—0.2 0 0.20.40.65 0.81.0 
ији 
图 C.3.11 图 C.3.12 
1.4 
1.2 
a=24° 
100 1.0 MacCormack 
5 0.8 ° Holden(1969) 
фана > 0.6 
10 ~ 
s Ж 
. е 0.4 
5 Ке, = 1. 04X10 
x a=24° 0.2 
Е; 一 一 MacCormack 
о Holden(1963) 0 
s 分 离 
R ЕЮ | 
=й L L += — 0. 4 
040.5 08 10 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 0406 08 10 1.2 1.4 1.6 1.8 
луѓ, ra nf L. 
(а) 表面 压力 (0) 壁面 摩擦 系数 
图 C.3.13 


° 241 = 


M. =14. i 
Rey ==1. 04 X 10° 


иши ж 
ахх. 0, 96739 
b: 201. 0.94965 
c: z£L==0, 92391 
M_.=14.1 
` as=18° 
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М-ш=14.1 D8 
a=18° = 

入 /: 细 网 高 度 m 
a:ri L= 0, 96739 


Ж 0б b: z/L=0. 94565 
^ ¿1 f1,=0. 92391 

0,4 

0.2 

9 

15 ZO 25 3.0 35 4045 O 02 064 06 08 1.0 
fip- н | ии 
(a) 跨越 ЧИЕН (0) RIR КАЛЕН u 的 分 布 
图 C.3.35 | 
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3.2 可 压缩 粘性 流体 流动 数值 计算 的 
Beam-Warming 隐 式 格式 


Beam-Warming 的 格式 已 经 为 大 家 所 熟悉 ， 在 上 一 章 关 于 Euer 方程 的 求解 中 已 经 讨论 
过 了 。 对 于 有 粘性 的 情况 可 以 将 它 推 广 ， 下 面 就 详细 讨论 这 个 问题 。 
由 于 可 压缩 粘性 流体 运动 方程 的 散 度 形式 与 无 粘性 可 压缩 流动 的 方程 相同 ， рыу 
aU 2E aG Ән 


АЕ аста, (С. 3.2.1) 
y 之 
所 以 基本 的 作法 是 相间 的 。 EMARE ETES 
3U! ФЕ ән | 
57 +++ =o (C. 3, 2.2) 
为 简单 起 郧 ， 这 里 只 讨论 二 维 问 题 ， 另 外 将 符号 一 撤 省 略 ， 于 是 方程 可 简写 为 
aU ЗЕ Әс̧ 
Зр 2E Toy 0 А БА 
其 中 有 
F = Fy + Fy = AU + MaU, + М, 
| (С. 3. 2. 4) 
G = G, = G, = BU + Мае + МЫ, 
这 里 M; ЫЕ ИД эж. 
se 010° 490 
Е М (5), ' г ОСА?) 
f (C.3.2. 5) 
_ 1 aU |" аи "+1 
= |5; +{®; ]+ ow 
将 (C.3.2.3) RA (C.3.2.5) 式 可 得 
| Aija Fy" әС\" 3 五 1 "+1 aG | 
pr 人 cu asa оу 2 
и 098) tla К (ж tla, Hoa 
(C. 3. 2. 6) 
и! F"1i S. F" — АР", ЄС"! — б" = АС" 
计 及 台 劳 公式 有 
кзз ӨЕ. LL Е, 
АЕ" = Ал +50, Ай: +7 907240" 
= АМ" + М.А + МАУ; A 
(C. 3. 2.7) 


= ВМ" + Ma AU: + ММ 
将 它们 代入 〈C, 3. 2.6) 式 得 
и = А98)" + [28]. ааа мама, 
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32 СА 2 А 2 ` 
+ | B + Ma эк + Мо э] ) a + OCA) «С. 3.2. 8) 


上 式 可 进一步 改写 为 
ә әз ма ә а ' 
fr +Z А + Mr ож +м„?-|+ 9218 + Ma ук Моз) AU 


=-м[|% 2)" (5 + осму (С. 3.2.9) 
或 因 式 分 解 为 〈 略 去 高 阶 小 量 ) 
3 


ООНА Л bla 


=- м5) + (59 引 ] | | (C. 3. 2. 10) 


以 上 方法 的 缺点 是 其 中 包含 交错 导数 运算 ， 很 不 方便 ， 所 以 另 一 个 方法 是 将 〈C. 3. 2. 9) 
式 改 写 为 


Амет + 2 agl B + Мә уу] ar 
= ajia $ Е9 -学 Z| Mn A м^ – žl Ma 2) AU" + ОСМ) 
(C. 3. 2.11) 
由 于 AU" = AU"- > = АШ! + ОСМ). 
代入 (C, 3,2.11) Жл 
а азам, ba 


эк де op ӘЛ ы Аар Ж ae 
А5) + (37 з! ]- меу) 0 + эү Ме зе} AU": + OCA) 
(C.3. 2.12) 


进一步 因 式 分 解 再 略 去 高 阶 小 量 可 得 


а меавад) 
УЯЛ ре ао неда 
一 HA: (С.3.2.13) 


于 是 得 Beam-Warming 格式 
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(C. 3. 2.14) 


Ur — U* + AU" 


RHE, А, B, Mrs Му, Мо, Moz 痢 已 分 别 在 〈 附 一 29)《 附 一 52 一 54) 中 如 以 说 
明 。 对 于 曲线 坐标 ， 则 都 需 作 坐标 变换 。4, 应 变 为 4，B， 由 ( 附 一 46) 式 给 出 计算 方法 ; 
Mr 等 应 分 别 改 为 Mr 等 ， 其 计算 方法 见 ( 附 一 56) 式 。 

(C.3. 2.14) 式 用 中 心 差分 方法 离散 化 ， 第 1 步 写 为 


AU;, + SHAUL — ААА а) 


А 
м1 


AL — AU ja АПР, 一 рез 
2 АЁ Аё 


| ми, 1 一 Ми 1 


Кы Аё у-га 
= нз, | U (C.3.2.15) 
或 整理 后 可 得 
ERAU aa + Б + ЕЎ ‚М7, # = Нн, “М (C. 3. 2. 16) 
其 中 


“=. 
Е". = -2E Mu, Lj 


Мм n 
gagi + 2AE? 1-1. 


Et, =1 一 ЖЕМ, (C.3.2.17) 


ЕЁ, = ZA +1, * + А Му, 

这 是 一 个 沿 ?一 常数 (ра) 的 坐标 线 上 的 3 个 对 角 块 块 阵 ,， 求解 比较 方便 。 对 于 
二 维 问题 , 五 是 4X4 的 方程 ,AU 六 是 4 元 素 列 向 量 。 对 于 《〈C. 3. 2. 14) 式 的 第 2 式 也 可 以 得 
到 类 做 的 方程 : 


| EŠ, AU + ЁЁ, МЛ, + ЕЎ, М = АШ], (С.3.2. 18) 
其 中 
人 Ar р 
ЕЎ 一 一 — 4A7 B? a- 1 + эд My 
ЕЁ,= 1 — МЫ, | (C. 3. 2. 19) 


Eh В м + BA ы Мз з 


同样 这 是 一 个 沿 一 常数 CBD ;一 常数 ) 的 坐标 线 上 的 3 个 对 角 块 块 阵 。 

下 面 的 问题 是 边界 条 件 。 设 下 面 讨 论 的 仍 是 上 一 节 中 如 图 C. 3.2 或 图 C. 3. 7 所 示 的 求解 ` 

对 于 进口 或 上 边界 , 给 定 U (Ë , WEE AU 是 已 知 的 。 如 果 给 出 的 条 件 是 定常 的 , W| AU" 

一 0， 设 进口 为 j=1, M | 
‚ 245, 


AUT = 0 : (C. 3. 2. 20) 


上 边界 k=K, W МЛк=0 (C. 3. 2. 21) 
出 口 处 ， 一 般 认 为 守恒 变量 沿 7707275, Bi | 
Uzia = Uzas Шул, = Us (C. 3. 2. 22) 
两 式 相 减 得 
АЛ = АШ), (C. 3. 2. 23) 
壁面 上 и=10— 0) 
在 其 上 设 k==1， 则 有 
= (рр, 0, 0, (ЮЕ, (C. 3. 2. 24) 
或 由 此 得 到 | 


МАЛ = {Ap 0, 0, AEn) : (C; 3. 2. 25) 
因为 由 〈 附 一 6) 式 得 | 
АрЕ, =E,Ap + pAE, = Е,Ар + р(Ае + иЛи + vAv) 


— 


= (еде + pAe) + 一 Ap + pudu + роАо 


= 


= A бё + Ар + pudu + pvAv 


2 
Ыш T Ap + puñu + puñu (C. 3. 2. 26) 


上 式 亦 可 写成 
ctr 


АрЕ, = FT Ap + pAT) + L Ap 十 puñu + puñu 


”所 以 如 果 在 壁面 上 给 定 温度 ， 则 ATL=0, И 则 
AT; = АТ; | (C. 3. 2. 27) 
下 面 的 问题 是 给 出 Ap， 对 于 p， 物 理 上 虽 不 必 给 出 条 件 , 但 具体 计算 时 必须 给 出 相应 的 
条 件 。 这 种 条 件 叫 做 计算 边界 条 件 ， 它 要 由 方程 或 热力 学 关系 及 其 物理 边界 条 件 给 出 。 
一 般 说 壁面 上 由 于 二 vw 二 0， 故 可 得 到 
эр| Ta, EIEk. 
fE v—0 ( 即 雷诺 数 很 高 时 》， 可 近似 取 


55 =o. (С. 3. 2. 28) 
取 一 阶 格式 。 
biS pi 由 此 得 
Аруу = Ар}. (С. 3. 2. 29) 


这 样 做 无 疑 会 使 精度 下 降 ,， 但 基于 两 个 原因 仍 用 这 一 公式 。 其 一 , 用 这 个 一 阶 精度 公式 计算 ， 
计算 收敛 ， 用 二 阶 格式 反而 不 易 收 敛 ， 其 二 ， ЕНИ 所 以 上 述 误差 影 


响 不 会 很 大 。 
由 于 p=(7—1)pe (C. 3. 2. 30) 
“ 故 Ры = О Dpien = О DPE, 
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《 因 uja = vi = 0) 
2 2 
pz mO — 1)0;.6; = О 一 рө, Е, = и | f 
Uz. + U: (C.3.2.31) 
= ЕЕ r 22 17102 
=@ р[о,. T ] | 


因此 在 物 面 丰 给 定 温度 时 ， 由 (C. 3. 2. 26) 最 后 一 式 并 考虑 到 w= 二 v==0 ЖАТ 


=0 可 得 


! КТ, 
АСЕ, = АЛ = 


y кР 140%: 


y= y = Е 
Аб = TTO AOE, Yn = AU. (C. 3. 2. 32) 


另 一 方面 ， 由 《C. 3.2. 29) #1 (C. 3.2.3) 式 可 得 


O — DAQE); = — 1) (ре), 


+, + U: 
(ү 一 7 
ра[о жез 207; . ] 


或 AQE,» =МЛы +7 р Ufa + Uia 
== g Uta + U; AU) (C. 3. 2. 33) 
‘J, 
或 改 与 为 
МЛ, = ПАС, + 407 + DAU. А ДАМУ, о (C.3. 2.34) 
其 中 D= ат (0%. +.) 
рл йг үл =— зе (С. 3. 2. 35) 
人 
Іл =] 
综合 (C.3.2.25), (С. 3. 2.32) Ж (С. 3.2.31) 式 可 得 
y—1,, Y—1,, 7—1,, 7—1,, Н 
RT. RTL RI кту 1) (|40 
AU? 
Ай = 0 0 0 0 ДЫН K"AU:., 
0 0 0 0 АШУ 
L 1: Б I АШ» 


(С. 3. 2. 36) 
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IXE, PHE (C. 3. 2.16), (C. 3. 2. 18), (C. 3. 2. 20), (C. 3. 2. 21), (C. 3. 2. 23) É (C. 3. 2. 36) Ж 


式 综 合 即 得 到 以 下 两 组 代数 方程 组 
I 


w Р Е 
EZ Eza Е?, 
w Р Е 
Ез, Ез Ез, 


w P Е 
Етра Ета Еў 


І 一 了 


(k = 2,3,-- K — 1) 


I —К 
Е, Ek: Е”, 
Ejs : Ет. Е: 


S P м. 
Еу к-1 Eix- Eix- 


I 
G = 2,3 J — 1) 


ТА 0 
(С. 3. 2. 37) 
АСЗ, 0 
А. AU, 


AU? кА AU.) 
Usk 0 J 


(C. 3. 2. 38) 


可 以 看 出 上 述 隐 式 格式 可 以 直接 计算 ,不 必 适 代 。 这 一 格式 是 无 条 件 稳定 的 并 具有 二 阶 
精度 , 而 且 A: 的 值 比较 大 , 因此 这 一 格式 也 得 到 了 广泛 的 应 用 。 不 过 在 计算 激 波 时 仍 有 振荡 ， 
所 以 需要 加 人 工 粘性 项 。 具体 作 法 与 (C. 3. 2. 33) REU, 只 是 需要 在 ,7 两 个 方向 都 加 入 


TH. 
2.0 
1.5 i 
- і 一 一 隐 式 计算 结果 
2 \ -—— MacCormack-Baldwin kE 
X 1.0 \ 
Е \ 
ž \ 
ЕТЕ \ 
816 \ 
— 0.5 
0 
(а) 
180 
© 160 
= 
í вк A 
120 
0. 05 0.10 0. 15 0. 20 0.25 0,30 
хіп 
(0) 
图 C.3.16 
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охоче 


一 一 隐 式 计算 结果 
-—— MacCormack-Balkdwin 


快速 解 


30 


25. 


20 


5 0 5 10 15 20 
uX 107?/ft/s 


到 C.3.17 


Beam-Warming 用 上 述 格式 求解 了 激 波 边界 层 干 扰 的 流动 ( 见 下 一 节 第 -一 例 ), 并 与 Mac- 
Cormack 的 一 种 快速 方法 作 了 比较 , 这 里 М..==2.0, Ёе,=0.296Х10°*, L=49.152 тт, | 
83 32х45, x 方向 均匀 网 格 ，y 方向 细 网 格 ，Ay= 二 0.03072 mm; 粗 网 格 用 Лу=1. 963008 


mm、 细 网 格 33 个 ， 相 网 格 12 P, HEO A, 计算 100 次 后 结果 稳定 下 来 ， 每 点 


每 一 时 间 步 用 CDC7600 宙 的 计算 时 间 为: 无 粘 时 3.210 -4s， 这 种 方法 计算 时 间 比 用 Mac- 
Cormack 格式 进一步 缩短 ， 其 原因 是 时 间 步 长 增长 而 步 数 减少 。 

正如 以 前 曾 指 出 的 ，B-W 格式 在 三 维 时 是 不 稳定 的 ， 必 须 加 很 强 的 人 工 粘性 项 ， 所 以 在 
三 维 情况 下 它 实际 上 是 不 能 用 的 .为 了 使 用 这 种 时 间 分 裂 的 隐 式 格式 ,需要 作 进 一 步 改进 , E 
如 将 对 流 项 改 为 迎风 差分 ,时 间 方 向 差分 改 成 三 点 式 后 向 二 阶 精度 的 差分 格式 等 ， 总 之 还 有 
待 于 进一步 解决 。 i 


3.3 可 压缩 粘性 流体 流动 数值 计算 的 
反 扩 散 和 NND 格式 


反 扩 散 格 式 和 NND 格式 都 是 由 张 涵 信 提出 来 的 行 之 有 效 的 差分 格式 。 关 于 这 两 个 格式 
的 有 关 问 题 已 经 在 第 2 章 中 讨论 过 了 。 这 里 只 是 具体 讨论 反 扩散 格式 对 具体 问题 的 实施 ， 以 
及 这 两 个 格式 对 一 些 具体 实例 所 获得 的 计算 结果 

在 第 2 章 第 2. 3 节 中 已 经 给 出 了 Euler 方程 的 反 扩 散 格 式 的 具体 形式 ,我 们 知道 , 反 扩 获 
的 显 式 格式 实际 上 就 是 MacCormack 的 显 式 格式 。 这 种 显示 格式 一 般 在 远离 壁面 的 区 域 采 
用 ,在 近 壁 区 可 以 采用 隐 式 格式 。 

在 曲线 坐标 下 ， 方 程 可 以 写作 


Ыы. (C.3.3.1) 
KEMPE, U, К, с, Ни Г. ИР НАЈ ОВЕ, WE 
timo 9296-0, 90-270 (С. 3.3.9) 


这 里 假定 壁面 与 《 为 常数 的 面相 重合 , 因此 比较 好 的 作法 是 在 $, 7 两 个 方向 上 用 显 式 , 而 在 
方向 上 则 用 隐 式 , 这 是 因为 隐 式 格式 是 无 条 件 稳 定 的 ， 这 样 即使 A 比较 小 〈 即 网 格 比 较 
细 ) 计算 仍 可 稳定 进行 。 男 外 右 可 以 分 解 为 Hwy 十 Hv， 其 中 Н, RSU 有关, 而 H, 不 只 是 
онх, ЖУО О, 有 关 ， 所 以 可 进一步 分 解 为 
2U ӘН _ ай ән, 
ot dF дї əç 


如 果 记 工 为 差分 算 子 , L: 为 方向 的 差分 算 子 ， hi A Sa L” 
表示 隐 式 ， 时 间 分 裂 算 子 可 写 为 
(1) 反 扩散 格式 


РТ. i£) Y 
UH = Li | м 


= 0 (C. 3. 3. 3) 


це 1 м\т, (AL anr + | a| та 


«С. 3. 3. 4) 
E LPLP 8 АТА 是 5 方向 的 方程 
aU ӘН, _ aU oH, _ 

р pp 0 (C. 3. 3. 5) 
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的 相应 隐 式 差分 格式 。 
(2) NND 格式 


U" = ul за} т^) LP DLP anr] +“) U" (С.3.3.6) 


其 中 (Ar) 即 为 前 面 讲 过 的 NND 格式 。 

下 面 介绍 利用 上 述 方法 对 一 些 算 例 进 行 的 计算 。 

首先 对 图 C. 3. 18 和 图 C, 3. 19 所 示 的 三 维和 二 维 的 压缩 拐角 绕 流 进行 了 计算 。 三 维 损 角 
关于 у 二 一 yo 是 对 称 的 ,图 中 只 画 出 了 一 半 ， 其 网 格 划分 亦 如 该 图 所 示 。 二 维 网 格 的 划分 则 
如 图 C. 3. 19 所 示 。 


ЕТС 
таш iH! 


$ 


š 


”三 维 拐 角 的 外 形 , 求 解 域 及 网 格 


В C.3.18 
三 维 拐角 的 外 形 ， 求 解 域 及 网 格 


ктт 
HT 


二 维 拐角 的 外 形 , 求 解 域 及 网 格 


ёз=хвесе a=0 х0 
} 一 > 一 SG | а= z+>0 
С. 3.19 

ZEHA, КИЕ 


对 于 二 维 情况 ， 作 如 下 的 坐标 变换 ， 


"250。 


És z XO 
= ` = . C. Г + 
5 Е Н z 一 rtgw хт 0 кн) 
其 中 о Е. 
三 维 情况 下 的 坐标 变换 为 
ё=х, у= у, Ё==— fry) 


0 | z <ç 0 sk > 2 0 Ж y <— хівр 
其 中 for, y) ү r> BR y> c | (C. 3. 3. 8) 
\rtgw + ytgy r> 0 Ë — rtge< y < 0 


HP tge=tge/tgó, o, ó 的 意义 如 图 C. 3. 18 R. 
求解 域 边界 条 件 的 提 法 与 第 1. 第 2 节 中 的 作法 是 一 致 的 , 只 是 对 称 面 上 增加 一 个 对 称 条 
fk, BD О 
9 ач 
7 0 (C.3. 3. 9) 
进口 的 速 痿 分 布 近似 地 取 二 жы К АЖЕ ЖЕ СОЖ. Енола E, + 
翼 面 上 认为 沿 # 方 向 流动 变化 不 大 ， Bal, „= ЛЕЙ ЗЕ Н ЖП Е. 认为 流动 具有 和 锥 型 特 


Ж. ШЕЙИН Од ( 见 图 C. 3.18) unisaq, 左 侧 边 界 上 设计 一 0， 在 


Ей Еуро, 对 于 二 维 情况 前 面 已 作 了 介绍 。 


利用 以 上 的 坐标 变换 ， 再 考虑 到 方程 (C. 3. 1. 18) 可 以 证 明 Le 1. 14 的 稳定 条 件 分 别 
为 


i Аё 
АМ = min 
la, | + c + [Аел КЧ 
Ske w V A, T A, 
№, = min — B, C - 
17 =? (C. 3. 3. 10) 
lnl +e + Aa sQ сы 
| AÇ 
At; = min n 
E [A В С; 
kel + + zg] + 


A, A ` À, 


27 
其 中 4 =A, = 2, B= B, = 12 


的 


А 2 А+ 2 /2 | 
= tg —seco, # P 2 
Pr 3 | 2и t + Sec о) 


[a 2 НЕС 
в=[ л +та+лә], 1=— 2, 


(С. 3. 3. 11) 
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一 般 必 方向 网 格 比 较 密 ， 如 果 全 用 显 式 格式 ，Ax 就 很 小 ， Br £ Pr] а, МАЕ 
稳定 ， 因 此 | 


La = mint{Are, At,) 


E C. 3. 20—23 给 出 了 计算 结果 和 实验 的 比较 。 


一 一 完全 NS 方程 解 
1.2 一 -一 简化 NS 方程 解 一 一 完全 NS 方程 解 
与 + 
° RNS 方程 显 式 解 йд ~ 一 一 简化 NS 方程 解 


1.0 
° Hung ° 张 NS PEB te 


° Hung 


0.3 
2 
Te > 
al 0.6 — 6.2 
Ç 
0.4 0.1 
0,2 3 Z 
6 TD 
9 — 一 0.1 
—0.6—0.4—0.2 0 02 04 0.6 OE Š Ф) 
ê 
(a) . 
图 С.3.20 
(a) Мә=3, ZERA HAREA КЕ ЕЛЯ, 
Re=1.68X101, w=10°, Т..= 216.65 K, Тъ=606.62 K, 
(6) Ma=3, CEER R ЖИ РАЙОН F ЕЧ ЖЕШ EE fi. 
Re 产 1. 68101, w=10°, 1'„=216. 65 K, T=606. 62 K. 
一 NS 方程 解 
Á Carter NS 方程 显 式 解 。 sa 一 NS 方程 解 
224 | 4 CarerNS FRERE 
£ 
S| s 
DES 
A 


C,/10° 


—0. 6 —0.4 —0.2 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1.0 
é 


(a) (0) 


图 С.з. 21 
(a) AM- 一 6.06， 二 维 拐角 层 流 情 况 下 ， 表 面 压 力 分 布 ， 
Re=1.5X105, w=10. 25°, Тъ=48. 889 K, HARF, 
(6) M==6.06, ERARA FARA 
Reg=1.5X105, 0= 10. 25°, Т'„=48.889 K, ÆRE, 
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azi 


一 一 NFER 
| o Hung NS JERAM 
20 


2 а ， 张 NS 方 程 显 式 解 


ó Holden 


— NS 方程 解 
о опу NŠ JP tk C 0 
a 张 NS 方程 显 式 解 


| é Holden ° 
2 
f 


C;/ 10 


0 Bb 
— 4 —0.2 0 02 04 0.6 


(b) š 
~ 一 NS FJER 
50 o Hung NS JERAM 
a KNS ARERR 
10 o Holden 


_ 8 
2 6 
j a 


(с) 


”图 С. 3. 22 
(ау М.е =14.1, DEBARREN Т ЖЩ EHRM. 
Ке 1.04108. ш=18°, Ты=12. 222 К, Т.= 297.22 К, 
БЭ MM: 二 14.1，“ 维 拐角 层 流 情 况 下 表面 摩 阻 分 布 
Кер=1.04Х10°, w=—18", TT,=72.222 К. Т..=297.22 К. 
(O MM. 二 14.1， 一 维 拐角 层 流 情况 下 表面 热流 分 布 ， 
ReF1-04X16, w=18°, T = 72.222 K, Т.=297.22 К, 


` 
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一 一 简化 NS 方程 解 RAR 
一 一 g,=0. 5 
0. 311677 


— 0. 0291925 
— 0. 262732 


‚__— 0. 437887 
— 0.913042 


ka a 
一 0.6 —0.4—0.2 0 02 0,4 0.6 0.8 


(а) р 


ї;= 0. 12335 
0. 311677 


Tut? /10° 


了 
т, 

Т 
х 


2—0. 026273 ` 
~ 0. 4137887 
二 维 结果 

— 0. 913042 


(b) 


图 C.3.23 
(a) Мь=3. = 19 fü EN BW FEMENA, 
Ке 1.68 10*, a=10% ф=20°, T'e=216.65 К. #WE, 
Ф) Mo 二 3， 三 维 拐角 层 流 情况 下 表面 靡 阻 分 布 ， 
Кер 1. 68X10', ®=10°, ф=20°, T..=216.65 К, #80, 


三 维 计算 外 形 及 其 网 格 


NS 方程 解 出 的 二 维 剖面 绕 流 的 等 压 线 
M=10.Re= 10° 


图 C.3.24 


0. 123354 Š 


ËJ C. з. 24—28 给 出 了 更 加 复杂 的 流 场 的 计算 结果 。 计算 表明 ,用 本 方法 与 一 般 的 显 式 阁 
式 (如 МасСогтаск WR) 相 比 ， 计 算 速 度 提 高 了 4 一 20 倍 ， 因此 本 方法 有 省 机 时 的 优 


NS 方程 解 出 的 二 维 剖 面 绕 访 的 等 压 线 
M=10.Re=105 ° 


ËD C.3.25 
N-S ЙЕНЕ Е p| ai ИИ 
FER, M=10, Re=105 


但 反 扩 散 格式 和 前 面 讨论 的 几 种 方法 都 有 激 波 附近 分 辨 率 较 低 的 问题 。 为 了 进一步 提高 
分 辩 率 ， 张 涵 信 提出 了 NND 格式 。 关 于 这 一 格式 的 讨论 在 上 一 章 中 已 经 定性 地 进行 。 图 
С. 3. 26—28 就 是 应 用 NND 法 求解 的 实例 ， 它 们 说 明 NND 法 还 是 相当 成 功 的 。 


图 C. 3.26 
Euler 方程 与 N-S 上 方程 解 的 比较 


m C.3. 27 
Euler 方程 解 给 出 的 三 维 流 的 等 密度 线 ， 
M=10, а= —5°, NND 格式 


由 于 NND 格式 在 一 维 问题 中 是 严格 二 阶 精度 的 ,对 多 维 问题 则 分 裂 为 多 个 一 维 问题 , 所 
以 本 质 上 说 也 是 二 阶 精度 的 。 但 对 这 一 点 ， 尚 有 不 同 看 法 ， 有 竺 于 进一步 研究 。 
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图 C.3.28 
N-S 方程 解 出 的 三 维 流 的 等 庄 线 ， 等 Mach 线 


3.4 ”可 压缩 粘性 流体 流动 数值 计算 的 通 量 分 裂 法 和 推进 迭代 法 


目前 我 们 讨论 的 问题 大 多 是 定常 问题 。 研 究 定常 问题 时 一 般 是 把 它 看 作 一 个 不 定常 问题 
的 渐 近 ， 所 以 可 以 求解 不 定常 方程 。 由 于 这 个 不 定常 过 程 不 是 我 们 所 关心 的 ， 所 以 这 一 计算 
过 程 越 短 越 好 ， 也 就 是 说 时 间 步 长 要 尽 可 能 大 。 为 此 МасСогтаск 从 信息 传递 的 角度 建立 了 
通 量 分 烈 的 格式 ， 得 到 选 代 次 数 只 有 十 几 次 的 成 功 和 格式 。 张 涵 信 和 则 从 牛顿 迭代 和 信号 传递 的 
角度 提出 了 推进 送 代 法 。 他 们 的 出 发 点 尽管 不 同 ， 但 得 到 的 格式 原则 上 是 相通 的 ， 痢 具有 过 
代 次 数 少 、 计 算 时 间 短 的 优点 。 在 这 里 我 们 主要 介绍 MacCormack 的 格式 ， 并 且 希 望 污 者 实 
际 计算 本 节 中 给 出 的 算 例 。 最 后 简单 地 介绍 一 下 张 涵 信 的 推进 迭代 格式 。 

在 这 里 我 们 采用 简化 的 N-S 方程 ,也 就 是 说 假定 流动 的 主流 是 沿 某 一 方向 进行 的 ， 因 此 
在 主流 方向 上 的 物理 量 的 变化 比 与 之 垂直 或 接近 垂直 方向 上 的 变化 小 得 多 ， 所 以 在 主流 方向 
上 的 二 阶 导数 以 及 与 主流 方向 有 关 的 交错 导数 都 略 去 ， 得 到 简化 的 N-S 方程 ， 这 样 就 使 得 问 
题 简 化 了 .。 以 后 将 看 到 , 实际 上 对 于 非 简 化 的 完全 的 N-S 方程 也 可 以 用 本 节 讨 论 的 两 个 方法 ， 
这 种 对 方程 的 简化 昌 使 问题 得 以 大 大 化 简 ， 但 所 解 的 问题 也 就 有 了 限制 ， 主 要 是 在 对 分 离 流 
动 的 计算 时 会 出 现 问 题 ， 对 这 些 间 题目 前 尚 有 和 争议， 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 文 献 ， 

现在 首先 列 出 简化 的 N-S 方程 ， 即 


BU | әЕ„ а: TG.) _ (0 (С. 3. 4. 1) 


At дх ду 
这 里 我 们 略 去 了 Fr 因为 它 与 U,, U AR, 根据 前 面 讨论 的 简化 方法 , 假定 x 是 主流 方向 ， 
жон: Fy。 另外 Cr 中 让 项 也 略 去 了 ， 只 保留 与 区 有 关 的 项 ， 故 为 G... 经 过 举 标 变换 后 
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可 以 得 到 
JU aF (Си + бу) 
FD дё 2 

这 里 把 看 作 主 流 方向 ,所 以 Р BERIT С а ЭТЕ Г. MEC. EE 


为 非 守 恒 型 ， 则 有 


= 0 (С. 3.4. 2) 


ЈЗУ LRS ARS R, уе + LsRCT C AT R: 2 
. р ans, 7 = (C. 3. 4.3) 
由 前 述 可 知 : 
L, = = Ra тә ЫЛ) 


(С. 3. 4.4) 


ta =q (37) 二 [到 | ЕЛЕДЕ: 
为 讨论 方便 起 见 ， 先 假定 是 无 粘性 的 ， 则 方程 


aU Ер ‚ абС'ь 
3 T 2£ T 97 


= 0 (С. 3.4.5) 
由 于 
к, = Fylg + Gulay = AU Ly- + BU Lpy 
根据 ( 附 -46》 式 及 〔 附 -43) 式 ， 上 式 又 可 写成 | 
Fi! =AU = (LuaD-'Ryx-'S, A8 R, DU 
=| TD Ry S Ах titils z. p| U 


A 一 | 全 | 
2 


+ SiRxD| U 


LD R >'S! 


=(A,+ À U = Е, + Fi (C.3. 4.6) 
类 似 地 Ge! = FL Gube, = AU Le + BU Ley 
н (0-46) RR (8-44) 式 ， 上 式 又 可 写成 
Gu =BU = (LDR T, AT R,D)U 


5 i СС. 3. 4. 7) 
=(В + BU = Gri! + Со! 
ЕТИКА. СС. 3.4.5) RHR U = ЛУ ( 见 附 -8) 
г д д, Р x 
J EF + ETAS 十 F't ) + 7109 иур С) = 0 (С. 3. 4. 8) 


H T F'u+ ЖЕТЕР ЕА, ЕЕ ЛУ ЗА Н Е. F'u 对 应 负 特 征 , 所 以 应 当 用 下 风 差 分 。 H 
此 有 如 下 差分 


=н ру _ 
Јр HA Е, БАЕ + AW + Ayt Се =0 CC.3.4.9) 
RP АР, Де, Ду, A 的 意义 与 以 前 的 A: , Ar, Аў, А; 是 相仿 的 ， 只 要 z 改 为 E，? 改 为 
7 就 可 以 了 。 
另外 引入 记号 
A= LÁ, B= LA (C.3. 4.10) 
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Awas as “° ` 


Mj) (C.3.4.9) 式 可 改写 为 
Y+ Fre 
JE < U 
+45 (B. LU) = 
为 了 提高 计算 精度 ， 应 当 用 二 步 法 ， е а SS: 首 
先 考虑 显 式 的 二 步 格 式 , 这 一 方法 基本 上 与 MacCormack 的 
显 式 格式 相似 。 此 处 在 单元 体积 中 写 出 , 以 不 失 其 一 般 性 。 设 
Aé 二 A7 二 1]， 这 时 j= 了 nn， 其 中 jk EATHAR, VAi 
单元 的 面积 。 把 物理 量 定义 在 网 格 中 心 ，L,，Ls 的 方向 分 别 
与 单元 的 4 个 边 垂 直 ， 如 图 C. 3.29 所 示 。 其 中 Vx 值 由 
(C.3. 1.27) REE. Lels L. 1838 C.3. 1 确定 , 由 于 Aë 
=A7=1, И L, 的 大 小 与 了 相同 ， ZL 的 大 小 与 Lisit 
同 。 
列 出 二 步 显 式 的 通 量 分 裂 格 式 为 


Ür = = Ur, — т^ Ж ИЛИП w N А, Us 


кы 
+ А". tL! 一 А" ДА, 
+B повр В. Uys 
+ В". Ua La — B: О, ) 


了 二 十 上 


тут s= Us; _ = (AV UR Lah = АТ! т Um ak; 


Ж 


i4 
十 4 11 — A=: „ОЖ. 1 1 
+ BYUUR Laph 一 В Bn! 


—\,+ 


Us 2-1 


+ BTU Гау 一 В" О 11) 


= + (Uy + DZ) 
为 列 出 隐 式 格式 ， 再 次 考察 模型 方程 
әй оди 
дї 2əz 7 
若 采 用 隐 式 迎风 格式 ， 则 
atl Мм n+] nłl 
и! =u a Rr — uji) 
一 — а + (и! — шт) МГ — ин) — (wi 


— а ŽB — bw) — 52003 — a) 


=u — а М au; 一 De — аМмАги 


би; + a San — а Zau 一 一 4AIA u; 
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+A; (A. LU) + Aç (A LU) + A; (В. LU) 


kz wu7_1)] 


(C.3. 4.11) 


(C.3. 4.12 


(C.3. 4.13) 


“计算 化 作 二 步 ， 


и) — t | 


第 一 步 Au, 一 一 CAt A= 
第 一 步 (1 + аА; Jòu! = Аш, 
最 后 и! = и, + Š 


这 里 ， 计 算 dz 时 用 到 561w?_,， 由 于 计算 是 推进 的 ， 所 以 dw ECHR. 
类 似 地 (C. 3.4. 11) 式 可 以 改写 为 


z Я м М АССА ; 
С = 20% + 29 - оуу СА. ар) . 


+A GA L-2) + AY СВ, lat) + Ap (Bo Li-!) 


+A (А, Был) + Аг СА _ L-1) + A7(B_ 11) 
+ А (В_ ак" ТАА 

2% 1 

—U + Lu SK, + KoU 


a 17-5 к – ёк, 
У „ 7 Jk 


2 
它 的 显 式 二 步 格 式 为 
єє 1 = Р a SEKU, 
J 
U”: ЫЛ Àt ” 
ж 二 ж 9. к. 
Ор = (uy + 7) 


HER Ko K, 具体 代入 后 则 得 《C. 3. 4.12) ж. 
它 的 隐 式 二 步 式 可 以 由 (С. 3. 4. 14) 式 推广 而 得 。 
预测 步 


Ât 
v EU Ui 
3 


АЛА се 
= К )8 ОУ! = АУУ 


Сн + dU! 
校正 步 
ri А Ui 
AU v, K, 


= A Ur 


5. = ШРШ 
最 后 得 U =+ (U, +U) 
ЖЖ К,, кыы A 


А7, 一 一 [ar Q. 
j 


piatt 


1) + AF A 1-1) 


(C. 3.4.14) 


(C. 3. 4.15) 


(C. 3.4.16) 


(C. 3.4. 17-1) 


(C. 3. 4. 17-2) 


(C. 3. 4. 17-3) 
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+ A; — mileat) + Ap (Bi L- 1) JU, 
АЗ ај) + АССА" L-g) 
+ 4; ар + 5 СВ" -pIe UR (С. 3. 4. 18-1) 
= АС, 


бут = Uy +0 
АСТ = Sa AFIL) + ДЕ САТ Li 1) 
+ A; (B) Lit) + A; СВ _ 24-10105" 


{1 + [A г СА) 十 АГ (А?! patj) | (С. 3. 4. 18-2) 


+ Ау BTLD + A BEP L, ауу) DE 


Сут =U + 8 UT 
Uy! = +Фу+ 07) (С. 3. 4. 18-3) 
(С. 3. 4-18-1) 式 可 改写 为 
г, HEUT БРАЛ 5а БМО, 一 AD (С. 3. 4. 19-1) 
A A — A A, 
W=— VZ Ata j4 E= Ра ub 
P=I+ GQ: 1 А B. La- B" Li 
= йу. TH -二 十 “мыт Р-р s4) 
A № =, А At 5, 
Sw. Ba la Мес СВ М 
(C.3. 4. 19-2) 
{C 3. 4. 18-2) 式 改 写 为 
== = — 2% ЕНЕ i 
WU + Бә, + РӘТ + 58 + МОИ, = AUS (С. 3. 4. 20-1) 
命 At — _ At — 
W = 一 元 一 P Аа 
=== At =a карк о 
P =1+ т. 一 AT Li + BiLi} — В! Ly) L 
At a N 
S 一 一 v ita L-I IN == V Pu L+ J 


(C. 3. 4. 20-2) 


(C.3.4.19) Ж (С.3.4.20) 式 分 别 是 两 个 5 点 格式 , 如 果 对 同一 ; 的 所 有 卡 就 构成 一 


列 方程 ， 方程 改 写 为 
NU jasi + PU a + SÈU ja = a= WA 1 — ЕО, (С. 3.4.21) 
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其 中 推进 方向 为 正 向 和 到 疝 。 

在 正 向 推进 时 WU,- C AH H. 
ЕО, ЖЯ, 可 以 用 上 一 次 的 计算 值 . F [| 
推进 正 祖 反 。 由 于 了 二 NN 十 5 十 歼 十 E， 所 以 是 
对 角 占 优 , 这 种 迭代 是 收敛 的 ， 一 般 只 需 4—5 
次 。 实 际 上 因为 中 间 过 程 没 有 意义 ， 所 以 只 要 
往返 一 次 就 开始 计算 下 一 个 时 刻 的 值 〈 挟 
C. 3.30). 

以 上 讨论 了 无 粘性 的 情况 。 有 粘性 的 情况 
需 在 上 面 的 方程 中 加 入 Gr H (ML (C. 3. 4.2) 


。 已 算出 点 


反 向 推进 
х ARA о 上 次 计算 所 得 点 


图 C.3.30 


式 }。 下面 讨论 СВАИ, НАБ Fre Cr 的 一 般 形 式 。 


E = Fylla 十 Cr 


0 
‘Зи дф | ди 
= [45 35) + 2895) 
=L, j du ðv 
шо 
ди ðv ди дин до Ë де 
А55 + 99+ 2904 — ро о 
0 
ди дт 
= А95 + 92) 
+ Lp ЕР д2 \ дъ 
Dae T y| T 2951 
ди др да дт | дъ k де 
эшо үк +з +2039) cr ду 
ЖФА 2и 
上 式 又 可 每 成 
0 0 0 0 p 0 0 p 
0 — А+ 2⁄4 0 0 А 
F'y = 1,4 |0 0 =g 01 [+ кыту 
j 5 # ах |р — д 0 0191, 
0 – А+ 20и =w Ё) le ЕРЕ e 
ү 
бэ =й Г" А 0 о 0 0 
а СЕ а 9 N 
0 一 各 —ш 0 g 0 — pu — (À + 2м £ e 
V 
ду БАЛ aV аў 
=1..(м, 95 + Ms, Fy | + Е + Me, A 
ау 3U dV 3U ду 3U aV JU 
=L, Me, 90 82 эй a3 |t Is [Mos зр 5; + Мед эу 
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м Рі 20 28 2U 27 ЕЕН 2221) 
=L, M, Рэж Jz t gaa) МР дё УТ 7 | 
p| 2U 28 20 97 aU дё | 20 97 
+ Ls{M, D 3E az | аў м.р y 3792 [ 
аё аё аё = 9U 
-[ м, + FEM, |+ s| м„+ 5м, P SE 
29 27? | 27 217 | Ip 90 
+ [in| ZiM, + 23м, |+ Lel 2м, + Pu, | ]P ç 
记 作 3U aU 
— Mr， SE tMr, ат (С. 3. 4. 22) 
其 中 У = {puue} U = (о.ри,ро, РЕ)" 
И С 
= , u 9 0 , Q , 
-FY 2 = g? 
> 9 z =A . 0 з ЕЗ , 0 , 人 Dh; тз 
| ° | А 
we с 6 _ 2 1 
p t р . Р Ы ГЕ 
(С. 3. 4. 23) 
жр i — U 
KMA c, "AE аём, ,+ м, „J+ Lol Mat Ем, ip% 
27 ən 97м 4 2? Б?” 
+ Se 2м,+ 51м, |+ Lol 52м. 91м. | 后 5 C3429 
3U 
一 Ms 元 £ + Mo, 27 
将 它们 代入 《〈 附 -7》 式 得 
ак ，aG'e | 3U) 
+ 5 + aF к Ме, бе РМ 
‚(С.3.4.25) 
aU 
+2 эр| Me, 3 + М, Ыы: 
(这 里 设 R= 0) 
作为 简化 ， иӊ Ген =й. 则 得 
а" Е. әс". aUi 
TAE жа + Ме, ты (С. 3. 4. 26) 
r 
ap G' = Ме, 39 (C.3. 4. 27) 
由 于 U'=JU (C. 3. 4. 28) 
Ж (C.3.4.26) RUHGA 
aU дЕ' DG aU | 
JÆ +" + 5 | Me, F (C. 3. 4. 29) 
二 步 的 隐 式 格式 为 ; 
预测 
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At, =— RLIK, + A, (Me, Аг) + A; (Me, A) | 
ik š ? 
+ A; (Me, AD — A, Me, à; JUa 
І i (С. 3.4. 30-1) 


| 1+ ZEK, 一 A7 Me, A; JU = Ди", 
fá 


Оў = Up + Г! 
校正 
МТ = — SEIK, + A (Му, Ar) + AF (Mr, AD 
jk u 
+ à, (Me, AD + A; (Mo, ADUR? 
i ‹С. 3.4. 30-2) 
1+ FIK: + Ar Me, А0) |" АТ 
я ла 
最 后 得 Uy = ССО) (С. 3. 4. 30-3) 
XEK, К, 与 Ta 3.4.17) RPH К,, K, 是 相同 的 ， 另 外 这 里 求 AU 时 用 了 全 N-S 方程 ， 
Т ӘС" 时 则 用 简化 的 N-S 方程 ， 这 样 计算 比较 方便 ， 实 际 适 算 证 明 这 一 方法 是 合适 的 。 
下 面 讨论 一 个 实例 ， 即 如 图 С. 3. 31 所 示 的 流 场 。 
进口 条 件 : 8 Т7,=531.2 К, ME p=1.0336X10°Pa : 


——F L —,, — TT 
壁面 条 件 ，x 一 "一 0。 P= q 
ЖОЖ: KOEN p.= p /3=0.34454 X 10'Pa 
网 格 选用 Ах L. Ay=T/16 
€ 
h 


运行 时 先 10 步 显 式 ， 再 10 步 隐 式 。 
在 县 体 计 算 前 还 必须 说 明 边 界 条 件 的 具体 表达 方法 。 
根据 4 篇 末 的 分 析 已 知 ， 如 果 进 口 是 超 声速 流 ， 则 要 图 C.3.31 
给 出 4 个 边界 条 件 ， 进 口 为 亚 声速 时 只 给 3 个 条 件 。 一 般 
进口 给 总 压 、 总 温 与 速度 方向 角 ， 在 超声 速 时 还 要 给 出 速度 大 小 ， 这 里 进口 是 下 声速 ， 只 给 
3 个 条 件 。 
为 了 确定 进口 参数 , 还 需要 一 个 特征 上 的 关系 。 为 了 简化 , 由 于 这 里 讨论 的 是 简化 N-S 方 
程 。 进 口 近似 为 一 维 流动 ， 故 采用 一 维特 征 上 的 关系 式 ， 这 些 特征 上 的 关系 式 为 : 


Ə д 

SË + юс өн = — «+ o|[5Ë +5") 
р ано. oa 
at А 0а | 

м (С. 3. 4. 31) 
2р a 56 =— «152+ 52| 
йт __ u? y? 1 20 
п “әт МЕТ е ду 
它们 可 由 特征 分 析 得 到 。 
* 263 * 


ЖИЙЕН 8] ПЕ C. 3. 32 所 示 。1 点 为 进口 外 的 


Мій, pa T, 9 都 已 知 (这 里 一 般 可 设 9 一 0)。 0 
2 点 为 最 靠近 进口 的 网 格 点 ， 在 亚 声 速 时 只 要 一 1|? 
个 特征 关系 。 由 于 亚 声速 , v 一 c<0, 除了 采用 这 一 关 кл 
系 外 ， 还 需 采 用 第 2 个 关系 式 ， 即 
进口 边界 u— 0 
p! фт u "T — и" 
A FA f 
图 C.3.32 
=- u = o| ATA — оаа) 
(С. 3. 4. 32) 
记 
| br p= Sp, и! — ui = ди (С. 3. 4. 33) 
于 是 (C. 3.4. 32) 式 可 简写 为 
1 =. 
Дубр — срди) = — рр — ру еби, ш) С.3.4.30) 
ВЗА 
= p (ays pfi А Ha + tg?0) zY; (С. 3. 4.35) 
а -Ifa _ ” У — 7—1 sn Өн 
或 8р эди = ЁС! ута +0) £ ag yr 19 + 0) 


(С. 3. 4. 36) 
HEIA (C. 3. 4. 34) 趟 可 得 | 


а 
52 – pc би =— А[р, — pi — pelu; — a) Po 


— АБ! — фу — ребиз — ut) ] 
+ [pi — РТ — асби; — utt1y]) 
= — Ари — pi — pelu! — и) ] + Ар, — рсёи,) 
即 


a = A — pt = Реби! 一 шр) J (C. 3. 4.37) 
G — [52 e] 


其 中 
A= + а с) х= «С. 3. 4, 38) 
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HF р. 7 BA AARI pP, и! EH л BERG. 于 是 由 上 式 可 计算 出 Be、 然后 
ий! = + Ót ] 
utl =н + tgh 


р = рбиг "3 


7 ег ги УЛ узду ЛЕ чис 
T! ST (ur D=TU-— ура +10) za] ; (С.3.4.39) 
т! = рү КТ 
е =c T" 
E"! Sga + гат + (21-1)? ] 
出 口 条 件 : 
此 时 出 口 为 超声 速 ， 不 要 条 件 ， 亚 声速 时 给 …- 杀 | 
Е (图 C. 3.33). i и+с>0 
用 类 似 方法 有 [ЧУ эж 
А 可 一 1 u 
5p 一 上 5p 一 一 -全 二 [or 一 总- 20 
c 1+A, 
и—с7>01 e — e <0 
一 二 (раро О] =R. (C.3.4.40-1) ”出口 边界 
БО 
Аг 4 
À = 图 C.3.33 
А, А x 
брест [po pri H pos биу—иу-1)] =R, (C. 3. 4. 40-2) 
гез (и + ОМ 
2 Ат 
ðv 一 一 1 + Д — 0-1) = R; (C. 3. 4. 40-3) 


бр = pcŠu 一 一 ү» те pi. 1 (Ос) зб) з #1.1)] = R, (C. 3.4. 40-4) 
4 


йы (—с)ы 


Ат 
故 得 
LIR, + R.) M=“ >] 
ёр = 2 64-1 (С. 3. 4. 41) 


0 М<1 


ш М<1 时 pe 是 给 定 的 , H 


др = (R, + рә) 5. 
ди = (R, + др) /ес-1 (C.3. 4. 42) 
ëv 一 R, | 
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然后 
ө! = р + 8р, бро = ру! — р; 
uyt = из + ди, pu) = (риу! — (ри); 
о! = р" 4 до, (00р) = (бш)! — (00) 
р! = pit òp, SQE) = (PED — (EY | (C. 3. 4. 43) 
Tr! = PRE 


E = e? + EE + ОЈ 
e = оту! 
实际 上 ， 当 出 口 为 超声 速 时 ,边界 点 当 作 内 点 算 就 可 以 ， 因 为 这 时 内 点 的 方程 中 都 是 疝 
前 差分 的 。 在 出 日 并 声速 时 ， 把 边界 条 件 代 入 即 可 以 ， 所 以 这 时 8р=0 (定常 出 口 ),， 这 相当 
于 在 出 口 点 的 方程 中 加 上 一 个 条 件 ， 因 此 方程 是 封闭 的 。 


壁面 条 件 : . 
u=v0=0, T=T., Р = 0 | (С. 3. 4. 44) 
用 差分 表示 ， 则 有 
V = — V 
1 =. (С. 3. 4. 45) 
# (T+ Ty = Т, 
| Р. = P: : 
(在 计算 无 粘 流 时 пои, v=o, АРНЕ SE) 
网 格 选 定 : 
工 方向 为 18 个 ，y 方向 为 8 个 ， 节 点 位 置 由 下 式 确定 : 
k _ л — 
r= l, у= 5 TG жая) (С. 3. 4. 46) 


k, = 1.40282, Ё, = 2. 54792 
ё, = s G = 1],2,°" ,9) 


7, = $0 = 1,2,8) 


在 初始 条 件 中 取 进 口 p” = р,, p” =p, u=v=0, H H р°=8, 进口 选用 МасСогтаск 
格式 计算 10 一 20 次 ， 再 用 显 式 通 量 分 裂 计 算 10 一 20 次 ， 这 里 Az 均 取 


М» Va 
са min { jula} + эу Е calp Julai + элу] + са |" CFE 
(C. 3. 4. 47) 


CFL~0. 9。 在 以 后 则 用 隐 式 通 量 分 裂 格式 ， 每 一 步 Ar 增加 一 倍 ，16 ETKA. 

收 敏 以 后 的 计算 结果 如 图 C. 3. 34 和 图 С. 3. 35 所 示 。 其 中 图 C. 3. за 表示 缩放 喷 管 及 其 
网 格 划分 。 图 C, 3. 35 表示 表面 压力 分 布 及 喉 部 速度 剖面 。 | 

本 例 请 读者 自行 编制 程序 并 计算 结果 。 

其 于 类 似 的 思想 ， 张 涵 信 提出 推进 迭代 法 ， 其 基本 思想 如 下 。 

设 基本 方程 为 
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ге. 


g ОЕ ас̧ 
ТЫТА ГА 


EPF, GÈU, Un U, HRR HARER, TUER 
化 而 得 到 简化 的 N-S 方程 同时 只 考虑 定常 的 情况 ， 具 体形 式 
可 以 写作 


(С. 3. 4. 48) 


Ое дЫ үс йк ae а 图 С.з. 
дт ду _ A Re... pa | (С. 3. 4. 49) 


10x10 35171: 8,192 2 
CFL.,=12.8,CFL; 
=1.7х10 


e X ,Маѕоп,Риіпат,Ке 
计算 2 
情况 1; 隐 式 (192 步 ) т 
情况 工 :牛顿 迭代 ñ 
(16%) L 


$ 外 运行 2; 
0.4 n=' .牛顿 迭代 2 4 8 
2 
0, 2 
0 0 
—1.0 —0.5 0 0.5 1.0 0 0,2 0.4 0.6 0810x100 
хі, иі 9571 
表面 压力 分 布 哈 部 速度 创面 , 
L C.3.35 : 
其 中 | 
pu ро ° 
. _ | + p puv и 
Е = G= Ө = 1.3. 4. 
ai | жр 0 | (C. 3. 4. 50) 
1 
(PE, + pu (PE, + р)» нъ 
Е ус T š; 1 р 1 
h <=, жеке E. == PE n 2 2 = в £ 20 
үсү H = hi 0 +0, Е, y quy КЕЙ. 
(C.3. 4.51) 
记 向 量 U= (p, Pu, ро, 2E,)"， 则 (С. 3. 4. 49) 式 可 改写 为 
aAU _ əBU әү џи ,aU | 
гаг у> 35] (C.3. 4.52) 
aF зе 30 
其 中 А=5р' B= р=57 (С. 3. 4. 53) 
由 于 4，B 都 可 以 分 解 为 
A= +A., B= В, + В. (C.3. 4. 54) 
为 求解 〈C. 3. 4. 49) 式 ， 可 以 用 牛顿 法 。 由 此 求解 
25. а) = 0 (С. 3. 4. 55) 
可 设 初 值 z”， 令 真 解 记 作 < 十 Sz， 代 入 上 式 可 得 
Jt + 02) = 0 (С. 3. 4. 56) 


ЫЈ 
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设 8z 为 小 量 ， 略 去 高 阶 小 量 ， 上 式 可 写 为 


feet + | 22, Pag = 0 (С. 3. 4. 57) 
或 记 | 
a =] fO) (C.3. 4. 58) 


若 将 〈C, 3.4.49) 式 左 侧 看 作 С 的 函数 ， 利 用 牛顿 法 应 有 


+) ту 3 и 2.56 zii 
j| 30% 36% | |x: EPET || 
re_ ари 380] go 
Е [52 +59 2066 55)] = Е (С. 3. 4. 59) 


利用 (C. 3.4. 53) 及 (C.3.4.54) т 
E (A+A) + Z= ZB, B- j5 e 2500) || sue 


_ ГАО +A- D) ову + B. U) а і 
[ дх ду ду\ Ќе. ду 


利用 信息 传播 的 概念 ， 可 得 差分 公式 为 f 
агле + АТА®-+ дув, + д}в-® — д-ром ае 


40) 
J J (C. 3. 4..60) 


се faza,” + АРАФА, БАРВ 一 a| E ы. ред) |? 
| 一 po | (C. 3.4.61) 
上 上 式 可 改写 为 与 《C. 3.4.19) RAR MAAE. ННЯ z 正 、 反 两 个 方向 推进 
行 适 代 过 程 “ 推 进 送 代 公 式 亦 由 此 得 名 )。 当 
0% – 0-0 | <= 


(e 为 一 给 定 的 误差 限 ) НЕЧЕ, 所 以 这 时 3 -0， 也 就 是 说 与 MacCormack 的 通 量 分 裂 


格式 是 一 致 的 。 
该 推进 迁 代 法 可 以 进 -- 步 应 用 于 不 可 压缩 流动 的 计算 ， 关 于 这 一 点 将 在 下 面 章节 中 详细 
讨论 。 


p/p 


(6) 


| C. 3. 36 
(a) ЕЖЕ АНЕ IE H ÉB ER, M<—8 -= Lyubimor 结果 "本 结果 


(5) 沿 球形 锥 表面 的 激 波 ，M. 二 8 
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^н ео Siria; poem 


gs! 


Pi Po 


Ч C.3.37 


С. 3. 36 АС. 3. 37 表示 Г ДЕБАТ В ЖЕШ. 


3.5 用 流 函 数 - 旋 度 方程 求解 不 可 压缩 
粘性 流体 流动 的 N-S 方程 


不 可 压缩 烙 性 流体 流动 是 可 压缩 的 粘性 流体 流动 的 一 个 特例 , Вр 一 常数 , 初 看 起 来 不 可 
压缩 流动 的 计算 会 简单 一 些 ， 事 实 上 却 并 非 如 此 简单 。 在 不 可 压缩 流动 中 ,连续 方程 可 简单 
地 写 为 

YY 一 0 | (С. 3. 5.1) 
РИЯ, TEN ESO ЖК KRUNE ШК 


aU ЭЕ Dec ан 


ӨРТ Ja ду © д® 


其 中 2 为 一 奇异 矩阵 ,关于 可 压缩 流动 的 一 些 计算 方法 均 不 能 直接 引用 ,此 时 必须 设计 新 的 计 
算 方法 ,会 引出 许多 新 的 问题 。 

此 外 不 可 压缩 流动 中 如 果 粘 性 与 温度 关系 不 很 天 时 ， 粘 性 可 以 作为 常数 计算 。 此 时 连续 
性 方程 与 动力 学 方程 组 成 … 封 闭 方 程 ， 可 以 独立 求解 ， 在 求 得 解 以 后 再 求解 能 量 方程 。 这 样 
就 使 得 问题 得 以 简化 。 本 章 以 后 的 几 节 主要 讨论 粘性 系数 为 常数 的 情况 。 

现在 先 考虑 二 维 流动 的 情况 。 在 直角 倚 标 下 连续 方程 和 动力 学 方程 具有 如 下 形式 : 


=0 | (С. 3. 5.2) 


ди ди ди _ 1 2р ди 
“hal ani aris: А к «С. 3. 5.3) 
av до дъ dv 
арга 9 ay рду - 


лл ИрИ G G SE кй 
缩 流 动 的 求解 问题 ， 处 理 好 正 力 项 是 很 重要 的 方面 。 
要 避免 上 述 困难 ,方法 之 一 是 将 方程 中 的 压力 项 消去 。 为 此 人 们 采用 流 函 数 - 旋 度 的 方法 ， 
即 根据 连续 方程 引入 流 函 数 ， 另 外 将 动力 学 方程 取 旋 得 到 一 个 关于 旋 度 的 方程 。 在 其 中 压力 
项 因 取 旋 而 消失 〈 因 为 庄 力 项 只 以 梯度 形式 出 现 ， 梯 度 的 旋 度 恒 为 等 ) 。 
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动力 学 方程 的 向 量 形 式 为 


Xy VV = 24р + AV (С. 3. 5. 4) 
取 旋 后 得 | 
+ V: 70 (Q. V)V 7:0 0 (С. 3.5.5) 
B| A IE RUR у, {E 
V = ç хр i (C. 3.5.6) 
连续 方程 显然 总 能 满足 。 由 名 定义 
Q= Ç x V (C.3.5.7) 
不 难得 到 \/ %р+ 0=0 (С. 3. 5. 8) 


. 于 是 CC.3.5.5) Ж (С. 3.5.8) 两 式 构成 了 关于 流 函 数 - 旋 度 的 基本 方程 。 方 程 中 的 允 由 
(C.3.5.6) 式 计 算得 到 。 可 以 看 出 三 维 间 是 也 可 以 应用 流 函 数 - 旋 度 的 方程 来 计算 , 但 是 比较 
复杂 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 的 文献 。 


对 于 二 维 问题 
y = (к, Q = k (С. 3. 5. 9) 
Ж, p ERER S G, z, › HRe HERRA (C.3.5.7) RA 
94 _ _ аф 
“Tay °  Əz (C.3.5.10) 
(C.3.5.8) 式 简 化 为 
A ap дф _ I 
i ст шй s (С. 3.5.11) 
CC. 3. 5. 5) 式 简化 为 
осор ар. дф азр Е 
ОАТ Ут а (С. 3. 5. 12) 


(С. 3. 5.11) 5 (С.3. 5.12) 式 就 构成 了 二 维 流 函 数 - 旋 度 的 基本 方程 。 为 了 计算 正 力 ， 可 将 
(C.3. 5.4) 式 取 散 度 ， 得 到 方程 


ðv; дт, 
Vip -- X> TAT (C. 3.5.13) 


这 是 一 个 注 松 方程 。 在 流 函数 - 施 度 方程 求解 后 速度 场 是 已 知 的 ， 故 压力 方程 可 以 求解 。 
为 了 求解 ， 需 要 给 出 边界 条 件 和 起 始 条 件 。 一 般 说 对 于 求解 定常 问题 ， 起 始 条 件 不 是 十 
分 重要 的 ， 一 个 简单 的 方法 是 采用 较 低 雷 诺 数 的 流 场 作为 初 值 。 对 于 不 定常 问题 ， 起 始 条 件 
对 于 流 场 的 描写 是 会 有 影响 的 ， 一 般 采 用 低 雷 诺 数 的 流 场 作为 起 始 值 。 
f 边界 条 件 的 给 出 ， 对 于 流 函 数 不 十 分 困难 ， 比 如 物体 的 绕 流 ， 来 流 情况 给 定时 来 流 处 
(х=—оо) 的 流 函数 是 已 知 的 。 上 下 边界 取 足 够 远 时 也 可 以 是 给 定 的 。 物 面 上 的 流 函数 一 般 
取 常 数 〈 对 于 固定 物体 ) 或 给 出 它 沿 物 面 的 变化 《〈 物 面 运动 的 情况 )。 下 游 可 以 认为 流 函 数 线 
性 变化 。 对 于 旋 度 采用 开 边 界 条 件 ， 即 略 去 粘性 项 得 到 
наз оя =0 (С. 3.5.14) 


这 是 一 个 双 曲 型 的 方程 ， 可 以 用 一 般 后 向 差分 方法 求 得 边界 上 的 值 。 
比较 麻烦 的 是 《在 物 面 处 的 边界 条 件 。 这 是 因为 在 物理 上 得 不 到 直接 条 件 , 而 需要 由 方程 
本 身 以 及 物理 上 的 附加 条 件 杀 得 到 $ 的 相应 条 件 .目前 对 此 有 各 种 处 理 方法 ,但 是 最 常见 的 是 
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如 下 方法 : 
由 (C. 3.5.11) 式 得 知 
Ele =— V°*é|w (С. 3. 5. 15) 
TE W 表示 在 壁面 处 。 设 壁面 处 的 正 交 曲线 坐标 为 8，r; a 为 法 向 ，r 为 切 向 。 上 式 可 改写 
为 


9% 3 多 j ` 
дн? F дт? Б t (C. 3. 5. 16) 
€. д a с z 
ЕЩ ka e= 59, TETH Tayler 公式 确定 ， 其 一 阶 公式 为 
2 
И = Zalwc,am 00,000 — д. (C. 3.5.17) 
二 阶 公式 为 
а“ | 3 гдр, | 6 
a Q = TAA = 80,1 + Tja] + Anns + [5 (C. 3.5. 18) 
А (C.3.5.16) 式 得 一 阶 公式 
ПРИ до, т 
бо S= да T ЕИ кыды: 
二 阶 公式 请 读者 自行 列 出 。 
另 一 种 二 阶 公式 可 以 由 以 下 方法 导 得 ， 
由 于 3 一 一 《十 3 (С. 3.5.20) 
Ел RFN 
аф ag 9% 
n? дп дт? 
或 
аб азр. 
дп дт? a 
差分 后 得 
Кыт Eno 6 ag 等 [到 | _ [3v 
П A = з [a Pio EIN 2 | Ən ëj 3]. 
(С. 3. 5. 21) 
或 改写 为 
S сс 8 dvn) _ Anf dw 
б» =— убы Br P T фо) + д. ш ЕЙ 2 za) 


(С. 3. 5. 22) 
这 里 〈C. 3. 5.21) 式 的 必用 (С. 3. 5.20) RA. 


虽然 这 里 的 边界 条 件 只 有 一 阶 精度 ， 但 并 不 会 降低 整个 解 的 精度 ， 相 反 却 更 加 稳定 。 有 
时 使 用 比较 高 阶 的 格式 反而 不 稳定 ， 这 一 点 最 早 是 由 Kreiss 指出 的 。 


下 面 讨 沦 差分 格式 的 选用 。 
最 简单 的 格式 是 一 阶 和 二 阶 迎 风格 式 ， 即 
u t% = и +141 Z, 工业 A | + е i A ГА (С. 3. 5. 23) 
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这 是 一 阶 精度 的 。 


ж = сс. + Je D Ta T [3 — аан + hoa). 


дт 


+ 50-6 H; + ju; |) се шы sss + Фифа = Зуи, }) (С. 3. 5.24) 


这 是 二 阶 精度 的 。 后 者 用 得 比较 多 ， 也 比较 稳定 。 

最 常用 的 是 有 限 解析 格式 或 指数 格式 。 这 种 格式 在 BB 篇 中 已 经 讨论 这 ， 这 里 简单 地 回顾 
一 下 。 设 方程 为 

єн. + абх)н, = c(=) (С. 3. 5. 25) 
在 以 :点 为 中 心 ， (2—1, +1) KHAR а, < 取 w， c 值 ， 得 
gu + au; = c, ° 

方程 的 解 为 u=Ae В+ 22 
由 于 ulr) = agri = ti o BES 


ag aya +e + e Su) = 6, (С. 3. 5. 26) 
Еф, А=а/є, AS zip LiT Ti Ti- 或 进一步 简写 为 
сал A_ u, + аби; = с, ` (C.3.5.27) 
其 中 
Ке, Rea | E 
А = сој | Re, = |А|Ах б ЕЁ) 
А (C. 3. 5. 28) 
р й ш W; И; - 
Ar 
Kellogg 分 析 琉 明 格 式 精度 为 
«(аә — ul < SË (C. 3. 5. 29) 


c 为 某 一 与 s，A ЖЕГЕ. е0 а BES E, Ü 比较 大 时 有 二 阶 精 度 。 不 难看 出 , 当 Re, 


一 0 时 变 为 中 心 差分 格式 。Res 一 ce 时 有 自动 迎风 性 质 。 
这 一 性 质 可 以 推广 到 不 定常 情况 中 去 。 方 程 为 


ди If) _ 3u 
э Т әт "Jr (С. 3. 5. 30) 
格式 写作 
иши Р Р) (оиу — 200и" + Cuti 
+ z (C. 3. 5. 31) 
其 中 
a, Га Ах \ 
0, = — coth| 7 | 
Ж 27 2v | 
i С. 3. 5. 
jaf (C. 3. 5. 32) 
Ilan ; 


这 -~ 格式 由 Kellogg 在 1980 年 提出 ， 他 证 明了 本 格式 不 受 Rea 的 限制 。 
土 面 的 方法 结合 ADI 方法 可 以 得 到 二 . 三 维 问题 的 求解 过 程 。 在 直角 坐标 下 ， 关 于 旋 度 
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ЕДЕ Эа 


а эи 2 2% — vAË = 0 (C. 3. 5. 33) 


ЕВА ТАЕ Й 


ПР АЦЕ Койын] (Caso 
差分 格式 为 
ШАК + мер + AO = ЖАГАР (a) + È š ГАГА, (00) (C3. 5. 35) 
Eto 
| 
= Res ум / «С. 3. 5. 36) 
Use V= и 5% +v A 


求解 (C. 3. 5. 35) 式 则 用 交替 方向 的 格式 ， 即 一 个 方向 上 是 隐 式 ， 另 一 个 方向 上 则 是 显 
式 ， 具 体形 式 如 下 : 


Ë, > ç; U- L Ж, +: — Ub, li Vij i иі Vi- nil 
1 + JAE ш 2A7 


Jv lE y- AES Cat) а (в; ) — 2005"), + (о), ` 


11. 
hs дё Tih ГЕ Ар 
а Са Шы лы О р ЕИ wis, 
á x ш 2Аё £ 259 
2 
ЖЕ _ J (б, О, їжі — 26916), ШӘ (215), -j + (оь6"71), j=, — 2(о,"!)„ + a hij 
“h Аё 247° 
(С. 3. 5. 37) 
其 中 
U; = = Я (3U, 一 01-1) | 
1 (С. 3. 5. 38) · 
ү; = ra — Vy; 9 | Я 


边界 上 “+ фыр) 
以 上 格式 适用 于 中 等 雷诺 数 (~1000)。 可 以 证 明 ， 当 Re 增加 时 ， 误差 不 断 增加 ， 比 如 
Res: 比 较 大 时 


_ Res | Кем _ Rese 1 + e Pas 
ao = z coth 7 j= 2 Te Ёш 


= 


1 Rexe Жм + O (e ` Kas) 
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设 方程 只 有 方向 ， 则 (C. 3. 5.37) RE 


0 рр Вы 
i шд 7; 


K, AR T РА + Etl 
ш АЁ 


у= 
= ы^ еме 


相 容 方程 为 


在 Rex 比 较 大 时 (>4)， 即 会 出 现 附加 的 比较 大 的 人 工 粘 性 项 。 为 使 Res<4， 必 须 加 密 网 格 ， 
这 是 不 经 济 的 作法 。 在 高 Re 数 时 还 要 采用 更 高 阶 的 差分 格式 ， 这 一 点 将 在 第 六 章 中 子 以 介 
绍 . 

利用 上述 方 法 可 以 计算 平面 不 可 玉 缩 粘性 流体 绕 圆柱 的 流动 。 这 里 引入 的 6,， 7 为 


来 流 的 初 值 可 用 位 势 流 的 计算 结果 作 初 值 (位 势 流 存 在 解析 解 ) 。 当 时 间 趋 向 无 限时 ,， 流 场 计 
算 结 果 趋 于 稳定 , 其 计算 结果 在 Re=40, L/D=2. 0 时 如 图 C. 3. 38 所 示 。 与 之 相应 的 实验 照 
片 如 图 C.3.39 所 示 ， 其 中 L/D=2.1。 从 二 者 的 比较 看 ， 其 结果 是 可 信和 的 。 


B C.3.39 


对 于 不 同 Re 数 的 情况 ,阻力 系数 的 计算 结果 如 表 В. 3. 2。 其 中 Co 一 Fo/ 
力 系 数 。 与 实验 结 黑 的 比较 见 图 C. 3. 40, 


Т0-0%р) 38 
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实验 结 困 x + D 
本 文 结果 4 AA 


Forolorg (1980) eeo 


10! 
107! 10 10 10 102 O 10 10 10 
Re=Va/y 
C.3. 40 


应 该 指出 , 如 果 计 算 中 不 采取 任何 措施 , 则 Ке 数 提高 时 计算 仍 能 趋向 一 个 对 称 的 稳定 结 
果 、 这 与 实际 情况 不 符 ， 因 为 实际 上 会 有 交替 脱落 的 涡 产 生 。 为 此 在 计算 中 要 加 和 干扰， 我 们 
采用 的 方法 是 令 圆 往 沿 一 个 方向 转动 ， 又 向 另 一 个 方向 转动 ， 最 后 停 下 来 ， 可 以 看 到 涡 的 对 
称 脱 落 。 在 其 它 计 算 方法 中 存在 同样 的 问题 ， 这 一 点 将 在 以 后 的 章节 中 叙述 。 


3.6 ”用 有 限 元 法 求解 不 可 压缩 粘性 流体 流动 方程 


用 有 限 元 法 解 流动 问题 的 优点 是 对 流 场 形状 没有 什么 限制 ,边界 条 件 也 比较 容易 处 理 , 因 
此 长 期 以 来 人 们 一 - 直 在 想 办 法 将 其 应 用 于 流体 力学 问题 。 但 是 由 于 以 下 几 个 问题 而 使 这 种 努 
力 受 到 挫折 ， | 

(1) 流体 力学 有 粘 流 动 的 算 子 是 非 对 称 的 ， 不 能 形成 固体 力学 中 的 对 称 正定 刚度 阵 ， 而 
且 流 体力 学 中 的 有 限 元 一 般 生成 非 线性 代数 方程 组 ， 所 以 求解 比较 困难 。 只 有 少数 情况 下 
(如 理想 流体 无 旋 运 动 ， 极 缓慢 流动 等 ) 才 形成 线性 的 对 称 正定 的 方程 组 。 

D 有 限 元 方程 的 建立 、 求 解 比 有 限 差分 法 葛 廊 烦 得 多 ,而 且 计 算 不 定常 流动 时 私 一 时 
间 步 长 都 要 求解 一 次 ， 相 当 繁琐 ,所 以 人 们 更 愿意 采用 有 限 差分 法 。 : 

(3) 计算 表明 ， 在 计算 不 可 压缩 流动 时 ， 保 证 连续 性 方程 条 件 的 满足 是 十 分 重要 的 ， 由 
于 有 限 元 法 不 易 保 证 连续 方程 所 需 条 件 的 严格 满足 (至 少 是 在 离散 的 意义 上 ), 而 有 限 差分 法 
通过 修正 压力 使 连续 方程 条 件 得 到 比较 好 的 满足 ， 这 就 使 有 限 差分 法 在 这 一 点 上 优 于 有 限 元 
法 。 

鉴于 以 上 原因 ， 有 限 元 法 长 期 以 来 在 流体 力学 中 应 用 并 不 广泛 。 但 近年 来 由 于 计算 方法 
的 改进 ， 有 限 元 法 的 应 用 已 是 一 个 重要 的 研究 领域 。 本 节 将 介绍 有 限 元 法 的 早期 应 用 和 一 些 
改进 的 措施 ， 供 读者 参考 。 | 
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F 面 主要 讨论 平面 的 粘性 流体 流动 无 重负 化 后 基本 方程 为 


ди д 


Ja ду 0 | 
ди ди ди др 12е Pug Í . Р 
=— Sea Á к< 一 一 = 一 -| — + % к, ЖЕ B; 
а Т бл дул дд AEE ду?! (C7 3. 6,41) 
ду д". ди др 1 (а, дт, 
EU кезун = z == cA AN | 
Jt T ax ` ` ду ду Reið ` ду | i 


为 了 建立 有 限 元 方程 , 这 里 只 能 采用 加 权 余 世 法 。 在 方程 (C, 3, 6. D 中 待 解 的 变量 为 w. 
о, р. WA R 
omi = (对 于 7 从 1 到 2 求 和 ) ED E ] 
Г= г ЦГ. ` (С. 3. 6. 2) 
un = g( 对 于 7 从 1 到 2 求 和 ) ЖГ, |. | 
这 里 第 1 种 条 件 是 应 力 条 件 ， 第 2 АЛЕ Е. Biken 多 情况 人 下， 人们 给 出 茶 件 
= | 7.3.6 
| ; ВИ 〈 物 百 条 件 ) | (C. 3.6.3) 
当然 第 1 个 条 件 在 很 多 情况 下 只 是 近似 的 关于 压力 条 件 的 详细 讨论 可 参考 Gresho 的 文章 。 
现在 假设 有 3 个 权 函 数 W;，W,、W..， 则 加 权 余 量 公式 为 


| Ju дт | Е 
[+ ва = о 


‚Эх 


| Ë иа Боза L ак wados (C.3.6.4) 
а дл ду J 


ЕП 9х Rela ду! 


дъ .9v дъ | др lí ao д2 
š ү == 
| ut Sy Iy P л, 0 


如 果 考 虑 到 原始 的 推导 《〈 见 也 篇 )， 动 力学 方程 可 以 写作 
ди де ди д0,, да 0 | 


=н — Бъ а _ = = 
д T ER ә Jz Зу 
| Ы > МИ ни (С. 3. 6. 5) 
dv du U i Gry Ooy __ 
I P Озу Г Эл. Эу o | 
又 考虑 到 
до, де, \ 
ДЕЗ ГАТ 
дс„У„ Qo, W, əW, е gW, 
jl дх + ду = ax 9 ду ka 
= ф W.G.n, + ound — | |ou S + о„°у*|ай 
эп ы al ax “а, ! 
ре $ Wo d3 f) — | | б IW, +o, aW, 40 
0 9х ` ду ! 
类 似 地 ， 有 f 
[= + 29 wan= $ wada- | [eS о 27а 
nl Әл ду an ' а\ дт = ay 


将 它们 代入 СС. 3. 6.4) RE 
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5510,40 = 0 


PESE 
Е 


C a (С. 3.6. 6) 


АСЕ + °з] [® эг D ayl 


Е ИИА А 


一 Wa 2) + (— p + r,,)cos(n,y) J]W,da(2 = 0 
其 中 


т; тари ди; 4- s” 
T Rel дх, 


G,j = 1,2) 
ы | (С.3.6.7) 


' иу = Hsi = түл = х.х, = y 
为 了 形成 有 限 元 方程 ， 要 选择 试 函 数 〈 即 插值 函数 ) 和 试验 函数 

《 即 权 函 数 )。 在 这 里 压力 和 速度 需 采用 不 同 阶 数 的 插值 函数 ， 这 是 因为 。。,。 节 点 
压力 作用 下 产生 的 理想 流体 的 动量 传递 是 一 阶 的 ， 而 由 应 变 率 引 起 的 粘 — , wa 
性 动量 传递 是 二 阶 量 。 事 实 上 如 果 压 力 和 速度 采用 同 阶 下 近 时 ， 生 成 的 
代数 方程 将 是 病态 的 。 如 果 采 用 不 同 阶 则 可 交 服 这 一 困难 。 所 以 这 里 采 
用 混合 单元 的 方法 , 比如 用 三 角 单 元 , 则 在 3 个 顶点 及 3 个 边 中 心 点 上 定义 速度 值 , 而 在 3 个 
顶点 定义 压力 值 (图 C. 3. 41)， 于 是 


I C.3.41 


и = Ууф Ои, 
v = уур! (тэ (С. 3. 6. 8) 
p =} pr)p, 


其 中 Ф“, ф*, ф? FPA us vs 户 的 插值 函数 ， і, 了 为 节点 ， 另外 将 W,, Was W, уф? p”, 
р", РЕЖА (С. 3. 6.6) 式 得 | 


JE 2950) + >x нош =й (С. 3. 6. 9-)) 
|, (O| Је и + Yurapi 76 ГЕ" 
j P: Pi g? ap; 
+42] Эре! + ЭЕ ax J ду п > ay + > эх?” ао 
一 [cc Р + т,„)соѕ(и,х) + т.соѕ(л,у) Jeda) = 0 (С. 3. 6. 9-2) 
N “s . 29; - „ аф} 
| (o| Зе, + np = + узалар! | 
л agi үл д? apiy < 2 дф? 
[Z| у 26 v+ > Piu) |+ у= РР! + Re 20% =] jan 


-| [ecostnsz) + (— р + т,,)соѕ (л, у) ]220 = 0 С. 3. 6. 9-3) 


12 
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可 以 看 出 〈C. 3. 6. 9-1) 式 有 J 个 ,J 为 定义 未 知 量 p 的 节点 数 。(C. 3. 6. 9-2) sË É (C. 3. 6. 9- 
3) 式 各 有 了 工 个 ,其 中 了 为 定义 未 知 速度 量 的 节点 数 ， 不 难看 出 方程 是 非 线性 的 。 上 式 串 简化 


3 | 
! I 
УА, + 5:8, = 0 j = 1,9,5, 
J 
Pan 十 УА, „улэ T УВ, в. — УРФ, 
лы? Кит B 
+ Уа + Yapu = Q ј= 1,2,1 
І £ ё 1 
Y Brv + РЯ + D Ba. ata + DAP u; 
i=] 4122 ilai? É 
1 
+ BP, 一 DPPH =Q! 7 一 1, 2 
7 一 1 
其 中 


А -| 22! над, B; = | gian 


> 
Е 


дф» u 
| Ф; ёа, А: 2.3 — = |, gp: Figan 


Baws =f 


8 


n psd, PP = for Eaa 


9 ду 
2 203 99: у; e 201, 
(Š Э aa 


A 

A; = |, дх Re ду ду 
wf 1295 27 

Ву |, Ке ду 37240 


Q; =]. [(— $ + r,.)cos(zx,z) + т„соз(п,у) pidan 


9 
77190, А, 2) 一 - {, Ф £i pida 


Bi Tam де pyd, РФ = [, pt r Tian 
(2) 1 99’ 29; 
4; аКе ду дх 2 


о _[ [| 1 ае; ag; ee 
a -| 起 Dr dr Re ду ду ай 


Q; =| [escosn х) + (— P + t,,)cos(n,y)]e;da0 


由 (C. 3. 6. 10) 式 可 知 ， 坟 程 是 非 线性 的 ，(C, 3, 6.10) 式 形 式 上 可 写作 
TV+ EVV + AV = Q 


EPV 为 列 向 量 , Т, E, А 为 相应 的 系数 矩阵 ，V 列 向 量 是 由 u,v，p 组 成 。 


(С. 3. 6.10) 


(С. 3. 6.11) 


(С. 3. 6.12) 


定常 问题 时 了 =0， 只 需 解 一 个 二 阶 代数 方程 组 ， 可 以 用 和 迭代 法 求解 。 当 Re 高 时 难度 则 


很 大 。 下 面 介绍 几 种 求解 方法 。 
1. 牛顿 - 拉 翡 进 法 
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设 方程 组 为 


F= | | (C. 3.6.13) 
则 解 为 如 下 的 适 代 ， 即 
E уй e (52) FR”) (C. 3. 6.14) 
ЖАК Re， 可 以 用 
дуе» =— (EVVT) + Q (C.3. 6.15) 


也 能 得 到 收敛 的 解 。 但 对 高 Re 难度 很 大 。 
对 于 不 定常 流动 ， 时 间 方 向 可 以 用 前 差 、 后 差 或 中 心 差 。 前 差 时 


Vet с у 
+ (EVVT + АУ) = F° (С. 3. 6. 16) 
后 差 ， 即 隐 式 格式 
ү“! D ұу 、 | З 
Т^——у—— + EVV? + AV? = ЕУ (С. 3.6.17) 
中 心 差 ， 即 Crank-Nicolson 格式 
= Vet) 一 уо 1 # E 
есер ta [CEvV FAV) 
+ (EVVT + AV)™®] = T [Fern + F°] (C.3. 6.18) 


йиш. аз АТААР, КЕЗЕ; ЗИН ЯА, {Н 
必须 注意 At 的 限制 。 因为 格式 是 有 条 件 隐 定 的 ， 其 稳定 条 件 的 选取 只 能 作 一 近似 的 分 析 .。 Ë 
先 把 (C.3.6.12) 式 作 近似 线性 化 ， 也 就 是 说 改写 为 


TV+ EV + АУ = Е (C. 3. 6. 19) 
然后 得 到 
VTE, + AWV =TOF (С. 3. 6. 20) 
Hài ET! (EtA) =D Е, Н 
Mlm = max{]à»]} (С. 3. 6. 21) 
于 是 稳定 条 件 为 
А < тат (С. 3. 6. 22) 


其 中 hu 是 最 小 网 格 直径 。 有 时 了 是 一 个 不 可 逆 阵 , 一 般 说 要 将 关于 连续 方程 的 方程 列 出 来 ， 
得 到 一 组 方程 , 将 其 余 方程 组 合 起 来 ,然后 作 类 似 分 析 。 但 实际 上 | MA。 本 身 的 估计 就 十 分 困 
难 ， 所 以 只 有 用 实际 运算 来 估计 。 | 

这 一 方法 可 以 推广 到 非 牛顿 流体 的 流动 。 | 

ЭРАГА ПРЕВАРА ET КЕТЕ, А ЕСА. MEZA 
的 也 只 是 一 个 估计 ， 所 以 这 里 不 作 介 绍 。 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 的 专著 。 

后 来 为 了 适应 流动 问题 的 计算 , 有 限 元 方法 也 有 了 一 些 新 的 进展 , 下 面 对 此 作 简 要 介绍 。 

2. 迎风 有 限 元 

这 一 方法 的 思想 和 迎风 差分 格式 有 同一 基础 。 为 了 说 明 迎 风 有 限 元 的 思想 ， 先 讨论 一 阶 
常 微分 方程 
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аи du _ 
| (С. 3. 6. 23) 
и(0) = (1) = 0 
它 的 解 为 
Àr 
u= 11. 2 =i (C. 3. 6. 24) 
其 中 A=a/& 
如 果 用 有 限 解析 法 ， 所 得 的 差分 格式 为 
шы Q | еш +еш у (С. 3. 6. 25) 
Алу л, 
š a 
ЕФ А-А • Ar=aAr/k 
上 式 可 改写 为 
= sz ў А жу де. Р ; 
а #0 oe +k 5 + =з fin да+ "єз > 1 (С. 3. 6. 26) 
或 
Ui — U 1 À А иа 一 2и, 十 ti-a л Ж Ре 
ar PSEA 上 3ecth 了 ) А (С. 3. 6. 27) 
Ж | 
Шыу 一 Hi- ш + 一 2u; + tti а А А А ipy — 2и; F wil 
Ж ды ГТ Ат? [55-1] Ат? m 
| (С. 3. 6. 28) 
这 里 相当 于 增加 -- 个 人 工 粘性 项 ， 粘 性 条 数 为 
, 2 À ИНЕ b: 
k Е ° || (С. 3. 6. 29) 
另 一 方面 〈C. 3. 6, 23》 式 的 上 风格 式 为 
= ®ы с Нез Ба 11 (С, 3. 6. 30) 
下 风格 式 为 
— kt 2 +a tr = 1 (C.3. 6.31) 
将 上 、 下 风格 式 组 合 得 
к Uit 一 2и; + i—i W; — Ui _ Шр Ии; | 
s +aļa а 0 а) jË і (C.3.6.32) 
其 中 的 选用 方法 是 
a > 0 HÍ 1282 + 
| (С. 3. 6. 33) 
a < 0 Bf Таро ` 
比较 (C.3.6.32) RE (C.3.6.28) 式 可 知 当 
adayi лый” Т | 
eao katha Я (С. 3. 6. 34) 


时 ， 二 式 完全 相同 ， 这 就 是 说 《〈C. 3. 6. 34) RE a 的 最 优选 择 。 
+280" | 


БЕ, ШЖ (C.3.6.23) ЖЕНУ RJ Е, Шил! {ҮРЕ 26 ЛУ ЕН Cs Ü BIL 
的 形式 。 计 算 结果 可 能 产生 振荡 ， 而 用 上 面 (C. 3. 6. 28〉 式 的 上 
风格 式 则 可 以 得 到 误差 最 小 的 解 ( 与 精确 解 比较 )。 
像 这 去 一 样 将 方程 记 作 Cx) = f , 设 加 权 通 数 为 内 , 则 余 量 
法 要 求 
[оао — swan = 0 (C. 3. 6. 35) 


RW AH gs pE (xz, 1， zj) K (zj, zjt1》 中 分 别 为 两 个 
线性 函数 ， 如 图 C. 3. 42 中 粗 实 线 所 示 。 
而 在 上 风 有 限 元 中 ， 则 设 
се ra <: <<= 
W, = | (С. 3. 6. 36) 
gír) 一 > (ЖЫ сл, >, < == Жу 
其 中 
h; = z; — 2,1 
йы = Zj 一 Z; 
NE) = 36(1 — £) 
显然 如 图 所 示 e,>0, 故 上 风 占 优 ; si 利用 WV,， 可 以 对 《C. 3. 6. 33) А 
作 有 限 元 ， 由 此 得 


+a Lte 1 + au; + L ~] 
=1!1+& L Ета Ва И (С. 3. 6. 37) 
34 h =h a =Ar 时 ， 上 式 可 得 
ңі РЕ а) 2и; 一 а ZPY. q q шт = 1 (C.3. 6. 38) 
显然 当 a=cth 21у, 另外 很 容易 证 明 稳定 条 件 为 
HES? 
m sss 2, | (C. 3. 6. 39) 


从 上 面 简单 的 钢 子 中 可 以 看 出 ， 上 风 有 限 元 的 实质 是 将 权 函 数 向 上 游 扭 曲 ， 使 得 建立 的 
有 限 元 格式 具有 迎风 性 。 这 一 思想 可 以 推广 到 二 维 问题 中 去 。 


二 维 时 对 流 扩散 方程 可 以 写 为 
~ kAu Ба Vu = f | (C.3. 6. 40) 
ulr 已 知 
选 权 岗 数 为 Wi， 则 由 加 权 余 量 法 可 建立 下 面 的 方程 | 
[С-да ta ун — 70,40 = 0 (С. 3. 6. 41) 
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分 步 积分 后 得 


l: [уи TW + (a ди), — /W,Jan — |е RW, Sda0 = 0 (С.3.6.42) 


可 设 u= Dug (C. 3. 6. 43) 
在 三 角形 单元 时 
WCE ES) = Š, — 3af, + 3a,Š|Š, | 
Wa CEEE) 一 一 306,6, + за, 
МСЕ) = £, — 30,66, + 3е,5,ё, 
ДФ ё, 6, & 为 单元 的 面积 坐标 . 
3. 集中 质量 矩阵 法 
对 于 一 、 二 、 三 维 流动 采用 线性 和 二 次 等 参 元 以 及 适当 的 积分 公式 ， 就 可 将 质 基 和 矩阵 化 
为 对 角 线 矩阵 ， 从 市 大 大 简化 计算 。 
下 面 以 二 维 流动 的 4 节点 和 9 节点 的 等 参 元 来 说 明 这 一 点 。 
质量 矩阵 中 的 元 素 为 
M, = | ерда = У мумгапырар (C. 3. 6. 45) 


函数 NJ 具有 如 下 的 性 质 


(C. 3. 6. 44) 


М (E,W) = Š, (C.3. 6.46) 
对 于 4 结 点 和 9 结 点 的 等 参 元 分 别 用 梯形 公式 及 Simpson А36, WA ' | 
| fan =f ifi /EDIOE, Ndédy 
(С: 3. 6. 47) 
= re, 290, (WwW, 
其 中 п 为 积分 结 点 数 , 梯形 公式 == A сари 公式 n= 二 9,W 为 积分 权 数 。 梯形 公式 全 部 W， 
=1, Simpson 公式 中 ，4 CAA W, =1/9, 4 个 边 点 为 WW 二 4/9， 中 心 点 W, 二 16/9。 


a т“? а ж 


9€ а 

JOE = Е S И (С. 3. 6. 48) 
у Rd 
£ 27 


为 Jacobi 行列 式 ， х 
ate: == 2,М ра 


t (C.3. 6.49) 
yo АК Ум (ё, 7)5 у? . 


p=} 
将 这 些 公式 代入 M 的 计算 公式 ， 可 得 
ме = | ¿NPNPan = 8, lJ? W, 


-47) 3 е W 
以 上 8 表示 如 果 总 序号 ; RIETAN p 点 重合 时 为 1 否则 为 零 为 单元 总 数 ,为 单元 上 
的 节点 数 。 
4. 集中 质量 的 迎风 有 限 元 法 
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(C.3. 6.50) 


ДАЧ 


大 家 知道 ， 迎 风 有 限 元 法 的 权 函 数 是 非 时 称 的 ， 权 函数 比 形 函 数 复杂 ， 所 以 计算 工作 其 
比较 大 ， 对 扩散 项 处 理 带 来 了 不 合理 的 结果 

' 为 了 解决 这 些 问 题 , 1980 4, 吴江 航 在 Galerkin 有 限 元 的 范 
нен ЖЯ “种 集中 质量 的 迎风 有 限 元 法 ， 其 思想 是 针对 方程 


3 + ve) = V; (ус) 7 CC.3.6.51) 


Epe 为 某 一 标量 ，* 为 流体 运动 速度 ,& 为 一 常数 ， 

首先 进行 时 间 上 的 差分 离散 ， 在 时 间 差 分 的 时 间 间 隔 中 ， 在 
| Cs “迎风 ”位 置 
х* = x — ауАг (C. 3. 6. 52) 


y 


计算 对 流 项 ， 如 图 C. 3. 43 所 未 。a 为 迎风 度 。 


于 是 有 
V * (су) = Кан — ау" ЛА ,nAt)v] , 
+ (o) У * (уу, ус) + OCA) (С. 3. 6. 53) 


m 4.1 
— + V (ce) = V (ус) + V Qy + усам + f (С. 3. 6.54) 


对 上 式 采用 一 般 Galerkin 有 限 元 法 即 可 求解 。 
采用 4 结 点 或 9 结 点 等 参 元 ， 分 别 利用 梯形 或 Simpson 公式 就 可 得 到 另外 一 种 集中 质量 
的 迎风 有 限 元 格式 。 
这 种 方法 的 优点 是 可 以 采用 通常 的 Galerkin 表达 式 的 算法 和 程序 ， 对 于 一 、 二 、 三 维 问 
题 可 以 进行 统一 处 理 , 缺点 是 引入 了 张 量 粘性 © Oe Vaar. FERR, 计算 量 也 增加 。 
更 为 简单 的 是 集中 质量 的 迎风 有 限 元 法 ， 其 主要 思想 
是 在 一 阶 三 角形 网 格 上 ， 将 具有 连续 质量 分 布 的 流体 用 集 E, 
中 质量 表示 (质量 集中 在 三 角形 网 格 的 结 点 ), 即 p (z, у) 
近似 为 | 
Р(х,у) ~ >] Mè 一 Toy — у) 


(С. 3.6. 55) 
对 于 不 可 正 缩 流体 ，o Or, у) =1, M,= A;, ЖР 
题 , A 为 三 角形 网 格 上 结 点 书 的 集中 质量 区 域 的 面积 , 这 
一 面积 如 图 C. 3. 44 所 示 。 
仍 以 C. 3. 6. 51) 式 为 例 ， 用 二 ЖЕ, 则 


x = 
[s реч Е [яа эс) p 30 


=f #3 &9°дәй— fava. Jedn 
+ fay DAD — х,у — y) faQ (C. 3. 6.56) 
?”=1 


@ Eao, WEERTS S 
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De а 
Ар) =- Djeve ‚урай + c; + AS 


其 中 | De), 在 迎风 单元 上 离散 ， 取 为 


1 THI 一 „пт 
р) -+ vy 
at — (" 
一 一 A “十 aicy 十 ia + a;cy 


其 中 
1 л n 
2 = ya [а (y; 一 yz) + ® (ль — Ха) ] 


аә = 55910070» — у) + (z; — zp) ] 


ан 一 озо» з Уш) + VC Tig Dr xa)] 


ias Tips Tirs Vias Vif» x 是 i 单元 中 а, B. y 点 的 坐标 ， So 为 单元 的 面积 。 


这 样 ， 由 (C. 3. 6. 58) 式 可 得 


С = [1 — (a, + ӘМ — Уа + Б) + frt 
е1 


Pa 为 p; 的 相 邻 结 点 ，n; 为 相 邻 结 点 数 


йш = ;gi8 + а, ik iY 


РЕ HG У) Dg g BLIR A, 
=] 


а=! А= 1 
Е А 3 了 ` 
Ta] е 
2 с >; 2; [p 5 LPL a т? 
e=] 4: a=] v=1 


FOP — у?) Су? — yd /A 
a, В, Y=1, 2, 3; А, и, u=1, 2, 3, ТУНЕР. 
可 以 证 明 ， 当 三 角形 的 所 有 内 和 角 均 为 锐角 时 
а >0 ар<0 аә <0 
а + а + ат = 0 
b>0 А20 k=l, yem 


b, + > Iba = 0 
k=1 
| V k 
0<а< 7 0<6 3 


其 中 У =max V “0, d 为 三 角形 单元 中 最 短 牌 线 之 长 度 。 
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(С. 3. 6. 57) 


(C. 3. 6. 58) 


(С. 3. 6. 59) 


(C. 3. 6. 60) 


(С, 3. 6. 61) 


(С, 3. 6. 62) 


Яв 


当 мт В. (C.3.6.60) 式 中 有 端 所 有 系数 皆 为 正 ， 其 和 为 j， 央 而 有 


[тте 
mine! + min f*Az < et! <Ç шахс} + max f1Az (C. 3. 6. 63) 
1 ?; "j 
即 当 лг= M 
d di 
„min £ “к min Me = ‚тах pta max A (С. 3. 6. 64) 


T. yC ü 
ЄЗ - 0, Si 


AEM 《C.3. 6.58) 格式 是 -稳定 的 

5. T] PB 06 

在 有 限 元 方法 中 有 3 种 不 同 的 方法 来 处 理 不 可 压缩 的 约束 条 件 。 第 1 种 方法 是 将 压力 的 
插值 函数 当 作 Galerkin 方法 的 权 函 数 , 第 2 种 方法 是 选取 速度 及 插值 函数 对 于 每 个 单元 在 积 
分 意义 下 满足 不 可 讨 缩 条 件 ; 第 3 种 方法 就 是 罚 函 数 法 。 

罚 函 数 法 主要 特点 是 在 连续 方程 上 人 为 地 加 上 一 虚 没 项 于 р, 3 1/40 时 这 一 项 就 没 


有 了 。 这 时 连续 方程 为 


J” +v- v=0 (C. 3. 6. 65) 


其 它 方程 和 边界 条 件 林 变 。 当 4 很 大 时 就 越 逼 近 真 实情 况 , 但 4 太 大 计算 又 有 很 多 困难 , 所 以 
本 方法 只 作 参 考 使 用 。 

利用 有 限 元 法 计算 的 例子 很 多 ， 这 里 介绍 几 个 基本 例子 。 

方 框 流 的 计算 是 检验 此 方法 的 一 个 重要 例子 。 其 边界 条 件 如 图 C. 3. 45 所 示 。 

图 C. 3. 46 是 方 框 流 的 网 格 划 分 的 示意 图 。 图 C. 3. 47 是 方 框 流 的 计算 结果 。 从 计算 结果 
看 与 其 它 方法 的 结果 基本 相同 。 
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图 C.3.45 ËH C.3.46 
К] C. 3, 48 是 Periaux 计算 进 气 道 时 所 用 的 有 限 元 网 格 。 图 C. 3. 49 是 由 计算 得 到 的 不 同 
时 刻 的 流 场 情况 。 计算 是 在 IBM/370/168 机 上 完成 的 。 
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гї хы 


t =80 时 间 步 ; z=100 时 间 步 
图 C.3.49 


3.7 用 有 限 解析 法 求解 不 可 压缩 粘性 流体 流动 方程 


这 里 讨论 的 有 限 解析 法 也 是 用 来 解 具 有 原始 变 且 的 N.S 方程。 方法 日 前 已经 得 到 广泛 的 
应 用 .在 上 一 节 中 讨论 的 有 限 元 法 ,一 般 情况 下 计算 
比较 困难 ,人 们 都 希望 用 差分 方法 ,这 种 有 限 解析 法 
是 差分 方法 的 一 种 改进 ,在 B 篇 中 已 作 了 介绍 ， 这 
里 主要 讲述 如 何 应 用 该 法 求解 N-S 方 程 。 

为 了 适合 于 有 限 解析 法 的 应 用 , 首先 将 N-S 方 
ЕЛШЕ ё, т 中 写 出 如 下 的 形式 (图 
С. 3. 50): 


е ə а 
设 U=u TET 图 C3-50 
(C.3.7.1) 
2z 


它们 是 速度 在 与 了 线 正 交 的 方向 以 及 与 上 线 正 交 的 方向 上 的 速度 分 量 。 
N-S 方程 可 写 为 : 
Us + / U, Кел 2 Aty, Ке Ary, 
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„Кеб, ке aP; + ВР) 4: ке L (AUTU? + AUV + ДУЗ) 


— 10-280. + АТУ, + АТУ, + A'U + A'V) 


“Q 
作 ` 
АЁ Ке U, + f.(P.,P FU V VeV Ua) (C.3.7.2-1) 
JU — H: JV — Ву 
Ve + 6 n B V, — Кеј > "у, 


= Rev, = Rel (вр, — ару + S Rer (BUY + В ШУ + BYV?) 


— 1 28У, + ВУ, + ВУ, + ESU + B'V) 


ш 
Ке V, + fylP:, PU, V, V. VgL ip) (C. 3. 7. 2-2) 
连续 方程 
aU av Я а 
sz + T (C. 3. 7. 3) 
其 中 a = z + y = хр + yt = Хет + Yaya 
(C. 3. 7.4) 


д(х,у) дхду дхду 
9(€,7) 22 27 34 3E 
REMAP A, e B" 都 是 与 几何 参数 有 关 的 量 ， 它 们 的 表达 式 请 读者 自行 导出 ，Re 为 雷 
诺 数 ， Р= р/р, 
«С. 3.7.2) 式 可 以 改写 为 紧凑 的 形式 ， 即 
Us + СУС, — 2А, — 2B°C"U,= f° | 

| š 六 (С.3.7.5) 

Ve + CY n ЕЕ 2A Ve = 2ВҮС'\ V, = РМ 2 


J= 


其 中 
row [YA po {RdU~— AY) pe _ [Ку — At 
Ее = ей Е 2а JB =| 27 |: 
(840) р (кеу 87 ҮК 
p- (820, +A), p= г; ъл), 
REFE Р Em PLA, WA С. 3.51 所 示 。 NW Мс МЕ 
现在 (C.3.7.5) 式 与 B 篇 第 4 章 的 WE р ЕС 
(В. 4.3.1) 式 形式 上 相同 。 这 里 的 系数 由 于 用 
P 点 值 代 替 而 常数 化 了 ， 所 以 那里 的 方法 可 以 SW SC SE 
原样 照搬 ， 即 ËJ C.3.51 
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Up =С иу + СШ ус + Ск кє 


+ бм — СШ + СС к 


+ Але СО – СЕ" i (C. 3.7.7) 


Vp = Cha V yw + СУ е + C ХУ ye + CswV sw 
+ CycV se + CseVss + Су Уас + СУ ze — Chf 


或 简 记 作 
U, = 2 CsU, 一 CR 
(C.3.7.8) 
V, = D OVa kas СЛ 
由 于 


(C.3. 7.9) 


r= (ер, +), ~ + /le | 


ў ko v. А) 2 Ке" Ур “w 


— 
a 


+ fr |> 
代入 (C.3.7.8) ж. 计 及 松弛 因子 ， 整 理 得 


(1+ }}[1 + ЖЕ U; 

= БС» — Cf + helon + [1+ a 

I (C.3. 7.10) 
[1+ | [з + ЖЕУ; 


Секе 


= Ус Уш СЕЛ + 


РРС РОН ЕТ H. 故 只 有 这 两 个 方程 是 不 能 
确定 解 的 。 为 了 得 到 满足 连续 方程 的 解 ， 必 须 修正 压力 人 入， 使 之 满足 连续 方程 。 修 正 压力 的 
过 程 是 一 个 比较 麻烦 的 过 程 ， 目 前 主要 采用 SIMPLER 方法 来 修正 ， 其 具体 作法 如 下 ; 

为 讨论 简单 起 见 ， 首 先 在 让 角 坐标 下 讨论 压力 修正 问题 。 曲 线 坐 标 下 的 修正 实际 上 是 类 
同 的 。 

为 了 保证 准确 满足 连续 方程 ,如 何 布 置 压力 与 速度 的 定义 节点 是 一 个 比较 重要 的 问题 , 遂 
常 有 如 下 几 种 可 能 的 布 冒 。 

最 简单 的 方法 是 特 压力 和 速度 定义 在 同一 点 上 , 此 时 王 点 的 压力 梯度 可 以 用 W, E 二 点 
的 值 来 计算 {图 C.3.52), ED 


， y 
A 


2), = #® Рк ¿C.3.7.1]) 


дт 2AT 
而 (32). = =” (С. 3. 7.12) 
这 里 , ЖУРАЕВ pw. prs Ж 
于 到 点 的 动力 学 方程 涉及 PP 点 和 EE 点 的 压 
БУК 力 ， 因 此 形成 了 有 阴影 的 和 无 阴影 的 网 格 的 两 
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ERI. CHH AE ННВ ТЕ E. ARER ЕХЕ. TE n ñE 
发 生 错 误 。 这 一 点 比较 容易 说 明 ， 比 如 所 有 有 阴影 的 网 格 内 的 压力 是 … 个 常数 ， 所 有 无 阴影 
网 格 的 压力 为 男 常数, 这 时 每 点 的 压力 梯度 都 为 零 ， ЕОНИ 
Хе 2и БАЕ ЛА 5), MITA RHEA АК ЈАК. ОТ Дн R HIRE i АЕ Jy 
程 ， 文 种 布 赏 是 不 合适 的 。 

一 种 方法 是 将 压力 点 设置 在 网 格 中 心 ， 而 速度 点 布置 在 网 格 节 点 上 ， 如 图 C. 3. 53 所 
Шын калыл о. 


ар _ 1Грхк — jx | Рк [> н 
ЕЕ x 9 | Ат T Ay ] (C. 3. 7. 13) 
而 质量 守恒 方程 为 
A Е j + Гое E Dia таю + i z= 
| 2 2 Ay | 5 2 Аг = 0 
(С. 3.7. 14) 


му | у | xz 


и 
v 
w. 25 U 
NW (NW)! (N) | (NE) 
. y E) 
ow oP ° E ° ki Р EL. 
W) | (P) (E) 
ИЛ oS aSE| o SW 5 SE 
(SW) (S) W (SE) 


| C.3.53 BI C.3.54 
所 以 车 NE, NW, SE. SW, Р вв АЕ. 上面 的 连续 方程 可 以 比较 正确 地 满足 ;如果 
N, NEE, S, SEE, 上 点 的 压力 正确 , 可 以 使 点 的 连续 方程 得 以 满足 、 国 此 这 里 又 一 次 出 
现 交 错 的 情况 ， 所 以 这 种 在 总 辣 样 是 不 合适 的 。 
比较 好 的 方法 如 图 C. 3. 54 所 示 , 压力 点 设置 在 网 格 中心 , U 点 设 园 在 网 格 诺 右边 .VV 点 
设置 在 网 格 的 上 下 边 ， 在 关于 (E) 点 的 z 方向 的 动力 学 方程 中 


[др _ Ре — pr s À, 
| A (E) Е Ат (C: 3-7-1) 
关于 (N) 点 的 v 方 向 的 动力 学 方程 中 
ap) Px 一 pr ' 
J L = (С. 3.7.16) 
连续 方程 则 为 
Gua) 一 нао) Ду 一 (Vas 一 V. )àr = 0 (C.3. 7.17) 


: 涉及 的 压力 点 为 N， S, E, 凤 ， 已 ， 可 见 压力 点 的 值 是 紧密 相关 的 ， 不 会 出 现 前 面 所 说 的 情 
况 , 同 时 连续 方程 也 能 在 积分 意义 下 准确 地 得 到 满足 ,这 种 
网 格 的 压力 ,速度 是 错位 的 ,所 以 也 是 错位 网 格 (Staggered 
Сіта), 或 者 又 叫做 MAC R (Marker and cell) 。 用 这 种 
网 格 并 且 进 行 压力 修正 的 方法 也 叫 MAC 法 ， 关 于 这 种 差 
分 方法 将 在 下 一 节 中 加 以 介绍 。 

上 述 配置 压力 .速度 点 的 方法 可 以 推广 到 曲线 坐标 ,这 
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时 速度 和 压力 的 布置 点 仍 类 似 于 直角 坐标 系 的 情况 。 由 于 U,V 分 别 与 坐标 线 本 身 正 交 (尽管 
坐标 线 本 身 不 正 交 一 一 参看 图 C. 3. 55)， 这 时 连续 方程 为 
{Ug = Um) Aa + (Уу) — V. )АЁ = 0 (C.3.7.18) 
故 仍 保 证 在 积分 意义 下 满足 连续 方程。 
现在 有 了 正确 的 压力 、 速 度 配置 ， 就 可 以 讨论 压力 修正 了 。 


动力 学 方程 可 以 写作 
ди Р 
зрее (С. 3. 7.19) 
这 里 己 为 p/p， 其 它 项 为 简化 而 未 详细 写 出 。 上 式 差分 后 得 到 
м"! — u" a (Pr! — Р") ar” 
шет гуч Ja + + (C. 3. 7. 20) 


如 果 由 向 n 十 1 计算 作为 第 1 步 ， 由 于 P" ;不 知道 ， 所 以 先 设 P"™ 等 于 Р", RE eh 
u”! 1!， 这 里 表示 zx"+' 是 不 满足 连续 方程 ， 它 满足 


РЫ, — џ" ар" 


А; == + (C.3. 7.21) 
将 (C.3.7.21) RE (C.3.7.20) 式 相 减 得 
tl ц! Э ppr — P") i 
T ZW РУЧЫ РА (С. 3. 7.22) 
类 似 地 有 
у" == y аР"! 2 Pr) | 
N = Jy (C. 3. 7. 23) 
引入 记号 
èP = Pr! — Р" (C. 3. 7. 24) 
上 二 式 可 写 为 
a+l _. ртт 
VLE S- vaP (С. 3. 7. 25) 
二 边 肥 散 度 ， 则 由 于 V**' 满 足 连续 方程 ， 故 有 
V | Vr = 0 | ‹С. 3.7.26) 
由 此 可 得 
1 š "+1 一 . 
aY V V + Và) (C. 3. 7. 27) 
写 出 差分 公式 为 
lluq 一 и» + viN — sun) — L: 一 SP _ ёР„— “3 
А Ах Ау Ат Ах 
T Р, — Р, dPp — òP; 
+ re ху = a ] (C. 3.7. 28) 


由 于 V+' 已 知 , HL СС. 3. 7. 28) 式 是 关于 P 的 方程 , 求解 后 可 得 SP, 再 由 《〈C. 3.7. 25) 式 
得 


VA. VƏP (С. 3. 7. 29) 
但 是 直接 求解 〈C. 3.7. 28) 式 是 比较 困难 的 ， 一 个 方法 是 将 (C 3.7.28) 式 改 写 为 
xD: = |22 + дл | ёр, (С. 3. 7. 30) 
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这 里 8, 5-а 95, Рр Вр (C. 3.7. 28) 式 左 端 括号 内 的 值 ， 它 是 已 知 的 。 由 上 式 可 得 


Р. == — б = (С. 3. 7. 31) 
这 一 值 是 不 完全 准确 的 ， 故 记 作 ӨР, 5, 
Рі 1) = PE СЕЕ! + ёр (С. 3. 7. 32) 


(8-10) 


然后 再 将 pes Р", RAMEE EE SP” |е Aib, FRERE | wiu | 
< Ж || РЕ” | Сез 一 般 应 三 者 都 达到 后 才 进行 完 一 人 时间 步 。 但 如 果 计 算 定常 流动 时 ， 则 
和 迭代 不 必 进 行 ， 因 为 本 身 就 是 选 代 次 数 。 

上 曾 的 方法 可 以 推广 到 贴 体 坐 标 ， 此 时 《〈C. 3,7,2》 式 改写 为 


0 а 8 
a JT ant (C. 3. 7. 33) 
К 7 `. 3.7. 
Эр Pes Pau E 
类 似 地 有 
ре 一 £a: _ а 8 
F 一 一 了 Pt + 78Р, 
(C.3. 7. 34) 
x = ӘР: 一 šP, | 
' . aU aV 
由 于 л. (С. 3. 7. 35) 
故 类 似 地 可 以 有 
ifm- бај н — Vis, 
= = а 5] I 
МеН а Е ŠP, ӧР, ы „у ‚8 [== Pse ôP yw TA =i 
JAE дё AE 2J AE 2A7 257 
e р с тш ары авал, э рар, —ар._ ав. ар, 
27А 2Аё 2АЁ ЈА Аў Ал] ] 
(C. 3. 7. 36) 
或 近似 地 记 作 
工 门 22 , Уа 
gP =- jap + |8 èP, (C. 3. 7.37) 
或 
siP =- 一 一 一 Ар. С. 3. 7. 38) 
2At —| 55 + x= 
J (22 P 


这 里 需要 选择 5, 的 值 。 计算 表明 ， Bo 在 (0, 2) 之 间 。 当 网 格 大 小 变化 较 快 时 ，B。 不 应 太 大 ， 
对 于 不 同 的 点 应 当 取 不 同 的 名 值 ， 但 选用 原则 不 明 ， 尚 待 进一步 研究 。 

应 当 指出 ， 按 (С. 3,7. 28) 式 修改 压力 是 比较 简单 的 方法 ,但 迭代 次 数 比 较 多 。 因 此 人 
们 又 研究 其 它 修正 压力 的 方法 ， 其 中 最 常见 的 是 Spalding 和 Patankar 发 展 的 SIMPLE 法 及 
其 改进 方法 。 

SIMPLE 是 压力 相关 方程 半 隐 方法 (Semilmplicit Method for Pressure Linked 
Equation) 的 简称 ， 它 的 基本 思想 概述 如 下 。 
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为 方便 起 见 ， 只 讨论 青 角 坐 标的 情况 。(C. 3. 7.10) 式 中 考虑 到 f, / 中 关于 压力 项 的 


зка ( 见 (C. 3.7.2) 式 )， 可 将 压力 项 分 离 出 来 ， 得 到 


а" = D CU e + AE Pe — Pp) + ft: 
"ё 


а = > CXV, + АРУ РЮ + f 


nb 


其 中 
= fi + Elfa + е” АЁ = CẸReJ 
at = (a+ pih К) а= Ce 


(С. 3. 7. 39) 


(С. 3. 7. 40) 


f, Л 为 其 它 项 之 总 和 ， 这 里 新 的 下 标 。 是 因为 U SEER, БЕНУА МА. 


设 原 始 假 定 的 压力 为 P' ， 求 得 x` ,wv "满足 方程 
Ки; = > Chuk, + AF(P; — PR + ft 
лё . . 
= 2С, + АР — Р) + f: 
将 (C.3.7.39) RA (С.3.7.41) 式 可 得 
at, = CD, + AFP — РЬ) | 
nb 


айу, = Co 十 本 (Ps — Р!) | 
nh 


其 中 w = 0" — Vv ,PP = Рр" PP: 


在 SIMPLE 法 中 假定 
2С. = = 0, > cs * = 0 


于 是 可 得 
А Аб 
и. = и, + u =u + =P — Р!) 
„= uv, + u; = o; + АРЫ — Р) 

向 时 有 

uw = uw + u = uë + 29 Ca 一 Р) 

t ` a A5 r ' 

us = v's + us = vs tgo — P's) 

代入 连续 方程 


(С. 3. 7. 41) 


(C. 3. 7. 42) 


(С. 3. 7. 43) 


(С. 3. 7. 44) 
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Uy — Uš 


A oap 0 
可 得 到 
arP'p = a P, + an w + аР + &Р'› + b 
и uy | UN — Us 
其 中 жск TE 
А; Аў. У 
Фк alax? 7 ak Ах’ е» axAy 
A5 
s ТА ар = ак + ay + ax + as 
аѕАу 
于 是 计算 步骤 为 ，， 


(1) ВЕЖУ Р"; 
(2) 由 (C.3. 7.41) Ait u‘, о": 
(3) 由 解 (С. 3.7. 46) 式 得 已 ; 


4) Я Р=Р'+0,Р', 0, 为 一 松弛 因子 ,范围 在 (0 一 2) 内 ; 
(5) H (C.3.7.44) RHR u, v (这 里 P' 用 9pP'); 
(6) є | иви" 上 ， 有 Hv 一 vz" 此 不 小 于 预定 的 e 值 ， 则 令 忆 为 P"， ШЖ ЕРИ, АЯ! 


<e 31. 


上 述 方法 在 计算 中 引入 bp ， 不 太 方 便 ， 和 迭代 次 数 多 ， 需 加 以 改进 。 
- 第 1 种 改进 为 SIMPLEC 法 ， 它 首先 将 〈C. 3.7.42) 式 改 写 为 


(а; 一 УС), = DC Au — и) + AE P's — Phe) 
地 


(ау — >С» = DC O, — 0) + AY CP — P'e) 
nb 


然后 设 
УС н» — w.) == 0 
nb 
> c (т — 0,) == 0 
nb 
| ГЫ 
于 是 可 得 ze = иг +u,= и, + — A (P's p) 
a, т SC 
nb 
А? 
=й, Ею о Е = m IAA CP's '>) 
p. 
同 法 得 
一 一 > W 
uw = uy + uw = ну ШК pss ШШ w) 
nb 
v 


vs = u + os = шу + 
a 


将 它 代入 连续 方程 (C. 3. 7, 45〉 式 可 得 
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—  . y. 


(C.3. 7.45) . 


(С. 3. 7. 46) 


(С. 3. 7. 47) 


(С. 3. 7. 48) 


(С. 3. 7. 49) 


apP'p = agP'e + awP'w + axP'y + asP'; + b 
и, — ир | Vg vs 
其 中 а Ах + Ay 
Ас _ АЁ 
= — 一 一 一 一 一 а» = чл = = 
(at = УСАА В (аў 一 - ЭС» уйт Í (C. 3. 7. 50) 

nè 
А; A A; 

ак 一 А 4 : 5 А че a 

` (a — > САУ (а — > ChA 

ab аё 

ар = ag + ау + ax + as 


这 样 做 可 以 加 速 收敛 。 
第 2 种 改进 方法 是 SIMPER ， 它 的 作法 是 先 将 “〈C. 3. ?7.41) 起 中 的 压力 项 略 去 得 


Усаа. + а 
e 


ap 
(С. 3.7. 51) 
> chus, + Л i 
A нё 
Va аў 
A > Chun + fe At 
i = u, +u, = Žr i —— (Pr. Р 
而 设 u, = u, + u, Pi Te устА E ГЭ, 
лё © 
^ X> Cus, + f: AY 
V, = v, + >, = пф л? ретту, 
ы МС. 3. 7. 52) 
А SD Comin + f AE 
本 = __ "b 二 2 
类 似 地 有 cs qu — а Sa PO 
nh 
А > Сыз + fs A 
vs = vs + v's = 2—— H 7 5 y (Pr Ps) 
as as — > РЕС 


ЖА (С. 3. 7. 45) 式 可 得 出 关于 Р 的 方程 
аьР» = аьР» + awPw + awPn + asP's + 5 (C. 3. 7. 53) 

Жар, ак, aws as, ак 与 (C. 3.7.50) 式 中 的 定义 相同 ， 5 与 同一 式 中 的 65 形 式 相同 ， 只 需 
Hu, ө Ни, RENT, 

(1) 利用 n 一 ! RHEA, d 

(2) $ (C.3.7.53) 式 得 修正 压力 Р; 

(3) 利用 (C.3.7.41) 式 得 w*，v*， 这 里 P' 用 二 面 的 P 代替; 

(4) 利用 (C.3.7.50) RARE Р', 
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(5》 利 用 (C. 3.7.44) RiR u, v; 

(6) 考察 wy o j l, оо с, БИ, о REU, vw"-' 重 复 以 上 过 程 。 

计算 表明 SIMPLER 比 SIMPLEC 的 疲 全 性 更 好 一 些 。 

以 后 又 发 展 了 一 种 算 子 分 裂 的 压力 隐 式 方法 (PISO-Pressure-implicit with splitting of 
operator) 得 到 更 好 的 效果 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 文 献 。 

应 该 指出 ， 以 上 分 析 是 对 直 稻 坐标 而 言 的 。 对 于 曲线 坐标 ， 由 于 不 一 定 正 交 ， 所 得 方程 
更 为 复 条 ， 这 时 应 将 〈C, 3. 7, 41) 式 写 为 

‚аё; = > CU, 一 CCPE — Pp) 


~ CV (Py = Ps + Ру ~ Pse) + 
аў" = D СУ = Ce CPys == Ру + РЕ = Py) 


(С. 3. 7. 54) 


— СУР Ph + / 
用 SIMP1.EC 的 方法 可 以 得 到 如 下 方程 


Р' = У.Р + D' (C. 3. 7..55) 
nb 
c C 
其 中 бык = U z = = 
:SC Y- YC, 
a; £ a, "nb 
20. = е 
А Ch x+ 
МИ тсе O D 
aw 一 >С» а, 一 Сы 
nh nb 
b kon Ch 1 Ch 
EO УС. а – УС 
ab "Ë 
С С, 
b = zW үз ES 
Ы f > С as — > Ме 
тё nb 
cu C€ С” 
b, 一 一 nw =ч эя 
"O ESO ak УС a- >С Be 
нё m ah 
ыш с cx, Cs 
DC ag УС а – УС, 
nb nb "Ë 
һр & Ch 
аў === > c: a! r = > C аѕ — >С» 
nó nb nb 
Сї, у 5 
b, = ——— + —  ——— + —— 
а >С а гсш. а – > Gs 
nó nÈ "ó 
bp = byw + bne + bsw + bse + bn + bs + bz + Du: 
p: == U* = U; + 44 = V: 


以 土 公式 请 读者 自行 推导 。 这 里 得 到 的 是 准 93 对 角 和 矩阵 ,这 种 方程 可 以 用 B 篇 第 6 童 第 6. 3 1 
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中 介绍 的 强 隐 方法 (MSD 求解 。 


图 C.3.56 
МИЙ Ке=200 
利用 这 里 描述 的 方法 可 得 到 圆柱 绕 流 的 流 场 。 图 C. 3. 56 是 在 未 采取 任何 干扰 条 件 下 得 
到 的 对 称 解 。 如 再 加 上 转动 于 扰 ( 即 令 圆 柱 顺 时 和 道 时 转动 后 再 停 下 ) 则 得 到 的 是 涡 交 替 赔 
落 的 图 案 。 图 C. 3. 57 给 出 了 其 中 的 一 个 图 。 而 岁 С. 3. 58 则 给 出 了 振荡 回 柱 的 流 谱 。 这 些 计 
算 请 参看 有 关 文 献 。 j 


图 C.3.57 
АЗЕ ”Re 一 200 
Ш. (С.3.7.2) 式 中 各 系数 表达 式 
VA ye PB = ren + угуу, = хі + ур, 
Aw =F,/J, A = (F, HFJ, AY = Е, 
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流动 图 案 随 时 间 变 化 《振荡 圆 朵 )， — Re=200, 80) 0. lsinar, f=0. 2 
AF =2aF, — 28F, + Е, АЎ = 27F, — 2BF, + Fes 
АЕ ~2aF, — 28, Аў = 27F, — 28Е,, 


е8) — 412], - ERRENA 
| 


|+ FFs + F,F,, 


ç 


ра) _„{[ж аер [е 
F. =» 7], БАК F [F], "EJE 
Е | ОО, 
390) 0), Рен) а), 
f ` ! Жы 7 


Ан tl, - 219) - 212), 
==}, =, е тән), 


BE =, В = (С, +G)/J, В” =G,/J, 


ee i etom e $ 


BẸ =2aG, — 28G,, BE = 276, — 2861, 
B£ =2eG, — 286, — Gs, Ву = 27G, — 286, + G, 


3.8 ”用 有 限 差分 法 求解 不 可 压缩 粘性 流体 流动 的 N-S 方程 


有 限 差 分 法 是 最 早 发 展 起 来 的 一 种 数值 方法 ， 本 节 主 要 讨论 涉及 用 原始 变 最 V， pN- 
S 方程 的 求解 及 正 力 边界 条 件 等 问题 。 

1. 定常 问题 的 不 定常 人 工 压缩 方法 

定常 问题 可 作为 不 定常 问题 的 渐 近 。 这 种 方法 叫做 伪 不 定常 ， 这 一 问题 在 讨论 可 压缩 问 
题 时 已 经 提 到 。 但 是 与 可 压缩 情况 不 同 的 是 ， 不 可 趾 缩 的 连续 方程 在 定常 和 环 定常 时 是 一 样 
的 ， 都 是 V=, 没有 关于 时 间 的 导数 项 。 直 接 解 不 定常 不 可 压缩 流体 流动 的 方法 是 比较 
麻烦 的 ， 这 里 我 们 感 兴趣 的 只 是 定常 情况 ， 于 是 可 以 加 上 一 与 时 间 导 数 有 关 的 项 ， 一旦 达到 
定常 后 , 这 一 项 就 自然 消失 了 , 其 结果 与 原 方程 仍然 相 容 。 现 在 的 问题 是 加 什么 项 才 合适 。 动 
力学 方程 中 有 əv/a:, кланы кырра ыи аны 
加 上 9p/3:， 即 连续 性 方程 改写 为 


Se реу y=0 ; (С. 3. 8. 1) 


由 于 可 压缩 流 的 连续 方程 为 


a 
I+ V: CoV)=0 


sP p ev (0) = 0 
Др e 为 声速 ， 如 选 为 常数 , p 为 常数 ， 即 可 得 
(C.3.8.1) 式 (可 令 po=1)， 所 以 〈C, 3.8.1) zü X M J 
ЖЕ. 它 与 不 定常 的 N-S 方程 一 起 成 为 一 不 定常 伪 
ЖЕР, PES N-S 方程 为 


2 +. VV = 一 v [£] +ay 
(С. 3. 8.2) 
这 里 < 应 当 比 较 大 ， i 
[| КЫЖЫН ЖЕ МАС, WE C. 3. 59 所 示 。 图 C.3.59 
差分 格式 为 
aw и +1.) + а, + Е pi, 
yi | иЗ. = 2и. + .i икт 一 ди, + иа 
Ве Аз? + ду? (С. 3. 8. 3-1) 
Liy A tl 一 Èi 
kaa р + bryg + En Ёз 
[Унан — 22; + 十 评 vij — 207,363 + Uj 
Re кошш М а кш шша (С. 3. 8. 3-2) 
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(a — pu) t e| 2724 =0 CC.3.8.3-3) 


1 3 
№ Ах i Ay 


Г yn 二 = nil] 一 „11 

L; apiha + j 
2 3 LE 
其 中 а = u — +u — b = £ — + ü — 

дх ду + 

"a — 4 1 sel p y Wi 

К КООРТ Miga U; кеа А Hi zurl 1—1 

itzu ї+ү'ӊ 2AT itg 2Ay | 


n л R шаг 
Tt Vij? — U. 1 
1 ER 十 р" ЕЕ = 
бз 2Ат aa 


(C. 3. 8. 4) 


(Vijat + ОСЕ: + Vij- + + V1 - 1) 


(сиы. + и;-1., + с + төз D 


_ дш? диш дио | дт? 
ar dy ЕЕ ду 


w. (CAMII ==. (и), 4 (ио) 21.;-+} е (ит), l. 1 
ZEY Ах Ау 
(ио), t,t — бир); 


小 和 Ar 


pH Yije — C; 


H 
+ 
Ay > (C. 3. 8. 5) 


= 4 өтү OEE ) 
© (C.3.8.3) 的 稳定 性 分 析 首先 要 让 系数 “冻结 ”成 常数 ， 然 后 再 作 估计 ;， 另外 一 种 近似 
的 方法 是 ， 如 果 不 计 压力 项 ， 则 动力 学 两 个 方程 的 稳定 条 件 为 
Чы + ове < 1 


C.3.8.6) 
1: ( 8 


Rear ©! 
这 里 假定 Ах=Лу. . 
另 一 种 近似 方 法 是 咯 去 对 流 项 ， 则 稳定 条 件 为 


Arl 1 см 
Алый; t S! (C.3.8.7) 


对 于 一 般 情况 的 讨论 请 读者 自行 分 
析 。 

在 讨论 具体 计算 时 还 应 该 考虑 边界 
条 件 的 处 理 。 首 先是 速度 边界 条 件 ，-- 
般 在 物 面 上 给 定 速度 值 ， 但 由 于 采用 
МАС 网 格 ， 所 以 速度 点 不 落 在 网 格 上 。 
一 般 应 用 镜 萌 法 ， 即 在 边界 外 假想 一 个 
网 和 属 ， 然 后 用 外 推 法 假定 一 个 速度 值 
Ho.;r 如 图 С. 3. 60 所 示 。 
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п 37 


0,3 一 200 一 了 21， 
(C. 3. 8. 8) 


Win = UP — и 
于 是 其 它 条 件 ， 如 9u/3n 等 都 不 难 计算 了 。 
对 于 压力 边界 条 件 ， 由 于 我 们 这 里 讨论 的 是 定常 问题 ， 所 以 如 图 C. 3. 59 所 永 
|22) ta = д. uy (C.3.8.9) 
由 于 zfo Ж (мок 都 已 知 , ЯД 92) 也 给 出 了 ,因此 在 计算 中 不 会 出 现 什么 问题 , 当 1/Re 
ШИЙ, Ж 92) =o, | 
用 以 下 方法 解 “个 来 流 绕 后 台阶 的 流动 (图 С. 3. 61). 


初始 值 给 全 场 и=1, v=0, 4M 
А 1 五 一 中 
P=- Re H 
当 Ке= 25, 100 时 , 其 计算 结果 如 图 C. 3. 62 和 
Р С. 3. 63, 

下 面 讨论 不 定常 流动 的 计算 。 此 时 不 能 再 
用 伪 压 缩 法 ， 因 为 方程 与 夭 问 题 不 相 容 。 下 面 
介绍 几 种 方法 。 

2. 投影 法 
这 一 方法 首先 由 Chorin 于 1968 年 提出 ， 
是 前 已 为 人 们 广泛 采用 。 其 网 格 采用 错位 


МАС 网 格 , 差分 格式 则 分 别 在 ;十 去 ,7 上 建立 
4 的 动力 学 方程 ,在 i, jti ERY o 的 动力 学 


(С. 3. 8. 10У 


0.15 0 9.2 0, 4 06 0.8 1.0 
HE, Ei j 上 建立 连续 方程 ， 它 们 分 别 为 i (Н — /hn 

(图 C. 3. 64), Isi C.3.62 

Re= 100 时 的 流 线 图 
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2.7 


2.6 


2.5 
< 
2.4 
2.3 
252 : 
—9.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
s/h 
9 C.3.63 
Re=25 PE IR JE JJ 3y ft [| C.3.64 
etf aay” L. rii PES 
Hiti, tij р Pu; 1 А 
с илик, Ж. (С. 3. В. 11-1) 
"+1 n 
VHB 
= 十 biet + A = Кау "9 一 0 (С. 3. 8.11-2) 
иі — иті оз — рта 
+ 1'1 e 了 1 了 z Fe =з > гт _ 
Ат, Ау, 0 (С. 3. 8. 11-3) 


其 中 


i u 


表达 式 用 (C. 3. 8. 5) R 


_ [9Ge) ‚ду 
Wt | дт + ду ПИ 


+ 
+à [ыг ыы, d кы 
Ау; Ayl Ay;-} 
| i (С. 3. 8. 12) 
vim = [> жены. n CA S 
п.т = тп 
2 Ах Ала Az;-1 
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R$ (C.3.8.11) 式 的 过 程 为 : 首先 将 (С.3.8.11-1, 2) 两 式 中 的 压力 项 略 去 ， 得 


eu Chiu L a. 1. уыр -o | 
iri "Шыр 


А Ке 
аі >Ë. vi, ++ 1 5" 
ыг A + бү. Ла Re У "out = 0 
将 (C.3.8.11-1, 2) 两 式 与 〈《C. 3, 8. 13》 式 相 减 得 
шту why ‚| ЁН ЁШ. 2 
А Ах 
sj р р = P 


At Ayal 
将 它们 代入 СС. 3.8.11-3) 式 ， 可 以 得 到 


PH ppp) Leian 
Ахд Az. Ал дуд Yig 
"+1 n+l Е g 
Ысы a 
At Ах; Ау, 


首先 由 《C.3.8.13) 式 可 以 计算 得 到 a"+!， б, 代入 
(C.3.8.15) 式 可 以 得 到 关于 р"! 77, ЖН р" 后 再 代 回 
(С. 3. 8. 14) 48и", vt, 

求解 p 的 边界 条 御用 
а Eor фону en (С.3.8.16) 


Ən; r 


其 中 ymi 是 已 知 的 。 关 于 Vrt! 的 处 理 看 边界 上 单元 的 压力 方程 。 
为 简单 起 见 ， 设 Ат, Ay 分 别 为 常数 ,于 是 1，j 点 上 的 压力 方程 
为 (图 C.3.65); 
1 Z [= МЕ, ГАЛ, 加 рп 一 му) 
v Ar 


+] Ыы — РЈ _ ец) 
Ау Ау Ау | 
= (а, — ивр | vihi — ич 
м As 
її (C.3.8.16) 式 可 写 为 
£ — Ру. ЕЕ и} 一 ин + 
Ат А 


| (С. 3. 8. 13) 


(С. 3. 8. 14) 


Р! Вц 
Ау;-1 


(С. 3. 8. 15) 


[q 0.3.65 


(С. 3. 8. 17) 


(С. 3. 8. 18) 


将 (С. 3.8.18) 式 两 边 除 Arz， 再 与 〈C. 3. 8.17) 式 相 加 可 得 边界 点 的 方程 为 


n+l 


+1 +1 
э; HT vih + 


uyt! 
+l +1 + +1 +1 _ prt ыы 
Pia — Puj; 1 [piya py _ PU; pii) =l Е иг. 


ер Сау оду š т 


Ау 
(С, 3. 8. 19) 
1.303 。 


RI Aur MB Y, BC ртр КА. 


3. MAC 法 
MAC 法 与 投 时 шл (С. 3.8.11) 式 ， е и 
кейш 1 — 一 j u a 
Ур j [| Мм ! {+} | р 十 Re У и], А 
рв + 1. = Loni Е 
шт Кш; 54 ЕД E b+ рУ 中 (C. 3. 8. 20) 
这 时 边界 条 件 用 
A а+1 
在 图 C. 3. 64 中 为 
P. ТАХ pa o 1 жей а _ z 1: ; 1 
Az => ui) a— pY” 1, 
=— ата) |а ру), С. 3. 8. 21) 
маъ W. тг ж 


而 (С. 3. 8. 20) 式 的 边界 点 的 方程 为 


[> == br. ри pii Jy l Е — Е buy — pis '] 
Ат Ат Ау Ay Ay 


1 т ү 1 ш 
=; из, = чі i] TAs Eeo, jtt -apl 21|“ 一 RVi], 


kva] J- (6-75), 7 (6-75), ,| (С. 3.8. 22) 


将 (С. 3. 8. 21》 式 两 边 除 以 Ar У (С. 3. 8. 22) 相 加 即 得 边界 点 方程 
Р — рТ 42 [2 1 РТ! Йй 一 p] 


Ат Ау “Ду 
А "+1 l jna ан. 1 к 
= Ыл: 一 и) + my n vi-t) 一 х [2 =V: Jn 
кч CA || g va], С. 3. 8. 23) 
Ay Re La -1 а ` ` 


于 是 可 以 直接 求 ptT. 
MAC 和 投影 法 区 别 不 大 , 在 投影 法 中 引入 了 zx, о ЕЯ АЕ, ПЕ MAC 法 中 则 
没有 ,以 上 格式 均 有 一 个 稳定 性 条 件 的 问题 ， 此 问题 请 读者 自行 分 析 。 


4. 隐 式 方法 
一 个 最 常用 的 二 阶 格 式 为 
учты у=. ВА А + МУ E V. 
и С уо КУР 2Ке š | (С. 3. 8. 24) 
V А у": = 


这 一 格式 叫做 Adams-Bashforth/Crank-Nicolson 格式 , 这 是 因为 关于 户 , УИ 用 的 是 Crank- 
Nicolson 格式 , 而 A (= (V. V) V) 用 二 次 插值 公式 外 插 ， 
这 个 方程 是 非 线 性 方程 组 ， 不 易 求解 。 有 一 个 求解 方法 是 引入 v, 使 得 
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V— 34 一 4 _ уугу" _ 
AFi l CW C CC RZ O 
Vi a : 
BM Ове 
у 071-0 
这 实际 是 一 个 时 间 分 裂 过 程 ， 将 其 中 第 2 ВОЧ 
ypt у 
边界 条 件 为 
др] ay x 1 ЕС у 
az 由 -去 [” S 2Re |с" 
其 中 边界 上 的 二 阶 导数 计算 为 ( 仍 以 图 C. 3. 64 中 的 边界 为 例 ) 
-ve (928) 98 
a jaog [2217 
= E zi 到 | 
其 它 作 法 与 前 相同 。 


(C. 3. 8. 25) 


(С. 3. 8. 26) 


(C.3. 8. 27) 


СС. 3. 8. 28) 


有 了 p 以 后 再 由 C 3. 8. 25) 式 中 的 第 2 ЖЖЖ У Е, 当然 这 里 的 网 格 仍 用 MAC 网 


格 。 


用 上 述 方法 计算 振荡 机 可 的 不 定常 流 场 如 图 C. 3. 66 所 示 。 
对 于 不 定常 流动 ， 壁 面 压 力 条 件 可 以 用 


以 上 方法 可 以 推广 到 曲线 坐标 ， 其 有 关公 式 请 读者 作为 练习 自行 推导 。 


а=11, 36° а=4. 78° ` a=1.82° 


图 CC.3.66 (1) 
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а= 20 а= 19. 76" а= 17,47% 


图 С.3.66 (2) 
З РЕНА: zh Bi BJ Ч Ж 
әр __ [ау Ç рыу ң 
ал |р Е: агт) v] п (С. 3. 8. 29) 


应 该 说 在 压力 边界 条 件 上 目前 提 法 有 些 混乱 ,其 实 压力 在 物理 上 并 不 要 求 给 出 边界 条 件 ， 
但 在 计算 上 则 需要 边界 值 的 处 理 , 为 此 才 需 要 给 出 一 个 计算 边界 条 件 。 这 个 条 件 的 给 法 很 多 ， 
我 们 认为 〈C. 3- 8. 29) 式 的 提 法 较 好 。 关 于 这 方面 的 讨论 可 以 参考 Gresho 的 论文 。 
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анааан qpua yiawanasama;aanamamaywiwwyaqanaana Арын: iunmanmamamaqiuqaapauayqaqsata, qanñiyamawwamasana==sa==qp— OÍ Í. QO 


3.9 ”用 推进 迭代 法 求解 不 可 压缩 粘性 
流体 流动 的 N-S 方程 


在 上 一 节 中 我 们 可 以 看 到 ,求解 以 康 始 变量 为 因 变 量 的 N-S 方程 计算 比较 困难 。 如 果 
用 MAC 法 , 要 求解 关于 压力 的 方程 ,用 隐 式 格式 计算 , 氨 代 次 数 也 很 多 , 因此 有 必要 获得 一 
个 比较 快 的 求解 方程 的 计算 方法 。 这 里 介绍 的 推进 迭代 法 是 基于 牛顿 法 和 系数 矩阵 分 裂 的 方 
法 。 对 于 定常 问题 ， 这 个 方法 收敛 快 ;， 对 于 不 定常 流 ， 本 方法 是 否 能 推广 还 有 待 探索 。 

普 先 讨论 定常 问题 。 | 

在 具体 讨论 差分 格式 前 先 讨论 一 下 系数 矩阵 分 裂 问题 。 定 常 无 粘性 不 可 压缩 流体 运动 的 
基本 方程 为 


ди ди, 2р _ 
В 


T (C.3.9.1) 


其 中 为 简化 起 见 , 设 e 一 1， 上 式 改写 为 矩阵 形式 有 
“u 0 I v 0 0 u 
е н 0 2 0 v lk- (C. 3. 9. 2) 


дт 
1 0 0 0 1 0 


u 
+ 


v 


p 


或 记 作 
452 +837 =0 «С. 3.9. 3) 


其 中 


u 0 1 о 0 0 | 
0а 0 0v 1 (С. 3. 9. 4) 
1 0 0 0 1 0 


P 
定常 无 粘性 不 可 压缩 流体 运动 基本 方程 的 守重 型 为 

a + s 十 аф _ 0 
= y dx 


Juv ðvv ар 
а Эт + T 0 (C.3.9.5) 


或 记 作 
2F РӘС 0 (С. 3. 9. 6) 


Е = (и + у , ут 
Лны } (С. 3. 9. ?) 


其 中 С = (uv, + pw)" 
зе 
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ЕЁ 2u 0 1 ё и 
9 д 
А = sy = v u 0j, B = sy = 2v (С. 3. 9. 8) 
1 0 0 1 
则 
0 0 1 1 == 
=i Wr se “1 = А 
Аг! = |0 : у? # = |o | (С. 3. 9.9) 
1 0 —2u 0 — 2v 
直接 验算 可 得 
0 —u 
记 作 
ААг'= ВВГ! = |0 1 = 
0 0 1 
1 0 u 
0 "= " 1 е (С. 3. 9. 10) 
0 0 1 
aF _ — а ас _ КЕР —] 3 
故 有 5р A =0 1А, zy 810 B (C.3.9.11) 
于 是 (C.3.9.3) Ж 10 #0114 
у ду _ Е, ас _ 
А з= ТЖ ду” 0 әл + әу = 0 ВПС. 3. 9.5) 式 。 
另外 注意 到 
ІА -à| = 0 (C.3. 9. 12) 
的 3 个 根 为 
z 7 2 
А, = и, “Кул +4, “一 (С. 3. 9. 13) 
ИЕА, А» А, 
А 可 以 分 解 为 
1 2ч 6 
А — А, А — А, А, А O 1 
А = ТАТ = 0 0 1 ы 0 1 
s А, А, .0 А 0 1 Q 
Àa, = А, Àa, Е Aa, 
(C. 3. 9.14) 
类 伏地 有 
_ 
њ=0, 2? 士 Y 十 4 li, — JEME to,» Pes Pe, 
0 0 1 
1 1 0 Ры 0 Ai 1 
B=S-'AsS= | % Fe 2, Pe, 0 д 1 (С. 3. 9. 15) 
“= He, =< 0 ^^, о 0 
£f, — f f, 


关于 方程 在 曲线 坐标 下 的 表达 式 ， 直 接 列 出 如 下 。 详 细 推 导 ， 请 读者 自行 作出 。 
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守恒 型 式 为 
н ч (С.3. 9. 16) 


ЕН КЕ Сей) 


av av К 
A, б + E + 032 Ms, S£ + М, $7) $ 939 „| Ma, Sg + Me, |" 0 
С. 3.9.17) 
н 
aV 
ӘЛА бе + В\ 57 + 0 s| Me, бе + Me, ©) 
E- Ma, Ze + Ma, 59) = 0 (C. 3. 9. 18) 


下 面 讨论 推进 迭代 法 的 基本 思想 。 
推进 迭代 法 的 思想 来 自信 息 传 递 及 牛顿 法 。 非 线性 方程 (U) 的 求解 一 般 用 牛顿 法 ， 即 
设 U® 十 80" 为 真 解 ， 则 有 


‚РФ + 80%) = 0 (C. 3. 9. 19) 
或 展开 得 
JF 
T) or = 
ЕФ )+ (90) ww (С. 3. 9. 20) 
W дЕ ч 
或 0 [E | F 47%) (C.3.9.21) 
该 法 应 用 于 (С. 3. 9.16) КЖ 
ӘК A alaG | [ағ , ас)" 
| [бє зт (C. 3. 9. 22) 
由 于 2 = 9ке L S ЕТ" АТВ + | M,, 38 + M s| 
3V aV A AT eg "ЗЕ ғ, 97 
aG' се И 
ЗО LI + SW = O Lel RE SApS Re + | ма, эр + Мо, 33) 
或 简写 为 
ә 
эу ^^ ++ [a 88 Мед 
a CC. 3. 9. 24) 
zy = + Ma, ук + Ma, ax) | 
代入 (С. 3. 9.22) 式 得 
JAV) + CBV + # [| M, эв + Mr, |у") 
JE әс'\* 
aleat aj] -{5е +] (C. 3. 9. 25) 
引入 记号 | 
,faF ‚ ас'\" 
Я К" = [Бе + >] (C. 3. 9. 26) 


H An B' 分 解 后 可 得 
а +" 2 у= 一 -( 呈 + Sn — ы 
zg òV”) + zgi ôV”) + 97081 òV”) +5 (Br ‘8V") 
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+з Ms, gov» |+ 2 ФУ?) 


ак, ai а е РИ х 
= k z) – М „gevo ]- M geo] (C. 3. 9. 27) 


差分 化 时 用 前 、 后 差分 及 Beam-Warming 显 式 差 分 ， 具 体 作 法 是 两 步 ， 预测 和 校正 。 
”预测 步 
A MOV 一 A mV i; + A Ov, n PASTI NU] 
+в" — Blt VT, 十 BE ову, и Вежу 
十 [Mr (У. — 0757) 一 М OVF — 80721,9] 


+[ M. А ‚ (б, а V1) — Ms,. f _1 У; o — 81 ,)] 


тоер 


+L [Ma OVa — Wiry) + Му, (ВИ = Vs) 


十 [ae ,,, OVis — ВР) 一 Ма, (Уна 104) 
= Каж (С. 3. 9. 28) 
或 改写 为 . | 
К ДАДЫ +$ 81, + CVT + Му, 


н] 


+ERVTI = Б), (C. 3. 9. 29) 


其 中 W = АҢ?) + М, 
Ë SARI + Mra 
Š) =— BI + Me 


fij 


И) = ВС) + Me, i 
о++ 
Ве = АПР” — А59 + Ве — В” (С. 3. 9. 30) 
А Mass + Мил, + Мо 4 + Mos 


TMs, OVa — Ver) 
+1.) 
= Mrr OVE- ы | ~ ÒV) 


+ Мо, Уы ү! V7_1,;+1) 


ђе), = (Кува 一 


= M. BV, j- T дуг. 1 4-1) } 


Къ 4 全 ”部 分 也 用 后 е. АК” НЕ, Br, B; 类 似 ， 其 余 均 用 中 心 差分 。 其 
中 г” 用 上 一 次 的 迭代 值 . 
校正 步 公式 类 同 ， 有 


МУ? 十 SE OVL + COV + ATOV h + ETV 
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其 中 (W, š, б, Ñ, ЮП ДУК (С.3.9.30) R RER О) 值 改 为 CGa+l) Ü; [> АЛД 
POE КШ КЕЧА, ESF 


(K + К) (С. 3. 9. 31) 


在 天 " 中 


21) == ,二 Р А 
(32 Ж 2f,.; Ifig sP. Ж» 


A =— 2/ + Зао Sirni 
аё}. b 
ç (C. 3. 9. 32) 


93fy _ — 3f. FA 
E = 27, — За + fi 


p 2. 2 六 ;十 37 + Ра 
11+ 


т Кф 


Е: 
| (C. 3. 9. 33) 
д 
(52) ох Ды; = fal А пра мі 77 бз 
将 它们 代入 D PEZ p 的 具体 表达 式 为 
by =— (АНУ! — WL) + AFE (VII, — УЙ) 
+в рур — Ур) + BGT УА — УҢ ОЛЬ 
+ Mr, 1 Varii a (2% Кыр Mr, i Vi Pe Ур 
i+ i +G 


+ Ме, , (Кыза = (А i Мв, „т UAF = У.) 
+ 和 


1 
? 

+ HM, Я «шн == Vi ста Me, Улан т О: 

+ Мв, w (ыы 一 ын) 一 Me, он = Via) 

+ Lim, (Ў, „1. == ФУ, 14-1) х Mr, (Vi з Vii.) 

4 +1. ka; 

+ Mo, Vaaia = 37 1) = Мо Е (Fj g BV,,;_1)]} К (C. 3. 9. 34-1) 
Dis, =— kA (2000 — 3V + А70 (— 2037 + Зи) 

+ вр“? (ду — ЗУР) 1) + ВӘ С 2V + ЗУ) 

== k, (AF5 «йн, Sa АСУУ, 3 + Ві, 

一 ВУЙ} | (С. 3. 9. 34-2) 


f 
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其 中 | V = АУ” + ЛИТ, — dV" + kdV 
预测 步 中 = lk = 0 (C. 3. 9.35) 
校正 步 中 Ë, = h, = F 


在 计算 时 需要 和 将“，7 在 正 反 两 个 方向 上 
“H”, 即 方 向 向 前 推进 一 次 , 向 后 推进 一 次 ; U=1 U=16x°(1— zx’) 
7 方向 也 是 正 反 两 个 方向 各 一 次 。 流 动 有 明显 
主流 时 ， 只 用 在 主流 方向 前 后 推进 即 可 。 计 算 
在 88 一 0 时 趋 于 稳定 。 用 本 方法 计算 了 如 下 的 
例子 。 
第 一 、 第 -两 例 均 为 空 腔 流 , 网络 为 100X 
100, Re 从 1 到 5000， 但 上 边界 速度 不 同 ， 如 方 抠 流 1 FERAI 
В С. з. 67 所 示 。 其 计算 结果 如 图 C. 3. 68 和 图 
C. 3. 69 所 示 。 


图 C.3.67 


а \| 
Hii ||: IT 


— 7 


| \ === 7 
=== 
| | 


Re= 5000 
te 
BI C.3.68 


FER 的 流 线 图 
第 3 倒 为 圆柱 绕 流 ，Re=40 的 计算 结果 表示 在 图 C.3.70 Е. 
计算 结果 表明 , 本 方法 收 和 化 性 好 , 每 计算 10 次 , 误差 下 降 … 个 数量 级 , 所 以 一 般 兴 代 30 


. 312 ° 


к 


(a) Re=200 (5) Re=1000 


(с) Re=5000 


图 C.3.69 
Ar REDL РАЯ 


Re=40 时 的 流 线 图 
B C.3.70 
W, MIRAE 107-107“, KARETE ЖЕ Ж, AERA CC.3.9.18) R, H 
иө». (JV) 可 以 用 (V yV J e PA RE, 但 Y :用 上 一 次 的 迭代 结果 ， 并 把 这 一 


项 值 作为 已 知 量 移 到 方程 右边 , 迭代 多 次 后 , V ATRE, 再 计算 下 一 时 间 层 的 信 。 差分 格 
"313。 


式 中 的 其 它 项 都 用 ”十 1] 时 间 层 的 值 计 算 , 这 样 得 到 的 是 一 个 隐 式 格式 , 在 时 间 方 向 上 十 无 条 
件 稳 定 的 ， 因 此 可 以 用 比较 大 的 At。 建 议 读者 试用 这 一 方法 。 


3. 10 “用 谱 方法 求解 不 可 压缩 粘性 流体 流动 的 N-S 方程 


以 上 各 节 过 论 的 方法 大 多 比较 复杂 ， 计 算 量 大 ， 计 算 速度 比较 慢 。 如 果 采 用 谱 方法 ， 就 
能 提高 精度 和 计算 效率 。 谱 方法 的 缺点 是 在 流 场 的 几何 形状 方面 有 较 大 的 限制 。 下 面 我 们 介 
绍 平 直 槽 道内 用 谱 方法 计算 的 步骤 和 结果 。 限于 篇幅 ,此 处 只 介绍 Moser 方法 ， 其 它 方法 将 
在 下 一 章 中 讨论 。 

首先 将 M-S 方程 改写 为 


ay _ ] 
эү = ҮР сое 


үу = 0 V |m = 0 
先 将 第 1 式 改写 为 Stokes 方程 的 形式 、 即 


CA A 1l 
ЭБ Vp pV X V XV+Tf 


(C.3.10.1) 


(С. 3. 10. 2) 
所 求解 的 域 为 平 直 构 道内 的 流动 。 在 平 直 醒 道 中 将 р 


分 成 两 部 分 : 
P = b + p' 
y ' Rh ve=| Phi (928) у, mama 
SVA 吸收 到 子 中 去 , 可 以 看 到 〈C. 3. 10. DRH pY р". 
在 以 后 未 加 说 明 时 p 为 p' ;并 旦 和 VV ВЕЕ 2,2 27 
图 C.3.71 向 上 为 周期 变化 ， 其 周期 分 别 为 工 , 和 L 
参看 图 C. 3. 71， 在 平 直 槽 道内 ， 设 
J 
У = kt * u (yay bk йе” гең (C.3.10.3) 
其 中 k, = de M,e; E TE M | 
x (С. 3. 10.4) 
k = т =-=- N, — 1,0,1,:. À | 
у • [u Су, Ё... dette] = 0,u;|,. „у = 0 (C.3. 10.5) 
JAREM | 


和 (到 Ёк, ув) = фу Су,Ё,,Ё)е tires 
V * [Wi Qy k, kjee] = 0 (C. 3. 10. 6) 
у, Суу...) + n|.- a = 0 


HES (C.3.10.2) ЖАН. FAE p (ЕП 1) 及 站 的 周期 性 ， 在 全 流 场 积分 得 
“314. 


x =P wudy = 2 уа v 区 -| (# +) yka + 上， wyay (С. 3.10.7) 


= z Ке 
Ў == “ys ;V Ё... 
i Бш (ykrsk, Jere ik z (C. 3.10. 8) 
为 简化 计算 引入 
аш; = аи; ари; (C. 3.10. 9) 


类 似 地 设 WW; 也 分 成 二 部 分 ， 并 令 
[магу о. | wr wdy=0 


1 1 
[изаа = 0, | w updy = 0 (C. 3. 10. 10) 
2 ; : 
| === d a 2 2 
| su = | y 7+ в |а 
代入 (С. 3.10.7) 式 可 得 
ai = 1 p+ zt+ F+ 
е i (С. 3. 10.11) 
_ аа APANA = 
кийе Re TE 
其 中 А}; == |: фи; ўау,А ři -f үй; dy 
в}, =f yi sZuFdy, Br; = |: yu ду, «С. 3. 10. 12) 


1 A 
в = | w Fayez = [| wf dy о) | 


另外 设 k= V ъ= 0 (C. 3. 10. 13) 
fg 0 
иў = |k,g;| и; = |0 
0 | h; 
2977 б (С. 3. 10.14) 
Y= Q, | w = |0 
0 pr 
其 中 


в, = (1— rT O) h, = (1 — УОТУ) 


—_ [T , Ë GO) _ ___2Туу) p| = 
Q, | ту ТУЛА DIL (С.3.10.15) 


р, = Табу) — Tjin NFA — УФ 
T 28 Chedyshev ZIER, g;=dg;/dy, ©, =dQ,/dy, fE k,=0 ВЇ 


h; 0 Ру 0 
иў = |o [шу = O| = |0 w = |0 (C. 3. 10. 16) 
0 h; 0 P; 


有 了 以 上 这 些 表达 式 ， 可 具体 确定 〈C. 3. 10. 11) 式 中 的 4 ，4 ， B+, В, Ft, Е, 


由 此 得 
"315。 


求 解 用 Adams-Bashforth/Crank-Nicolson 格式 


ZOE = Be te + EG Р 1) 


A М 2Re 
或 整理 得 | 
人 At AR 
[А— R B| = [A+ 68| + GF F") 
于 是 方程 即 可 以 求解 了 тз 


“U+U,(&) 


4 一 一 -一 一 


ррәорррре ое 


ее еерорерәооор 


TI—¢t 


(6) 
图 С.3.72 瞬时 速度 的 等 什 线 
(a) ZE o 计算 值 
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(С. 3.10.17) 


(C, 3. 10. 18) 


С. 3. 10.19) 


че. 


B€ kR Т ИЙИН E Kleise 方法 ， 另 外 Orszag 和 单 肖 文 分 别 对 前 切 流 进 行 了 计算 ， 
得 到 的 计算 结果 如 图 C. 3.72，C.3.73 及 C.3.74 所 示 。 在 图 C. 3.72 及 图 C. 3.73 中 显示 的 
“斑点 ”与 有 关 实 验 相 符 。 图 C. 3.74 中 显示 的 前 切 流 的 相干 结构 也 与 实验 相 一 致 ， 


t= 80 


t=11% 


0 217—6 L =, — ct 


| Кып ss S | аа Š | 
IN Aun 


“ а ; yx 
АЛГ 
тє! ——= 


7, 
7 
А 
(а L 
P 


ЕТТТ 
т 


Bi С.3.73 瞬时 速度 剖面 
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= 横向 


图 C. 3.74 平面 混合 层 中 的 相干 结构 
土 图 计算 值 。 下 图 实验 


小 结 


本 章 介绍 了 可 压缩 粘性 流体 流动 的 几 种 常用 方法 (MacCormack 显 式 格式 , Beam-Warm- 
` ing 显 式 和 隐 式 格式 ， 及 扩散 格式 和 ММО 格式 , 通 量 分 裂 法 和 推进 迄 代 法 ) 以 及 不 可 压缩 粘 
性 流体 流动 的 几 种 常用 方法 〈( 少 y ( 流 函 数 - 旋 度 ) 方法 ， 有 限 单元 法 ， 有 限 差分 法 ， 有 限 解析 
法 ， 推 进 选 代 法 和 谱 方 法 ) 。 

应 该 指出 ， 对 于 可 压缩 粘性 流体 流动 的 数值 计算 近年 来 又 有 不 少 新 的 方法 ， 最 重要 的 方 . 
法 是 TVD (总 变 差 减 小 ) 方法 。 关 于 这 一 方法 将 在 本 篇 第 六 章 中 介绍 。 不 可 压缩 流动 计算 中 
的 重要 问题 是 寻求 一 种 快速 求解 压力 泊 松 方程 的 方法 。 谱 方法 就 是 其 中 的 一 种 ， 但 限制 条 件 
较 多 。 多 重 网 格 是 一 种 加 速 收敛 的 有 效 方法 ， 还 将 在 第 六 章 中 予以 介绍 ， 但 寻求 更 有 效 的 快 
速 方法 仍然 是 一 蝇 待 解决 的 问题 。 下 表 列 出 了 求解 不 可 压缩 流动 的 M-S 方程 的 几 种 方法 的 比 
较 。 
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Уу ж 优 点 缺 点 及 H 制 


а 


N 


| то (1) 只 能 用 于 二 维 问题 
PREE. SPE Na (2) 《的 边界 条 件 不 易 处 理 
《3) 便于 图 象 显示 
有 限 单元 法 D 对 于 任意 区 域 显 示 方 便 (1) 程序 设计 复杂 
ЭЕ (2) 可 使 用 厌 始 变量 ,不 用 压力 修正 (2) 运算 耗 时 较 多 
(1) 自动 迎风 性 | 
有 限 解析 法 | (D 高 Re 时 有 使 用 前 途 〈 用 奇异 摄 动 ) 
D 可 用 原始 变量 p 
(1) ЖЕТЖ (1) 需 压力 修正 
желк (2》 可 以 采用 原始 变量 (2) 运算 耗 时 较 多 
(1) KAER | 
ukat | O 适用 于 任意 曲线 坐标 ТЕУ 
(з) 可 以 采用 原始 变量 
(1) 计算 速度 锯 


(1) 只 能 用 于 具有 简单 形状 的 流 场 


яле REA (2j 要 求 有 周期 条 件 


(3) 可 用 于 谐 流 和 流动 稳定 性 计算 
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习 Ж 
. 试 给 出 〈 附 -59) 和 《只 -60》 式 内 各 项 的 具体 形式 。 


2. 试 导出 
3 а ди | КЫЛ 
ЕР T +235 экз та 了 
的 MacCormack 的 具体 形式 ， 从 而 证 实 z 式 的 结论 ， 并 证 明 稳定 条 件 为 
1 I 
Ai < 
` Jal ]Ь| e 24 
mio leta en 
如 用 时 间 分 裂 法 ， 则 稳定 条 件 为 
| = 1 
М < min lal | d || 2c d | 
Ат + 2, T Атду Ay лу! T AzAy 
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式 。 


3. Ж М, ,的 特征 ， 并 给 出 (C. 3, 1.18) 式 中 的 最 后 形式 ， 

4. 试用 通 量 分 裂 方法 计算 第 4 节 中 给 出 的 算 例 ， 并 与 МасСогтаск 的 结果 进行 比较 。 
5. 试 导出 任意 曲线 坐标 下 简化 N-S 方程 的 推进 迭代 的 具体 公式 。 

6. = (С. 3.5.7, 8, 11) 3 式 在 任意 正 交 曲线 坐标 下 的 表达 式 。 

7 

8 


.导出 (C.3.5.27) 式 。 


. 用 有 限 解析 法 求解 


9. 用 有 限 元 法 求解 题 8。 


ul(0,f) =1 at 一 2 


и(х,0) = 1 + z + ѕіпят 


у= 107,10 1,10 5,10 ° 


10， 建 立轴 对 称 流动 下 柱 坐标 的 不 可 压缩 粘性 流 的 N-S 方程 ， 并 写 出 其 有 限 元 方程 的 建 
п. 用 有 限 元 计算 方 框 流 的 流 场 〈 见 图 C. 3. 75). 


|l = 


图 C.3.75 


图 C.3.76 


12. 计算 图 C. 3. 76 所 示 的 绕 方 块 的 绕 流 。 

13. 用 有 限 元 法 建立 (C з. 6. 38) 式 及 其 稳定 条 件 为 〈C. 3. 6. 39) 式 。 

14. 试 导出 (С.3.7.2) 和 (C.3.7.3) AR. 

15. 试 导出 (C.3.7.54) ЯП (C.3.7.55) AR. 

16. 试用 有 限 解 析 法 计算 题 11 中 的 流动 并 与 有 限 元 方法 比较 。 

17. 讨论 СС. 3. 8. 3》 式 的 稳定 性 条 件 ( 设 Ar 一 Ay 一 A)。 

18. 分 析 《C. 3. 8. 11) Ж (С. 3. 8.13) 式 的 稳定 条 件 ,可 以 略 去 压力 项 , 假定 Az= Ay 
二 A， 系数 “冻结 ”化 。 
19. 用 有 限 差 分 法 求解 题 11 中 的 流动 。 

20. 试 导出 MAC 方法 在 曲线 坐标 下 的 应 用 格式 及 压力 边界 条 件 的 处 理 。 

21. 试 导出 (C.3.9.17) 式 和 《〈C. 3.9.18) Ж, 

22. 参考 本 章 末 附录 中 关于 三 维 的 推导 ， 导 出 三 维 情况 的 系数 分 裂 在 曲线 坐标 下 的 表达 
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附 录 


可 压缩 粘性 流体 流动 NS 方程 在 直角 坐标 下 的 守恒 形式 


а0 , ә, + F.) | 9(G +6) 2u tH) _ р К 
э: К = ду АСЕТ" H-D 
其 中 
U = (р, pu, ро, pw, РЕ,)" r ( 附 -2) 
Кет 20у +V) —2ны 
Fy = рит , Е; = — 2р, ( 附 -3) 
puw i — 2, 
GET piu ый» ar k a 
3 dx 
0 
pu š 一 2 
А pvu „= . — 
Gu=| pte |, бу= 3# V Sa 2pew ( 附 -4) 
puw 一 2 
(РЁ, + Ро — 2pCV +6, + обу + VD) – 57 
. 0 
` бии ” 5 2н, 
Еа > 20у У) 一 2р, ( 附 -5) 
(РЁ, + руш — рУ -e + wy м) = 21 
. 3 gz 
у? __ 1 ди; 2%; 
E= [e+ |. Єй 9 az Кэш} ( 附 -6} 
Е; == &дё| + ёе; 十 sse3， = 0 
曲线 坐标 (E,7,6) 下 的 表达 形式 为 
az СН 2 
= +2 + гы R ( 附 -7) 
记 
， U' =JU 
K =Fe, + Ge, + He, 
F =Fy + Fy, G= бо + С, H = Н, + Н, 
| Әх дуд 
Le En X Ty Te= |5 › JE 3) 
д ,9 ,2 › cH -8) 
| дх дуа 
La =T; X Tys „(8 АЕ 9 
F! =K e Lg, СКІ, Н = К Lly 


R' =JR 
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| -а2а = о ‘aga ='g ‘QVa='y 
q'aq =O “аяа =9 qi. q= v 


= Ë i ke n Ze y 2€ 
0 ne T Ə:-q + pç d'g:i-d + >o G'Vi-d + >ë 


Ce =e 7e 
sas I T I 
= Ae 2-а + — -d+ т Vd + 61-0 


Bb HHAH 
ya 


ELH H 


кыли 


a-a туу“, = ле/ ne 3. 


=ë: £e, Te зе 
Оте 9t e + ДЕУ + ле 
YHH ELR 
(g*m*atntd) = À hF 
= Ze ү бе | тє | ажр, бе, | Zen, те 
y= ане T we T Ige T ae? tAe 'S де tae 
EREA ç EzYa ra NE-A АУЕ 
(2 一 m mt mt 3 十 т<) Зер y . 
PA a= Q= n = ар + эа 
g d 
е Е 0 PAE 
2 g 
£ š т жее =° 
一 个 -> aD MT 一 站 一 р + om — 
2 2 2 22 
aA =1-0 01-0 Ат — 1 
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С -32) 


СИТ -33) 


и j+ c 


由 ( 附 -8) 式 关于 F' ,K',H' 的 表达 式 可 得 
Е = ЖӨЕ + НІ, 
G = FLau С + Н. 《 附 -34) 
H' = Flys + GLa + Н. 


引入 A=ALwx.: + В, + СІ, = D(A Lg + В.к, + Сш )D 
и! РГ, оГ, PL. 9 
y 
0 и! 0 0 — Ly. 
| rm 
=: Й 7 i 
= 0 0 “ 0 ріж» D ( 附 -35) 
7 
0 0 0 S 
Pp 


0 РІ. PL, plge u 
u! =V - Ly = иі. + vlg. + why. 


w 二 Lnu， HP Lg = |L,| 


则 
ш Plr Юу рі. 0 
y 
u 一 经 > 
1 p B. 
A= LD А 
р. чі Р р 《 附 -36) 
y 
н, piee 
plg.: Рік, Piya ү 
Ly. > 
бы == pa G = XY) 《 附 -37)- 
直接 计算 可 以 验证 
] u Ply. оі. бік. 0 1 
РА 
Iza lgo а 0 u: 0 0 piee lg tg na, 
РА 
fwa tgo ty 9 0 ut 9 р!» ку igy Лу, 
Mg. Hgy Mz 0 0 0 t Lle lga tw, пк 
1 0 Pig А.у Нұ. ну 1 


н P 0 
y. 
Uy Fi 
Wl 
Р ui 


其 中 
= ig cosh 一 ly, Ау  sin0 


[ 
N Ik. + 
_ Ir Cos0 一 ly g, sin? 


N Ix. + 16, 


#х,› 


tg, == Sin V lh, + б, 


узіп = lg dg Cos? 


пұ,2 
У. + „ 


с ые 1.291100 一 Is, „іу, cos? 
жу === 
із 2. + 有 > 


пу. = cos N lš, + Ё, 


不 难看 出 ,1,t,n 都 是 单位 向 量 ,而 且 互 相 正 交 ,6 值 是 任意 的 , 当 ul 时 , 取 


—— e жы — cde 
Vate, М 
і, 1 


ME 2 + ГЕЧЕ V2 f " 
则 ( 附 -38) 式 可 以 改写 为 | | 


КСА, + В, + С dRe = A 


而 A 可 分 解 为 
А = S'AS, Ал = diag(z,u + c, u — с) 
由 此 有 | 
А = LD Rg ST AaS RyD f 
Aa = Чард(иу,и, + Csjt ll 一 o) | 
类 似 地 有 


B = LeD- Rg T AT, Кер | 
Ар = фар (v, s + с,» — C) 
С = Ly DRG AQ RyD | 


Де = diag (wi sw; + Сутур с) 
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О -38) 


( -39) 


(B -43) 


( 附 -44) 


( 附 -45) 


юа 


其 中 


А =AL,., — ВЕ, + СІ... 

A = Rg lA: Lr + BIL: + C La ӘКЕ! = STAS 

B == АЈ, + BL = Сла. 

> ' ( 附 -46) 
5 = КСЛ, Г, r + BiLe, + Cilea) Rie = Т, АТ; 


С = АДа, r + ВІ. + СЧ... 


C =R, (A.L... + B La, + С.а )К r = Q, AQ J 
{17 | 
li r L, TER 
(1,3 = E.E) 


С -47) 


Кг. = lias š;;.. Л; х G. = ёл.) 
| Бы Мы: Hija 
| | 
! 1 
u; =V e Lps = Ve Lg, w =V. La 


wn 家 法 式 吕 由 ( 附 -39) 式 中 ,7 轮换 得 到 。 
3 (Ge + G+) 


2U | ah + Fl) 


J = 
dt д& 


F = Fp Lgr 


根据 以 上 推导 ,( 附 -9) 式 可 改写 为 
2 9(Ht + Ht) 

д7 at 
十 СЇ. + Holy. | 


= K 


Е\- =, + С.у + Ну. 
Gr =Fre Lt, + + СГ, F Hol £ 


С. = Еу. 


‚ + Сау + Ну. 


(BH -48) 


(BH -49) 


нү =F, Lagga + G, L я H.L = 
Hy =FrLs,, + G.L, бу Е Ну. ) 


H А.В.С 的 定义 ,( 附 :47) 和 ( 附 -37) 式 可 改写 为 


aU gaU wal лаб oF Сб ӘН p т 
. Л ПЕ ЕЧ) 27 +€ д BF 07 аб R ( 附 -50 
L K x n[ 3 82 
AV ду _ a9V aE ӘС ән, 
JD 0 = '— З - = К 
T ч. АГ 3 BD T + CD: т мати ЗЕ Т 37 FR R 
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JD ÈE + LD Rp STAS R, р + LeD RETT AT Ra 
Lip BAS кые SE тту К 
+ La DRP Q AQ Rs 3 + JE а PU + ЕТА R 
一 边 均 乘 D, 则 得 
зу SC ду 
J a + LRi'S, AS Rg JE + „КТ, LAST Rs БҮ 
ағу | эб | 2] ры 


у 
+ L, R Ë Qi A.Q. Ry ЕЗ + D ЭЕ + 27 EA 


ИЕ RE dESF48 БЕЛЕ БАТИ Jr ЛЕ. ЖАПЕ £ Sri P 26 2y ТАТО РЕЯ. 


下 面 对 下 ,Gt Hi 作 一 些 简 化 ， 


0 0 0 0 0 p 
0 -$p 9 0 0 u 
"E | 2 
Fe = | 0 0 T 0 | 3z? 
| 0 0 0 = и 0 i 
RT 8 — Е _ 4. 
р 3^ о q Ro P 
0 0 0 0 0) (í 
|0 0 7# 0 0 и 
+ [o — р 0 0 0 2 jv 
° 0 0 о о Ур 
Кызы ры. < 6 
10 pU ён 0 0 Р 
[0 0 0 0 0 е 
2 
0 0 0 3 ^ 0 ti 
+ |0 0 0 0 0 2 v 
2 
0. —ж 0 0 © 
ОБОН «зе мн aa 
=M, CAA eY + М, 2 
rar x ду ° д2 
[9 0 0 0 0 e 
0 0 =н 0 0 
н 
ч Ж 
т 
0 0 о 00 | 
zi 
下 | 
ДИЕ У Р) 
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ду 
aq 


(BE -51) 


( 附 -52) 


4727 


| 0 0 0 0 |?) 
КЕ. ЖП 
o 0 ~p 0 о 19,1 
+ 3 Эу” 
= | 
0 0 0 # 0 0) 
RT jiu 8 v т єз 
0 íe 
0| 
u! 
0 0 0 2, 01а 
+ 5 35!" 
gz 
0 0 一 不 0 i 
2 
0 0 — pw — рт { 
pu g 0 ip 
у у ƏV ке 
= М. ах + Me, ду + Me, д ( 附 -53) 
0 0 0 0 le 
0 0 =н 0 
| и 
0 0 0 0 
9 { 
H, = А P= lu] 
0 3# 0 0 0 
w 
0 一 Zw 0 —g# Q : 
3 J р 
0 0 0 0 0 p 
0 0 0 0 
и 
0 0 =н 0 3 
+ 2 эу v 
0 0 s о 00| 
1 9 
0 0 = 2 jn — ро 0 
3 P 
0 0 0 0 р 
= 0 0 Н 
u 
0 0 Sh 0 
s = v 
0 0 0 = 0 
w 
АТ эы а E 
У 9 ау 
=М, дт + М, 25 + м, = (Bf -54) 


Fi- =FrL;;., + СЫР, + Нух. 
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即 


жыш 


其 中 
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二 CN Ln + Me Ls, + Ма La.) 5 
+ (Mr Le. + Ma Lg. + Ма L...) ӯр 
+ Mr Ls, + Me Les + Ми) SZ 

= [| “М. ,十 M. Tet Му 1.) SZ 


Eg (Me Loge + Me Ln.: + Ми Гк.) Fa 


| ЈУ 
+ (Mp Lg + Mala, + Muda) ЗЕ] 36 
д 
Гем, Ln, + M, Las + Ми Lea) 50 
PANE TO И BONO hua 
T ( r 4288.7 + 4 G, ух н, =. ay 
27] ƏV 


+ (Me Ly.. + Modas + Mn dgu) TA T 
+ [M Eys + Mala, + Мако 52 
+ М, Lag + Ме L... + Ми Li.) s 


+ (Mr Lg + Me dga + Миа) 52 


9 
= Mois "i Mey z + Mrz 元 
F' = Mr А + М, т T М; Ы 
А == Mos 3 Mey r + Mog a 
t = Mua = + Мил + Mirs бу 


LA аё, | 
Mra 一 2 Mr alie ут. | 
К =! ' 
ўм, н. 2E | а= 1.2.3) 
Ме: = > г кы, 22; Эса? 
Jes. Wm 
3. 2 En 
Migs, БЫ >; D Me „1, д2; 


=! 371 


С -55) 7 


( 附 -56) 


其 中 记号 为 


26, (е. aE + СЕ -57) 


最 后 得 


aV 
ЈЗУ Ід аЗ R, Se + ТТ AT Ra 


aV әү av 
+ ГКЛ, © s: р p| | Mre SZ + Mas уу + Mrs Spl 


aV aV ду aV 2Vil pp 

+ gyl Mas 9 + Малу + Ма 2.) M sgg + Mia gg + Mra FE! | | = DR 
(BH -58) 

以 上 就 是 非 守 恒 型 方程 在 曲线 华 标 下 的 最 后 形式 。 
这 里 给 出 的 是 三 维 的 情况 ,对 于 二 维 情况 可 简化 为 

А0 aF дс oy Е 

Br ET ay SR ( 附 -59) 
157 + L.R; 1ST1ASS, R, S + LR, АГК; a 

aV i aV 1 Z А а 

EA a l+ E] Ma: з + Мз] = DR ( 附 -60) 


清谈 着 自行 写 出 其 中 各 个 符号 的 意义 及 具体 表达 式 ， 
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第 4 章 工程 中 流 场 的 数值 计算 


工程 中 常 存在 许多 流体 力学 问题 ， 其 流 场 往往 非常 复杂 ， 千 变 万 化 ， 绝 大 多 数 流动 都 是 
注 流 ， 因 此 它们 的 数值 计算 是 非常 困难 的 。 由 于 计算 机 软 硬 件 的 迅速 发 展 以 及 工业 发 展 的 需 
要 , 人 们 对 于 工程 中 的 流 场 问题 越 来 越 重 视 , 计算 流体 动力 学 在 工程 中 的 应 用 也 日 益 广泛 , Е 
具有 经 济 、 省 时 及 重复 性 好 的 特点 ， 受 到 人 们 的 青睐 。 目 前 已 开始 形成 工业 计算 空气 动力 学 
这 样 一 门 重要 的 分 支 。 本 文 限 于 篇 幅 ， 只 介绍 其 中 一 部 分 例子 。 在 下 一 章 中 还 将 介绍 与 热 交 
换 有 关 的 流动 问题 ， 即 自然 对 流 和 强迫 对 流 的 问题 。 


4.1 水 击 问 题 及 其 数值 计算 


在 日 常生 活 中 ,关闭 水 龙头 时 由 于 振动 水 管 会 发 出 强烈 鹿 拌 的 声音 。 这 是 由 于 管道 中 水 
流 帘 然 受阻 ， 冲 击 管道 引起 强烈 振动 所 致 。 这 种 现象 就 称 作 水 击 ， 工 程 中 管道 比比 皆 是 ， 如 
核反应 堆 中 在 发 生意 外 事故 或 设备 故障 时 紧急 启动 或 关闭 阀门 常常 会 引起 水 击 。 水 击 的 冲击 
力 很 强 ， 有 时 会 引起 管道 破裂 ， 进 而 造成 重大 事故 。 所 以 对 水 击 的 分 析 及 其 数值 计算 在 化 工 
设备 ， 核 反应 堆 等 的 安全 分 析 中 有 重要 意义 。 

在 4 篇 中 已 讨论 过 水 击 的 数学 模型 ， 其 形式 为 


1 0), [8] [V е) tay | `° 
| ||| |Z 2 azly|7 |- wi «С. 4. 1.1) 
它 的 特征 方程 为 : 
-Vie | (С. 4.1. 2) 
特征 相 容 关系 或 相 容 性 方程 为 : 
таа „л (С. 4.1.3) 


由 于 在 工程 上 管道 中 液体 的 经 济 流速 为 2 一 3mys ， 而 液体 
中 的 波束 с 约 为 1000mys ， 为 此 可 认为 


dz _ š 
т = (С. 4. 1. 4) 


用 其 代替 原 特征 方程 (C. 4.1. 2) R, 其 所 引起 的 误差 并 不 
比 插值 计算 引起 的 误差 大 。 因 此 对 波 速 不 变 的 问题 就 可 以 
采用 等 距 的 拭 形 网 格 ， 且 和 矩形 的 对 角 线 就 是 特征 线 ， 如 图 ` 
C.4.1 所 示 。 AP 线 对 应 于 E=, ВР 线 对 应 于 5 с. 
由 于 特征 线 和 网 格 的 节点 相交 ， 没 有 必要 进行 插值 计算 。 
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沿 着 两 条 特征 线 4P 和 BP, 可 分 别 积分 在 其 上 成 立 的 相 容 性 方程 。 如 果 积 分 时 对 摩擦 项 
采用 一 级 近似 ， 即 令 
(Р, „ыш 


z 2gD 2gD 
则 有 全 一 TERV LAR TARE, 
hi = Ма + СУТ" У) + 次 Ут | (C. 4. 1.6) 


式 中 的 沿 程 损失 系数 了 按 定常 流动 的 公式 求 取 。 把 定常 流动 的 结果 直接 用 于 非 定常 流 从 理论 
上 讲 显 然 是 不 合理 的 ,但 迄今 为 止 非 定常 流动 中 沿 程 损失 系数 / 的 求 取 尚 未 有 令 人 满意 的 方 
法 ， 所 以 不 得 不 利用 定常 流动 中 的 公式 ， 好 在 误差 不 太 大 ， 可 以 满足 工程 上 的 要 求 。 


# 
Ср 一 ka F V ч Pyr, |Ў7;. | (C.4.1.7) 
См 一 hisa =: Ра + EEV a Vinal (C. 4. 1.8) 

HJ (С. 4.1.5) AC. 4.1.6) 两 式 可 简写 成 

кз mer — Syn (CC 

由 此 可 得 
п 一 全 人 RAAE 
ys s E (C.4. 1.12) 


显然 这 是 一 种 显 式 算法 , 因为 cr 及 cu 均 是 前 一 时 刻 的 已 知 值 ,这 种 方法 适用 于 在 微机 上 进行 
计算 。 

对 于 气体 流动 问题 ,气体 流速 一 般 较 大 ,而 波 速 比 在 液体 中 小 ,此 时 流速 V 不 再 远 小 于 
co 用 dz/dz 一 上 c 代替 dx/di 一 V 士 c 就 会 带 来 较 大 误差 ,采用 含有 插值 的 计算 格式 是 不 可 避免 
的 。 

为 了 完成 计算 还 需 给 出 适当 的 边界 条 件 。 与 其 它 差分 格式 相 比 ， 特 征 线 法 在 处 理 边 界 条 
件 时 要 方便 有 精确 。 

边界 条 件 所 需 数量 ， 与 边界 上 的 流动 情况 很 有 关系 。 在 4 篇 中 我 们 曾 根 据 特 征 走向 来 判 
断 边 界 上 需要 多 少 个 边界 条 件 ， 在 此 讨论 这 个 问题 就 比较 容易 。 

首先 讨论 左边 界 。 参 看 图 C. 4. 2?， 在 边界 上 发 出 的 特征 线 有 3 种 可 能 性 ; 

当 V>c>0 时 , 两 条 特征 线 的 斜率 了 十 c 和 V 一 c 都 是 正 的 ， 所 以 它们 的 走向 都 是 由 域外 
向 域内 的 ， 因 此 在 这 种 边界 上 要 给 出 两 个 边界 条 件 。 

当 c>Y> 一 时 ,两 条 特征 线 的 斜率 了 十 c>0,Y 一 ce 所 0, 它们 的 走向 一 条 由 域外 走向 域 
内 ， 另 一 条 由 域内 走向 域外 ， 因 此 在 这 种 边界 上 只 要 给 出 一 个 边界 条 件 。 

щу 0 时 ,两 条 特征 线 的 斜率 V 十 c 和 V 一 c 都 是 负 的 , 所 以 它们 的 走向 都 是 由 域 
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j V>cD>0 V> c> 
„7 给 出 二 AAA 
c€>V>—C c>V>—€ç 
A 给 出 一 一 个 边界 条 传 给 出 一 一 个 边界 条 件 


—с<0 у<—с<0 
不 给 出 边界 条 件 шүл е 
左 
С. 


内 向 域外 ， 因 此 在 这 种 边界 上 不 必 给 出 边界 条 件 。 

对 于 右边 界 正好 相反 。 当 了 >c>0 时 , 不 用 给 出 边界 条 件 , С>У>—с 时 需要 给 出 一 
RRI. 而 了 < 一 一 c<0 时 则 需 给 出 两 个 边界 条 件 。 

下 面 我 们 讨论 几 种 工程 上 常 遇 到 的 “边界 "。 

D 位子 上 游 的 水 库 

对 于 容量 很 大 的 水 库 ， 当 管道 流 基 不 是 很 大 时 ， 可 以 认为 水 库 水 位 是 不 变 的 ， 即 有 


hx = 常数 (C.4. 1.13) 
这 种 情况 对 十 大 容量 的 输液 夭 也 是 合适 的 。 对 于 随时 间作 半期 变化 的 水 位 则 有 
hre = h, + Ahsinaot (С. 4. 1. 14) 


以 上 两 个 条 件 中 的 任 一 个 与 (C, 4. 1.10) 式 联 立 就 可 求 得 管道 上 游 端 流量 随时 间 的 变化 ， 
若 采 用 条 件 〈C.4.1.13)， 则 有 
hr =Й! 一 car + Pin 
= (hx — cu) е ав 


(2) 上 游 为 特性 曲线 已 知 的 离心 泵 
等 速 运 行 的 离心 泵 。 其 特性 曲线 可 以 用 二 次 曲线 来 近似 ， 即 


h = h, + a,Q + a,Q° (C.4. 1.16) 

Жр А. ОКК, as a, 是 表征 特性 曲线 的 两 个 常数 ， 上 式 和 (C. 4.1.10) 式 联 立 可 求 得 
2 1 | 

vie в-а – МВ yan) CL 


其 中 4 为 管道 截面 积 ，B=c/gA4， 

(3) 管子 下 游 为 一 阀门 

假定 在 定常 流动 时 , 流体 通过 阀门 时 的 压 头 损失 为 Aho, 则 在 定常 流 时 , 通过 阀门 的 流量 
Q, 可 用 和 孔 吕 方程 表示 


Q, = (с.А;), М 2623, (С. 4.1.18) 
RP ce 为 流量 系数 ，4' 为 阅 门 开启 面积 ， 下 标 “0” 表 示 初 始 定常 流动 时 的 数值 。 对 于 其 它 
,338 ° 


i ee wmi qamnan =a 


任意 开 度 . 可 写成 


Q = cA, ИАА (С. 4.1.19) 
若 定义 无 量 网 相对 开 度 z 为 
. c. A, ` 
Ыл (C. 4. 1. 20) 
那么 任意 开 度 时 通过 阀门 的 流量 为 | 
О= 9 . ZAh | (C. 4. 1. 21) 
VAN, 


上 式 也 是 根据 定常 流动 得 来 的 .但 在 工程 上 仍 可 将 其 用 于 不 定常 流动 ,只 要 知道 + 随时 间 的 关 
Ж r= 二 rtz) 就 行 了 ,请 注意 式 中 的 r+ 是 可 以 大 于 1 的。 阀门 完全 关闭 时 r=0。 边 界 条 件 
(C.4.1.21) 式 和 (C.4.1.9) 式 联 立 就 可 求 得 任 一 时 刻 通 过 阀门 的 流量 为 


ы =— Ber + V (Ве)? + lerep > (C. 4. 1. 22) 


其 中 B=c/gA, a =Q; 2Ahu 
对 于 固定 的 孔 口 r= ` | | 
(4) 不 同性 质 管道 的 串联 连接 == 
图 C.4. 3 表示 两 根 几 何 及 物理 性 质 不 同 的 管 一 UL 
道 串 联 一 起 。 连 接 处 天 应 看 作 是 计算 的 内 边界 点 ， | 


在 进行 水 击 计算 时 ,局 部 损失 往往 可 以 忽略 不 计 , 这 图 сз 
时 应 有 | | 
йк, =hx, = hk 
C. 23) 
бесе еб | О шы 


但 结 点 两 边 的 波束 是 不 一 样 的 , ERA (C. 4.1.10) 及 (С.4.1.9) 两 式 联 立 时 特别 要 要 注意 ， 
解 的 结果 为 


— C ©м: БУЛ 3 
Qk = B FE. (C. 4. 1.24) 


Еф, B,=c /gA,.. В,=с/6А,. RIẸ Әк 后 可 以 从 (С. 4. 1.10). sk (С. 4.1.9) 式 中 求 得 hx。 
(5) 管道 的 分 又 连接 
对 于 图 C. 4.4 所 示 的 分 又 管道 ， 要 使 用 连续 方程 ， 即 


Q. + Qk, = Qr, + Qr, | (С. 4.1.25) 
而 局 部 损失 通常 可 以 忽略 不 计 ， 于 是 就 有 | 
hk, = hx, = йк, = hk, = hg (С. 4.1. 26) 


每 根 管道 均 要 用 相 容 性 方程 , 对 于 流体 是 流入 结 点 的 管道 用 方程 (C. 4.1.9) 式 ， 对 于 流 
体 流 出 结 点 的 管道 用 方程 〈C,4.1.10) 式 。 因 此 有 
ca /B, + cx B; + cu / B, + cx, f B, 
X а/вәо 


Ак = (С.4.1.27) 
至 于 流量 则 可 以 从 相应 应 的 相 容 性 方程 中 求 得 。 
(6) DAREN 
空气 蔷 压 器 是 管 路 系统 中 防 止 水 击破 坏 ， 减 少 流体 脉动 的 常用 设备 ， 图 G, 4. 5 所 示 的 是 
一 种 简单 的 空气 鞭 压 器 。 | 
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图 C.4.4 图 C.4.5 


. HARRERA, TAPAEA, FPR ОЛ, Sas 
中 的 气体 服从 可 逆 的 多 变 关 系 


АУК = С, _ (С. 4. 1. 28) 
ATK 为 多 变 指 数 , V 为 流体 体积 , А 为 气体 的 绝对 压 头 。 若 令 为 大 气 正 头 , z 为 标高 , 则 
ЖЖ ЕКЕЖ И: 的 关系 为 
h. = h + h, — = 
El rE (C.4.1.28) HEMRAH. ЕЙТЕН] ДЕУ. 9 | 
бк — 6 C (С. 4.1.29) 


ОХЕ ER nti 和 表示 时 间 为 (x 十 1)Az M na 时 的 值 , 并 不 表示 指数 , ПНДЕ К), 7 
Æ (С. 4.1.29) 和 两 个 相 容 性 方程 | 
i А =н — BIQ 
Ар =cw + BQ 
以 及 连续 性 方程 Q =Q QI 
联 立 就 可 求 得 局 ”和 Qi+!。 式 中 B= 二 ci/gA1， B,=c/gA:. 
(7) Жо 
+ ss H T | ЕЖЕ Э ВК НН АЎ, SHE С. 4. 6 所 示 。 相 同 的 多 根 平行 管 可 以 用 
一 根 当 基 水 管 来 代替 ， 当 量 管 的 截面 应 等 于 各 管 截 而 之 和 ， 而 摩擦 系数 应 和 小 管 的 摩擦 系数 
一 样 。 水 籍 可 以 用 集中 流 容 来 模拟 ， 即 把 水 箱 中 的 压 头 h, 表示 为 
h! = 20а + Qi") (С. 4. 1. 30) 
式 中 KK' 称 为 有 效 体积 的 弹性 模 数 , 它 表示 | | 
了 流体 和 容器 的 弹性 影响 。 若 TY 为 容器 的 
体积 , 则 天 "与 容器 中 压力 变化 有 如 下 关系 
K' = DF (C. 4.1.31) 
£ (1) 中 相 容 性 方程 为 
В = cp — ВО! 
当量 管 中 的 相 容 性 方程 为 


hy? = ¿c 十 В: | 
ЖЕНУ У QU =0 Q 
上 述 3 个 方程 和 (С. 4.1.30) 式 联 立 即 可 求 出 А, ©, ОБ огра 4 АЧА. 
(8》 离 心 泵 起 动 
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在 离心 泵 起 动 过 程 中 ,有 泵 的 特性 折线 与 当时 的 转速 有 关 ， Ж а= МИМ, Ва 39 3 6925 
时 转速 与 额定 转速 之 比 ， 那 么 特性 曲线 可 表示 为 
h = аА, + aa Q + a,Q° (C.4.1. 32) 


通常 泵 起 动 过 程 中 假定 转速 由 零 线性 升 高 到 Ne BJ a 由 0 升 高 到 1, КУНЕШ Т, 一 般 
说 小 于 从 按 下 按钮 到 秦 达 到 全 速 N. 所 需 的 时 间 ， 可 近似 地 假定 了 .二 了 了 ， 这 样 就 有 


a=T/T. (C 3з) 
a=1 Т:>Т, ича пп -一 | r J — 02) 
如 果 离 心 泵 作为 增 压 泵 用 在 图 C. 4.7 ТИВА 


中 则 有 图 C.4.7 
Ару — һыү = ah, + aa Q; а, 


hpa 一 cpl 一 B, Qp. 


(C.4.1.34) 
hir Scum + В,Ө Уу 
Ок» =Q 
联 立 求解 上 述 4 个 方程 可 解 得 流量 为 
-l p= Etica] 4а, lh, Бсь — См) + 
© Qa 2a, рари | f (C. 4. 1. 35) 


求 得 流量 之 后 可 以 从 相应 的 相 容 性 方程 中 求 出 压 头 加 和 АЕ. 

以 上 介绍 了 工程 问题 中 经 常 直到 的 几 种 廊 界 条 件 。 但 实际 问题 要 复杂 得 多 ， 在 此 不 能 逐 
一 介绍 。 下 面 介绍 两 个 算 例 。 

例 1 在 四 C.4.8 中， 上 游 为 水 位 不 变 的 水 库 , hg 二 150 m， 管 径 为 D=0.5 m， 管 长 为 
工 一 600 m， 波 速 为 a 二 1200 m/s。 下 游 为 一 阀门 ， 痊 门 按 以 下 规律 逐步 关闭 ; r= (1 一 1/ 
2.1)"*， 立 门 的 CA6)。 二 0.009， 摩 控 系 数 f 0.018， 且 近似 看 作 常 数 。 

计算 时 把 管道 分 成 5 段 ， 即 步 长 z=120 т, ВРК Ac=0.1s。 

计算 公式 按 前 述 应 该 是 

内 点 : 用 (C.4.1.11》 和 (C.4.1.12) R. 

上 边界 : 用 《〈C.4.1.13) ЯП (C.4. 1.15) R. 

下 边界 用 (С.4.1.22) ЯП (C.4.1.9) =, 

图 C.4.9 #šë iH ( AFATA ATS А Кр лу, ШИШ ТҮЛКЕ ЖЖ ЕТ 
连接 的 流量 随时 间 变 化 的 情况 。 
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2 图 C.4.10 RE ЕТАН ЕН ҖИ A. 离心 泵 将 水 从 水 池 (EL ,=0) ЛЕ 
ат e Ad P, 这 两 个 水 池 的 水 位 分 别 为 EL.==21. 34 m, EL,=22. 86 m, 在 泵 启动 之 前 水 
将 从 水 池 d 流向 水 池 ce， 因 为 目 回 图 的 存在 , 流体 不 可 能 从 A 点 流向 水 池 4， 在 定常 流动 时 
流体 也 不 能 队 BB 流向 A。 系 统 的 已 知 数据 为 : 

Li =487. 68 m, L,=762 m, L,=914.4 m, D,=0. 610m, D,=0.914 m. D,=0.457 m, 
c, =1203 m/s. су==1158 m/s, c:=1097 m/s, Ак=30. 48 m, ©л:==0. 1416 m/s, f/=0.018, 
/-=0.021. f,=0.02, g=9.81 m/s°, T.=2 s, 


F C.4.10 


细心 的 读者 马上 会 发 现 , 为 了 保证 计算 时 3 个 管道 中 的 时 间 步 长 Az 相等 , 在 给 定 的 波 速 
TREK 3 个 管道 都 分 成 整数 段 。 而 Ao = Ar, = An 则 是 计算 中 必 不 可 少 的 , 为 此 只 有 对 波束 
进行 适当 修 焉 。 考 虑 到 波 速 计算 本 身 的 不 精确 性 ， 这 样 做 是 允许 的 ， 但 波 速 的 收 正 不 应 超过 
15 兴 。 即 对 本 问题 点 该 首先 确定 At， 人 然后 适当 通过 调整 波 速 c 的 办 法 ， 求 出 能 得 到 整数 分 段 
数 的 距离 步 长 Ax,， 然 后 再 进行 水 击 计算 。. 


设 泵 的 起 动 特性 为 
h = 1.25=%ь — 90800 — 208 (С. 4.1.36) 
式 中 
[а= Т/Т, ТТ, ' 
[а= 1 T >T, 
RK 432 6. 只 有 当 泵 在 无 量 纲 转 速 a 下 产生 的 断 流水 头 (h, 二 1. 25e@'h,) 大 于 con BHEE 
阀 才 打开 。 


内 点 的 压 头 和 流量 可 根据 〈C, 4, 1, 11》 RA СС. 4.1.12) 两 式 计算 。 水 池 c 和 4 可 以 看 
作 是 水 他 不 变 的 水 库 ， 可 以 用 〈C.4.1.9) Ж (流体 流 入 水 池 ) R (С. 4.1.10) 式 (流体 流出 
ЖИ) 进行 计算 ， 求 得 两 水 库 处 的 流量 ， 

随时 间 的 变化 ,内 节点 分 盆 处 可 用 类 似 于 《〈C.4. 1. 27) 式 和 相应 的 相 容 性 方程 求 得 压 头 
和 和 流量 。 在 4 点 当 止 回 阅 关 闭 时 这 里 可 以 认为 Qa 二 0, 34 1. 2507222 5, 止 回 阀 打 开 , 由 
于 泵 前 讨 头 为 零 , 故 可 直接 用 〈C. 4. 1. 36) 式 和 相 容 性 方程 A 一 A4 =c FB QY, Ж 
求 出 压 头 各 流 基 。 才 CC. 4 给 册 了 计算 结 时 。 
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表 C.+1 


ЖЖ РИЯ РЕ ЖОРИК. 


4.2 铀 分 离 器 内 转子 流 场 的 计算 


原子 反应 礁 的 燃料 是 U”, 它 需要 从 U” 中 分 离 出 来 ,最 常用 的 方法 是 用 高 速 旋转 的 转子 


ALPHA Qp ha Ав 
—0.0796| 2238 | 22.38 
| . 
6 | 0.153 Л —0.079 61 22.38 | 22.38 
| НЕТ 
7 | 0.3% 
8 | 0. 458 
9 0. 611 . 2 
10| 0.762 | 0,382 0 0 0.0796 | —0.0796 
11| 0.917 | 0.458 0 0.0796 |—0. 078 6 
12 1.069 0. 535 0 | 0 0.0796 | —0. 079 6 
13| 1.222 | 0.611 0 0.0796 |—0. 079 6 
Д. 
14 1. 375 0. 687 0 0. 0796 | —0. 079 6 
15] 1.528 | 0.760 0 0.0796 |—0.0796 
-— za 
16] 1.681 | 0.840 | 0.0124 0.0796 |—0.0796| 0.0796 |—0.0796 
ns РАВ 
ч] 1.833 | 0.917 | 0.0240 | 0 0.0796 | 一 0.079 6| 0.0796 |—0.079 6 
18 1. 986 0.933 0.037 4 0.0796 | —0.079 6] 0.0796 | —0.079 6 
ai 
—0. 0733| 0.079 6 | —0.079 6 
—0.066 3 一 0.079 6 


进行 分 离 ， 这 就 是 所 谓 铀 分 离 器 转子 。 由 于 U KERE USK, MABRE ETE 
U2a 将 沿 径 向 被 分 离 出 来 .分离 器 的 转子 是 一 个 很 长 的 圆柱 形 的 简 , 如 果 在 简 内 附加 一 沿 轴 向 
的 回流 ， 分 离 效 率 将 成 倍增 加 。 为 了 产生 这 个 回流 、 在 简 中 心 注入 管 上 安装 有 -组 国定 的 分 
子 ， 在 简 旋 转 时 它们 相对 简 有 一 很 高 的 速度 ， 相 当 于 驱动 简 内 流体 的 叶山 ， 这 是 一 种 产生 回 
流 的 重要 方法 。 顺 便 说 一 句 ， 这 些 勺 子 的 另 一 个 作用 是 用 来 调节 气体 的 注入 与 排 空 其 。 如 果 
在 简 二 侧 造 成 温度 差 ， 也 能 产生 轴 向 回流 。 显 然 为 了 提高 分 离 效 果 ， 了 解 简 内 的 流动 状况 是 
十 分 必要 的 。 图 C. 4. 11 是 铀 分 离 机 的 示意 图 。 f 
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ЕВН РЕЗЕ А. Е НЕА Е, ЕЕ ЛР P E. ТЕЎИ | 
ВШ ЖР Т ХАП ЕЕ ЛЕЙИЖ. С Ар ИТ T LRA A С. 4.120; 

(1) 内 核 层 《几乎 是 真空 

(2) Ekman Ж 

(3) Stewartson E: 

(4) Ekman 处 延 层 

(5) Stewartson 次 层 

(6) Ekman КК. j 

天 用 线 化 理论 可 以 估计 它们 的 厚度 ， 也 可 以 从 
直接 解 NS 方程 得 到 流 场 的 全 角 。 本 节 介 绍 的 是 略 
E Ekman Ж #1 Stewartson 层 用 解 Euler 方程 的 方 
法 直接 计算 内 部 流动 。 此 法 可 使 实际 计算 大 为 简化 。 


由 于 转子 旋转 速度 非常 高 ， 因 此 简 内 的 流体 绝 
大 部 分 集中 在 外 俩 ,中 心 部 分 气体 密度 几乎 为 零 ,所 ， f 图 C.4.12 
以 计算 域 可 以 在 rx0.5~0.7R 处 截断 。 沿 高 度 方 。 全 中心 区 Okman $ Stewar:son Ж 
向 计算 区 域 也 不 必 取 很 多 。 出 于 铝 定 勺 离 底 部 只 有 Š Ekman 外 延 层 @Stewartson 次 民 
0. 08 只 ， 所 以 计算 区 域 只 要 取 0. 1R 高 度 处 即 可 以 | @ Ekman 外 延 次 层 
T. 计算 区 见 图 C.4.12， 网 格 划 分 如 图 С. 4.13 所 示 。 
这 里 采用 的 基本 方程 为 p Š 
U, + F, +G, + H, = 0 (C.4.2.15 
其 中 
p pu pv pw 
pu mË p pvu pwu 
U= p |, F= рио ‚ G=| +p |, H= pwv (С. 4. 2. 2) 
pw puw | puw pw + b 
e (pte) и (p+e} v (He) w 
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e 为 单位 体积 总 能 ，p 为 压力 、 状 态 方程 为 
в=9—0 |е раи} 
(С. 4. 2.3) 


对 于 UF。， 取 7 二 1.065。 边 界 条件 的 取 法 如 图 
C.4.14 所 示 。 


下 游 周期 条 件 
| папы 


顶部 (周围 的 ) 边 界 


底部 固 履 条 件 


(5) 
图 C.4.13 图 С.4.14 
需要 说 明 的 是 上 表面 ， 其 上 的 物理 参数 《如 压力 差 度 等 ) 到 绝热 气体 作 刚 性 转动 时 所 有 具 
有 的 值 ， 而 质量 通 量 则 由 Riemann 问题 确定 。 由 于 采用 上 风格 式 ， 故 不 需 附加 其 它 条 件 。 需 
要 指出 的 是 , 这 里 并 没有 假定 流动 趋向 刚性 转动 , 但 只 假定 在 外 缘 , 34 z 比较 大 时 (在 求解 区 
的 上 部 》 速度 为 0,R， 其 中 OQ, 为 转子 转速 。 在 图 中 可 以 看 出 ， 周 向 采用 周期 条 件 。 
下 面 简 要 地 讨论 所 采用 的 计算 方法 。 这 里 采用 的 是 近似 的 Riemann 方法 , 其 基本 思想 是 ， 
设 求解 的 为 一 维 方 程 | | 
U, + F, = 0 (С. 4. 2. 4) 


起 始 条 件 为 U(r,0) =u,(z) 
u, х<0 (C.4. 2.5) 
# u (x=) -长 т>0 
这 就 是 一 个 典型 的 Riemann 1, Ф Е, =А0, 又 用 常 系数 AU, КЕ. НА зиж Е 
J= FAO dð (С. 4. 2. 6) 
这 是 因为 Uo) =U, + 000, ==. U.) 


dU = (U; — 0,940 
КӘК fa dU 
Е) — FU) =| 250 = Гао 4240 
1 
= [Аса — U) = АО — UO (С. 4. 2.7) 


TERU, FRERE. w 
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FAUR) — FUD = Уа ЧЛ, — U] (С. 4. 2. 8) 


ЕО) FU, U, U, БЕ] йй Y 24 a; P ЖН.” Ж ЙЕ Т. 
不 难看 出 , 当 U,=U,=U 时 ,=A(U)。 也 可 以 证 明 , 当 A 的 特征 向 量 均线 性 无 关 时 ,总 
的 特征 向 量 也 将 是 线性 无 关 的 。 
由 于 4 的 线性 化 处 理 , 所 以 本 方法 又 称 作 近似 的 特征 线 法 。 
现在 用 上 述 方法 来 求解 人 (C.4, 2.1) 式 。 首 先 引入 
W = pi uv ,th)} (С.4.2.9) 
Дн» - (озш БА. 此 时 LF,G,H 各 项 为 W 各 分 量 的 二 次 齐 次 函数 ,比如 


U, =Wi, С, = W.W, 


y 一 a 
Us —yW.W; + Ww + Wi + Wi) 


. _7—1 y+1 7 
F, =— WW, + y 


w? у m + 


等 等 ,于 是 可 以 写 出 
U=U(W), F=F(W), G=GW), H = НО) (С. 4. 2.10) 


(它们 的 具体 形式 请 读者 自行 列 出 ), 于 是 有 


гаар _ дЕ 2:86 ан 
AU = эге, АЕ = эре, АС = эе ， АН = s aW (С. 4.2.11) 
引入 记号 
j ЭЁ се 2б HL 
зр = В, zw = С эу = 2° эур = Ё (C. 4. 2. 12) 
则 可 得 


U, = U, =W, WP. к) 
Е, == Er =C(W, === И) 


G, — G, РОУ, — W.) (С. 4. 2. 13) 
Н, — H, =Ë(W, — Wea) 
其 中 ~ 表示 平均 值 ,ZL,R ЈМ ZE 24rt8 , 
现在 讨论 用 以 上 记号 表示 的 欧 拉 方程 的 特征 及 特征 向 量 。 由 于 
p = _аЕ ау _ ағ ƏW аб _ cp- 1 9U 
7 әт 20 дах ау aU әх дх 
故 与 ARIER EACE, RENEA 
detjCB- — А| = 0 (С. 4.2.14) 
对 应 特征 向 量 为 ДО, йк 
(СВ! — ADAU = 0 
或 利用 (C.4, 2.11? 式 有 (СВ! А) ВАМ =0 
或 (C 一 MBJAW =0 
或 det|C—4B|=0 (C.4.2.15) 
C.B 的 具体 形式 为 
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ñ W, 0 0 0 1 
Ja 7 二 -Y-i Y=- 
W; tly > Цу, =w, wW, 
(一 | 0 W, W, 0 0 
0 W, 0 W, 0 
0 W, 0 0 W, 
2W, 0 0 0 0 1 
W, W, 0 0 0 | 
в= W, 0 W, 0 0 
W, 0 0 w, 0 
y—1 7—1 7—1, W, 
УЗИ; FW “у, — W. y | 


将 它们 代入 (C. 4. 2.15) ,展开 整理 后 得 ` 
Qa 0а рабо аә) |0 


特征 值 为 À = ura, 
其 中 а? = (У — р) 
特征 向 量 为 
1 
u—a 
Аа = v 
w 
h — ua 
1 
u 
AU = й , 
w 
1⁄ 
故 


在 给 出 AU 时 即 可 确定 о. 


À = À = À =н, À = е +a 


F 一 9) Ф = и + | w 


0 0 
0 | 0 
А = [v AU. = | 0 
0 w 
vj w 
1 
“¿+a 
AU = v 
w 
h + wa 
5 
AU = УА, 
i=] 


(C. 4.2.16) 


(С. 4.2.17) 
(C. 4. 2. 18) 


(C. 4. 2. 19) 


(С. 4. 2. 20) 


(С. 4. 2. 21) 


对 于 G. H 也 有 类 似 的 关系 ,利用 这 些 关系 再 借助 于 近似 特征 线 法 就 可 确定 相 邻 单元 交 
接 面 上 流体 的 通 量 。 结 合 ТУЮ 法 ( 见 本 篇 第 六 章 ) 即 可 求解 本 问题 。 
利用 以 上 方法 对 圆柱 形 拨 管 的 情况 进行 了 数值 模拟 。 计算 2000 步 后 相对 误差 达 10 :在 
7 二 0. 94,7=0.9 及 7Y 一 0. 86 处 圆柱 队 近 流体 的 压力 分 布 如 图 C. 4. 15 所 示 。 其 中 拨 管 中 部 运 


动 (转动 ) 线 速度 与 当地 声速 之 比 为 7( 即 M==7)。 图 中 Q 表示 无 量 纲 的 压力 值 。 


可 以 看 出 外 缘 处 圆柱 附近 的 激 波 很 强 , 而 向 内 移动 时 激 波 强度 变 弱 。 
图 С. 4.16 表示 x-9 平 面 上 流体 速度 分 布 及 压力 分 布 。 可 以 看 出 在 拨 管 附近 有 很 强 的 朝 里 
的 流动 ,而 且 在 上 游 方 向 形成 一 个 洲 澳 。 从 压力 分 布 图 可 以 看 出 , 拨 管 表面 压力 变化 很 快 。 
图 C.4.17 RR r-z 平面 内 流体 流动 的 情况 ,其 中 
(a) 为 拨 管 前 ;(6) 为 拨 管 中 心 处 ;(c) 为 乒 管 后 。 
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J. Es] rE nj À ВИВА [B] IP] A ÉS pk 31), X ЫР ЧЕЛИ ИНЖИ fF ИАЛ r + 
图 C. 4.18 ЖЛ >-0 平 而 内 z 向 速度 分 量 的 等 值 线 。 实 线 是 正 值 ,虚线 是 负 值 。 可见 这 里 千 


„= —0. 157 
ЖЖ aze=0. 190 3р0. 015 


(a) ЖЗ 8 (5) FEHR 


Pt C.1.18 
近 外 侧 的 流动 向 下 《向 简 的 端 部 ), 而 内 便 
则 是 向 简 的 中 间 部 位 流动 的 。 
C. 4.19 表示 沿 径 向 的 轴 向 流量 分 
布 情况 。 | 
关于 中 型 挨 管 的 情况 此 处 不 再 细 述 。 
以 上 的 计算 表明 至 少 在 中 心 区 ( 即 远 
离 Ekman 层 和 Stewartson 层 处 ?是 定性 
R 地 符合 实际 情况 的 .可 以 预计 ,如果 直接 求 
多 С.419 解 N-S 方程 将 会 得 到 更 准确 的 结果 ,当然 
计算 更 加 复杂 , 耗 时 更 多 。 


4.3 管道 内 流 场 的 计算 


管道 是 工业 设备 中 最 常见 的 部 件 ,无 论 是 化 工 设备 、 动 力 装置 还 是 运输 机 械 中 都 有 大 量 管 
道 系统 。 它 们 实现 流体 的 输送 和 热 交 换 。 在 核 动力 中 也 不 例外 。 管 道 系统 的 研究 不 仅 有 重要 
的 实际 意义 ,还 有 重要 的 理论 意义 , 早 在 1927 年 Dean 通过 理论 分 析 , 指 出 弯曲 管道 流动 中 存 
在 二 次 流 。 随 后 几 十 年 中 人 科 对 二 次 流 问 题 进行 了 深入 研究 ,但 由 于 问题 较 复 杂 , 主 要 限于 实 
验 研 究 。 由 于 二 次 流 的 强度 较 小 ,不 易 准 确 测量 。 近 年 来 由 于 数 信和 模拟 的 发 展 ,管道 济 动 的 数 
值 计算 也 得 到 发 展 , 目 前 计算 主要 集中 在 层 流 和 工程 
模型 的 汕 流 计算 。 最 近 还 出 现 了 甩 用 大 襄 横 拟 方法 的 
数值 计算 ,也 有 人 尝试 用 直接 求解 N-S 方程 进行 数值 
模拟 ,但 由 于 计算 机 速度 和 容 基 的 限制 , 仍 限于 较 低 寺 
诺 数 的 情况 。 

为 了 研究 管道 的 传 热 和 传 质 问题 ,首先 应 当 研究 
管道 内 流 场 的 特点 和 速度 分 布 。 本 节 将 介绍 管道 内 层 
流 计算 和 用 模式 理论 对 满 流 进行 数值 计算 。 下 一 节 介 
绝 用 大 潢 模拟 对 庙 流 运动 进行 数值 计算 。 „ ЇЧ C.4.20 
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工程 中 常用 的 管道 有 两 种 : 圆 形 截面 和 矩形 截面 。 关 部 分 管道 有 平 直 段 和 弯曲 段 .这 里 重 

点 介绍 有 平 直 进出 口 段 的 矩形 截面 的 弯曲 管道 内 流动 的 数值 计算 。 对 于 圆 形 截面 管道 的 计算 
其 方法 则 是 类似 的 РС. 1. 20 给 出 了 上 述 流 场 的 几何 图 形 和 坐标 系 。 

对 于 管道 系统 内 的 流 场 ,其 方程 为 


АЖЕ ЧЕК 1 Ilh) абд) 2 лр] 
FD 5 € )-@ — a = 4 > 
连续 方程 | Эт, + Р + Эх, 0 (С. 4.3.1) 
动力 学 方程 
дт, Бу д lvm h hs) | uu hh дй | эл, Əh, | 9 (ou hh) 
ap hð x; hih; ax, hh, dr hax, 
uh h, ah; T д (tinhih;) РЕ wth; дА, a (ph h.) hih, дА, phh, dh, 
hh; ax, hið a, hh. дут; hd zx; hh, дух, hih, дал; 
дб h.) К h hiha дА, б Tah ha дА; 
T Адл, 1 А, дт, Ай, дф 
дү а (z hh.) = туа дй, д (Tahih,) КЖ тый; дй 
А22; h, дал, ha x, h, дф, gi 
| A ¿N Е 
G—1,2,3 6 3—2 kej 方式 轮换 ， 
f pl š 
其 中 f т == ре? (C. 4. 3.2) 


3 为 变形 速率 张 量 , 这 里 设 流体 是 不 可 庄 缩 的 和 和 牛顿 型 的 。 由 于 温度 场 可 以 单独 进行 计算 , 它 
对 流 场 的 计算 没有 影响 ,因此 能 量 方程 没有 列 出 。 
在 抢 形 截面 管道 中 ,在 弯曲 段 . 设 中 心 线 是 一 圆 绝 .内 外 人 壁 均 为 同心 圆 弧 . 其 方程 为 连续 方 


程 
Е = — + = 0 (C. 4.3. 3) 
动力 学 方程 
=- A “| + + Zeas) + (252) + 2 20-06, )+ 2.208. (C.4.3.4-D 
чы. + _(25$.. ож GS. L 250 (С. 4. 3. 4-2) 
эли 区 + 
= 一 s +t Zisa + Zas, D+ r DS) + 25. С. 4. 3. 4-3) 


其 中 有 =1 十 万 太 为 :方向 的 拉 梅 系数 。 

由 于 天 方向 是 河中 必 线 的 ,在 中 心 线 方向 的 变化 要 比 沿 侧 向 及 径 向 的 变化 小 ,所 以 可 略 
去 其 二 阶 导 数 项 ,这 样 就 得 到 抛物 化 方程 ,给 计算 带 来 方便 。 

为 计算 定常 情况 下 的 流 汤 ,一 般 直 接 采 用 定常 流动 的 方程 ,也 就 是 将 上 述 动力 学 方程 中 的 
关于 时 间 的 导数 项 略 去 ,这 时 方程 可 以 采用 Spalding-Patanker 推荐 的 SIMPLER 方法 计算 。 
在 这 种 方法 中 于 力 的 修正 要 进行 适 代 和 反复 多 次 计算 ,而 压力 修正 的 计算 并 无 多 大 物理 意义 ， 
计算 时 间 也 比较 长 。 另 一 种 方法 直接 采用 不 定常 的 NS 方程 ,利用 时 间 推 进 方法 进行 计算 。 当 
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流 场 达到 稳定 后 , 即 为 定常 流动 的 结果 。 这 种 方法 的 优点 在 于 定常 问题 和 不 定常 问题 可 以 采用 
同一 个 程序 ,在 研究 庄 流 计算 时 ,实际 上 只 需要 将 相应 的 模型 加 入 , 即 可 进行 清流 运动 的 计算 ， 
显得 非常 方便 。 如 果 人 们 希望 模拟 庙 流 运动 , 则 必须 直接 解 不 定常 流动 方程 以 显示 每 一 时 姑 测 
流 的 瞬 态 情况 。 因 此 采用 不 定常 方程 可 以 兼顾 层 流 和 市 流 的 数值 计算 。 | 

不 可 压缩 不 定常 流动 的 数值 计算 本 篇 第 三 章 第 8 节 中 已 作 了 介绍 。 这 里 同样 采用 交错 网 
格 ,速度 定义 在 网 格 相应 侧面 的 中 心 处 ,压力 值 定义 在 网 格 中 心 处 ,由 于 压力 值 不 易 直接 计算 ， 
TERTRE ЖЕЕ ЖЕ ЭРЛИГИ EREE Р, BD 


ут >» А А 
N = P" + D (C.4.3.5) 


其 中 P 为 对 流 项 ,D ARRON. 在 空间 方向 均 采 用 中 心 差分 。 由 于 格式 是 显 式 的 ,所 以 计算 比 
较 方便 ,由 于 | 


etase Р 
š a ee (С. 4. 3.6) 

将 它 与 (C.4,. 3,.5) 式 相 减 ,再 取 散 度 , 计 及 立 。V"-:=0, 可 得 
v P= v| £] (C.4.3.7) 


这 是 一 个 关于 压力 的 泊 松 方程 。 由 于 是 三 维 的 ,计算 比较 困难 ,可 以 采用 Gauss-Chebyshev Ж 
换 , 即 设 
P: = Уу] pcos TEEDE (j == 1.2, N) (C. 4. 3.8) 


#- 0 


ЖКЕК АСС. 4.3. DR HH у + V 也 作 同 样 变 换 , 可 得 方程 


Ка + C; = )COS =: + саа + ГР Pirni 


А A A А 
+ Сууда Рена Ф Ср] Pi ласа 十 Cik- Piat- = фина 
i М, 
Gk = 1,2, (п = 1,2, NG) (С. 4. 3. 9) 
& 


这 是 № 个 二 维 的 泊 松 方程 ,可 以 利用 SOR( 超 松弛 迁 代 ) 方 法 求解 ,也 可 以 采用 多 重 网 格 
法 ,以 加 速 收敛 。 所 得 的 解 再 作 逆 Gauss-Chebyshev 变换 而 得 到 压力 分 布 ,应 当 指 出 的 是 ,G-C 
变换 可 以 通过 快速 富民 变换 来 实现 ,这 样 计算 速度 可 以 大 大 加 快 。 
利用 上 述 方法 对 几 个 层 流 例子 进行 了 计算 , 选 其 中 一 例 介绍 如 下 ; 
定义 最 大 进口 速度 U, 为 参考 速度 ,Re= H R ch НУ ШИШЕ. ЕШ ЖЕУ 
形 ,弯曲 部 分 管 遵 中 心 的 半径 R 为 。 ， 
729 


6.7H ,Dean реве Н =з. 67, 
Re=2119. 1, 

进口 速度 剖面 给 定 , 即 充分 发 展 直 
方 管 的 层 流速 度 剖面 。 出 口 的 边界 条 件 
为 速度 变化 率 为 零 。 压 力 边界 好 伞 应 与 
此 相 适 应 。 所 取 管 道 剖 面 的 位 置 如 图 
С. 4.21 所 示 。 其 中 剖面 1 为 进口 ,21 为 
弯曲 部 分 进口 ,31 为 56.25",37 为 90* 


处 ,45 X 135°8Ë.53 5 180° 处 ,63 为 出 口 处 。 图 C.4.22 41 С. 4. 23 А ë| RI RE B НЕТИ 
及 二 次 流 的 情况 。 

从 图 中 可 以 看 出 ,在 进口 处 是 没有 二 次 流 的 ,在 弯曲 管道 进口 处 流 场 由 于 不 对 称 性 已 出 现 
二 次 流 , 在 45° 附近 处 在 内 侧 进一步 出 现 第 2 个 二 次 环流 ,该 环流 不 断 扩 大 ;在 弯 管 出 口 处 ,两 
个 环流 大 小 已 接近 。 在 直 管 出 口 处 二 次 流 型 式 不 变 , 只 是 外 侧 进 一 步 得 色 加 强 。 


v 等 值 线 | t, 空间 图 


| 到 C. 4. 22(a) 


. 352* 


И 


Ф: 


{, 


М 


— 


/ ху 0 
I; WWW 


AN 
v [| 


< 


人 


— 


ИИА 


ËI С.4.23(а) 


* 354 * 


I= 
二 次 流速 度 向 量 图 . 二 次 流 流 线 图 


图 С.4.230) 
如 果 弯 管 是 螺旋 形 的 , 则 在 很 多 圈 以 后 , 层 流 是 充分 发 展 的 ,这 时 的 流 型 如 图 C. 4. 24 所 
示 , 最 终 流 型 不 只 与 Re 有 关 还 与 Dean 数 有 关 。 
下 面 讨论 用 模式 理论 来 计算 满 流 的 情况 。 
这 里 采用 人 < 模型 ,其 梗概 如 下 : 
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Ë] С.4.24 


谢 流 应 力 项 为 一 p uu) = и” (S) 一 各 pk6,, 其 中 (5S) 为 平均 速度 的 变形 速率 张 量 ,6 为 
Kroneker 记号 ,一 二 可 二 vst 十 ws 为 满 流 脉动 动能 。 而 и“ pud AE u 为 某 一 特征 速 


度 ,在 远离 壁面 处 心 一 V k ,i, 为 菜 一 特征 长 度 , 一般 选 为 如?/s, 此 处 8 为 油 流 动能 的 耗 散 速 
率 。l1.aunder-Spalding《1974} 和 Коф С1980) ÆT AF k-e 的 方程 ,在 矩形 弯 管 坐标 系 中 , 它 
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二 次 流速 度 向 量 v 等 值 线 
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相 联 接 起 来 。 对 数 规 律 取 : 
二 一 = tin [E 5 унш, 

其 中 и. 为 壁面 处 的 摩擦 速度 .k= 0. 4187,Ё= 9. 793. 

解 方 程 的 方法 与 层 流 相同 ,只 是 现存 如 入 了 两 个 -e 力 程 而 已 。 

这 里 采用 Spalding 和 Patankar 推荐 的 SIMPER 方法 计算 ,对 弯曲 管道 内 的 洋流 运动 计 
笋 结果 如 图 C.4, 25 所 示 。 该 结果 是 Arnal 在 1988 年 完成 的 ,其 中 Re 一 40000， Puo, 3 ,为 -- 
HABE Ке 28400. = 0. 3 为 180" 霖 管 , 图 中 艺 示 的 为 时 间 平均 的 二 次 流 及 速度 分 布 国 。 
可 以 看 出 与 层 流 情况 有 很 大 的 差别 。 

上 述 方法 也 可 以 应 用 于 阅 管 内 流 场 的 计算 . 曲线 坐标 的 建立 是 这 样 的 :部 铅 上 为 Y-0 极 座 
标 , 沿 管 中 心 线 为 坐标 ,由 于 求解 的 点 在 网 格 中 心 ,加 上 采用 非 交 错 网 格 , 可 以 避免 中 心 点 的 
非 物 理 奇 点 ,从 而 得 到 满意 的 结果 


4.4 满 流 边界 层 的 数值 计算 


一 般 说 自然 界 和 工程 问题 中 的 流体 运动 大 多 为 清流 ,由 于 其 不 稳定 ,变化 急剧 ,又 是 三 维 
运动 ,所 以 一 个 多 世纪 米 尽管 人 们 花费 了 大 其 的 精力 ,但 仍 林 最终 解决 问题 ,今后 仍 有 一 - 段 漫 
长 的 道路 要 走 。 为 此 本 市 拟 简单 介绍 … 些 有 关 的 情况 。 

消 流 计算 作为 工程 应 由 一 般 采 用 模型 计算 ,所 以 模型 计算 是 这 里 要 讨论 的 一 个 重要 内 容 。 
“另外 由 于 计算 机 的 迅速 发 展 , 直 接 求解 NS 方程 或 大 涡 模 拟 的 方法 也 开始 成 为 汕 流 研究 的 
个 重要 方面 ,为 此 本 节 也 将 介绍 大 涡 模 拟 的 基本 思想 。 

目前 在 工程 中 使 用 最 广泛 的 是 有-e 模型 。 具 体形 式 如 下 : 

关于 统计 平均 其 的 方程 为 


dT, _ 
ЭЕ А 
д®,_ дй, _ аір 3 дот, 
At і ‘д2, БР?! сүт Уу, > дх; 
aT ph aTa Sa T, RAIT, 8 15 
3 ， 3 = 
x _ aT д | с, 41 ] R I'T | 
— < [ ЕЕ КЕ Ta ax 
1 3 
k= y 22 тш 
ад 3k ку — ak га k? ар 3k — д9, 
тш bon оез заа и 
de_ as ҹу — дє аг 2 дє дє £ — 29, є | 
dt Сә: > таз г! РЕ ? эк Уз |) 
(С.4.4.1) 
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显然 上 述 方 程 仍然 比较 复杂 。 国 为 人 们 感 兴趣 的 是 定常 情况 的 计算 ,所 以 起 始 条 件 影 响 不 
大 ,计算 时 可 以 这 样 进行 :对 前 3 式 可 以 按 … 般 关于 .7 了 的 方法 求解 ,而 其 中 用 到 ,se 时 可 用 
最 后 两 式 得 到 ,当时 间 足 够 长 以 后 ,只 要 解 做 定 ,定常 状态 的 解 就 乒 到 了 ， 

另 一 种 工程 中 广泛 应 用 的 方法 是 边民 层 方法 .时 为 人 人 感 兴趣 的 是 物体 受 力 的 大 小 ,物体 
表面 的 热 交 换 , 对 远 流 场 的 兴趣 不 大 .因此 边界 层 方程 的 求解 就 特异 有 意义 。 边 界 层 方程 是 用 
ТАБАГА. x — ШЖ РОА Р БЕЛ ЖЕП] Б tš ë gh 5 


-ən -3u __199} du 
u Эр" ду o Зе 185 potes 可 
+ (C.4. 4.2) 
л ду š 
APL 
э =o У 
AE И < y, 
И 
¿=P |55000 CARRET Щщ %@Д Ж, ЖИЕН. ИЙ 1) 


{=Ёу[1 — exp(— y/A)] 
k =0.41, A= А73 тз А” = 26 


x 1 
N= (21 — ехр(11. 809)] + ехр(11. 8%) 


ун da 


Pr сүү {压力 梯度 系数 ) 
Up = t, 
м =0B N= (1— 1.807) í (C. 4. 4.3) 
#E22y5y ` š 
t. — тауу, 
Re, 225000 В}, є„ = 0.0168н,6° 
Ке, <5000 时 , а = 0. 168 S 
П =0. 55[1 — exp(— 0. 24321? — 0. 298z,)] 
=, =Ке,/425 一 十 
由 内 外 层 的 5 相等 来 确定 у. 
另外 ,为 讨论 传 热 问题 ,需要 有 热 边界 层 方 程 
ат БК 9 R ат ди 
95 +955 (же) )+ G+ 6.2195, «С. 4. 4.4) 
其 形式 与 动力 学 方程 相似 ,其 中 
Er S (С. 4.4.5) 
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上 家 对 液态 金属 比较 正确 .对 于 气体 取 Pr 之 1, 可 近似 取 Pr 一 1。 

如 果 考 虑 对 流 换 热 情况 ,还 应 把 对 流 部 分 (由 于 温差 引起 的 ) 加 入 。 这 里 不 详 加 讨论 。 

现在 所 得 的 方程 由 于 简化 而 变 成 抛物 型 ,计算 训 以 沿 z 方 向 推进 ， 训 以 用 过 去 介绍 的 差 
分 格式 ,只 需 将 二 看 作 时 间 方向 就 行 。 这 里 介绍 另 一 种 效率 比较 高 的 Keller 提出 的 Box 方法 。 
这 一 方法 的 要 点 如 下 。 | 

首先 将 方程 化 为 一 阶 方程 组 .用 中 心 差分 法 写 出 差分 方程 ,对 于 非 线 性 部 分 加 以 线性 化 并 
写成 矩阵 形式 ,最 后 用 消去 法 解 方程 组 。 为 了 说 明 Вох 方法 的 具体 作法 , 先 以 热传导 方程 为 
例 。 


= (C. 4. 4. 6) 
边界 条 件 为 | (C.4.4.7) 
ulr. L) = b 

首先 将 (C. 4.4.6) 式 化 成 两 个 … 阶 方程 
и! = 
‚ди (C.4. 4.8) 
=з | 


用 中 心 差分 写 出 差分 方程 


G ),,-1 == 8-7 


ш, Wi,j— 1 
或 人 ина 一 F + 8,4-1) 
(С. 4. 4.9) 
we: Я _ {дн 
以 及 оа аг 


参看 图 C. 4. 26, 可 以 写 出 


М , _ l| 96 ди | 
2 (g;;-$ +g 2-4) = | ; al Е + т е š | 
它 的 中 心 差分 格式 为 
ij Бі, у-1 i 1.3 Ву 1-1 tj — р-р.) tti j- 一 Hig; | 
十 二 一 一 十 ed m A eat a і 
:ya Ayj..) Ах, Ат. 1 
经 整理 可 得 


Ay,- Ауу, 
Bi ” Bruja 一 sm (и, ЧЕ м1) ее (g,-..; = St ws Аиа + Ui 1) 


(С. 4. 4.10) 
(C.4.4.9) 式 可 以 改写 为 


А ДА 
неу Ш т (ш; +1) = 0 (C.4.4.11) 
或 移 7 到 7 十 1 点 得 
Ау. 
Шу М, л + а) = 0 (С.4.4.12) 


将 (C. 4.4.10)3 (C. 4. 4. 12) 两 式 合 在 一 起 ,写成 矩阵 形式 得 到 
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Ау; 
[буы — 1! (4 а 1 и 0 и ғ 
Ал, T F Ay, сБ 
| 0 0 8): 1 =] 22 э L£]. 1 = > Blt.jtl 0); 
(j= 2.3, J — 1) (С. 4. 4. 13) 
Лу; 
Ең еу == Сй EBE тора) == E (и, |; + uaj 42 (C. 4.4.14) 
є1 


(С. 4. 4. 13) 可 进一步 简写 为 
BOVE + АРУ? + СРУ = RP (C. 4. 4. 15) 


这 里 (1) 为 第 7 列 ,应 当 注 意 对 每 一 个 i 列 都 有 一 个 这 样 的 方程 ,现在 我 们 将 同一 列 的 方程 合 在 


一 起 得 到 一 组 3 对 角 块 矩阵 ; 
A, С, V, R; 
B, A, C, v, R, 
В,_, I А,_, Cj Vizi К, 
В, А, С, V, = К, 
В, А Са Vj Rj 
Bi Ау Суң Vi Ri- 
B; A i tV R; 
(С. 4. 4. 16) 
其 中 
1 0 _ êy- 1 
A, = _ 1 = Ау, š A; = Ат;_; 
2 1 0 
__ Ду; 1 
Ах, 
А; = j= 1,2,5, —1 
三 
2 
Ау,_, = 
B; = Azi-i J == 1,2. jd 
0 0 
° о Í 
C, = Ау, )= 1,2, Л — 1 
1 一 一 一 
2 
R, -| н по = а 
Toj; 


Ау,_ i 
ri. 一 一 《Bi ~ Bis- 一 йе бы + terj) J= 2,3,6, 


М 一 0, 


了 一 1,2 —1 
ra = 6 J 


(С. 4. 4. 17) 


СС. 4. 4. 16) 式 可 进一步 简写 为 
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АУ = Е (C. 4. 4.18) 
可 以 用 追赶 法 来 求解 ,但 用 LU 分 解法 更 合 . 即将 4 分 解 为 


= JÄ (С. 4. 4. 19) 
I 0) A 0 
Г, 1 i | A, С, 
使 L= Кыч А U = а: rz (С. 4. 4. 20) 
f eR | Ci- 
о д 0 ` 
кб оч asa 
| (С. 4.4.21) 
ГА, =B, ј= 2,3,7 
A, 54- PCi j=2,3,.7 J 
于 是 (C.4.4.18) 式 可 以 改写 为 
LUV =R 
或 V =U-1L—1R (С. 4. 4. 22) 


由 于 该 式 的 计算 过 程 很 方便 ,所 以 Y 的 计算 就 很 容易 了 。 
以 上 我 们 已 将 Box 方法 的 基本 步骤 介绍 了 ,由 于 方程 是 线性 的 ,所 以 没有 线性 化 的 这 程 。 
下 面 我 们 讨论 边界 层 方程 的 Вох 方法 。 由 于 这 里 有 两 个 变量 wz, 所 以 人 们 引入 Falkner 
一 Skan 变换 


у= | Ху £= (С. 4.4.23) 
ЖХ 0. f 
ы = ， (С. 4. 4. 24) 
并 设 p = Милер (С. 4.4.25) 
故 有 и =u. \ 


”其 中 7:23 27/97. ARAIN AREG. 4. 4. 2) 式 ， We 6 一 0, 可 得 方程 


огу + "урт = |p Е) Сез» 


Жр o= 1+=e,/u,m ЭАК h PBI 23 ELY 


- ди, s 
m = = 2 (С. 4. 4. 28) 

и, 为 边界 层 外 缘 的 速度 
采用 Falkner-Skan 变换 的 主要 优点 是 能 使 层 流 边界 层 变换 后 的 厚度 沿 流向 基本 不 变 。 油 


流 边 界 层 的 厚度 变化 也 不 大 ,从 而 有 可 能 沿 流向 采用 较 大 的 步 长 。 
对 于 层 流 边界 层 ,当然 y=0 处 w 一 vw 二 0, 但 对 于 涡流 边界 层 一 般 不 取 y= 0 处 的 边界 条 


件 , 而 取 粘 性 底层 外 缘 , 如 yy” = ун. />==50 处 ,这 时 边界 条 件 为 
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БК 


Ë у 
|+ иво da, ° 
Vly = и, dz 
r y 14р a dr. (y+ 
БОЮ Т РАС + р а? (у* = 50 Ф) 
其 中 
т, = pu? 


È 
а" =- [k nyt)? Thy tk + E] О = 80) 
о 


k = 0. 41,5, = 5. 95,2, = 13. 5 sks == 15. 6,4, = — 6, 98 X 10° 


| (C. 4. 4. 29) 
为 求解 还 要 给 出 起 始 条 件 。 
层 流 时 ,由 к, сх” 时 的 相似 性 解 的 分 布 曲 线 给 出 初 值 。 
ЙЛЫ u 剖面 ; ， 
“< 二 | +a 7) (C. 4. 4. 30) 
и, и, 内 层 Ç 
l| t<, Ж — Xu 
a У < 4, i v 
4< y' < 30, = = <, спу 十 cytlny ) + спу! )? 
c, = 4.19, с, =— 5.75, сз = 5, 11,c, =— 0.767 
yt> 30 Е = 5. 50lny" + 5. 45 
| (С. 4. 4. 31) 
Y, Жїн] КП: 
0 <£ < 0.05, y,=1 
0 р 


0.3, 7, =1 26| ў – 0.05)" 


° 
S 
从 
~ 
А 


0.7, 7, = 4.4| 2 0.5]. L85| 2 0.5)+ o | 


° 
从 
е 
А 


"E 2 
< 0.95, 7 = 2: ЕЯ == 0.05] 
Ü 


© 
A 
le 


+ 20. 95, 7, = 0.0 
a 
(C. 4. 4. 32) 


其 中 6 是 一 个 随 ,cr 和 五 变化 的 参数 ,其 中 为 动量 厚度 ,3 为 位 移 厚 度 , 它 们 之 间 的 关系 


为 


a A, |} ; ; 
11 р) 05+ dant д лме ч] | 


(С. 4. 4. 33) 


`A, = 50. 68,А, = 1.194,4; = 0. 794,4, = 1. 195 
» 365 * 


现在 有 了 起 始 条 件 . 就 可 以 研究 Вох 方法 的 具体 作法 。 首 先 化 为 一 阶 方程 ,引入 
/ =u 


Жаы (С. 4. 4. 34) 


(bu)' + "1р + m(1 — а?) =: gs — 7 


边界 条 件 
70.0) = futë) | | 
и(ё.0) 一 0 (С. 4. 4. 35) 
u(té,7.)=1 | 
所 取 网 格 如 图 C 4.27. 194 =0.4=4& (+A 1.2.00 + u u, f 


j 
AN; 
j—1 
> ii ё 
AS 


[I С.1.27 
在 点 的 值 用 ze/ 等 表示 ,利用 中 心 差 分 方法 (C.4.4, 34) 式 写 为 


Е — fij 1. = 1 

Ол ==, 4 = Уо, + tti) (C. 4.4. 36-1) 
i Mis 1 : 

Ap = w, 1 = 9093 163-1) (С. 4. 4. 36-2) 


第 3 式 是 关于 图 C. 4. 27 的 中 心 点 写 出 的 


Eth ор [араа ae оа 0) С.з) 


其 中 
7000), 一 ma] F Е + leo), + mQl 一 y] i | (C.4. 4. 37) 


пане iL Yj 2 

或 将 (C. 4. 4. 36) 式 改写 为 
А. fi Mn, + uaj.) = 0 (C. 4. 1. 38) 
Ш. Шр Эз, + түгү = () (C. Jedy 39) 


(hy — бе). — 1: AEL So + rhy- m m (1 — y, H (1 — Д 


+ {ш а аЛа Йаа = Г.-а 


ЕЕ А]; u? 1 十 7 一 1 AYPA Vi--1.j—- tJ i— 1.71 + 0.1.3 Ўл. ` 
ŝi Аё, Ë іы ё, АЁ, p (C. 4.4. 40) 


由 于 方程 非 线 性 ,用 牛顿 法 求解 .由 于 ;一 1 列 已 知 , 所 以 要 解 的 是 7 列 , 设 7 ЖШ f. o BDP K - 
值 为 JPR 
fern = f% + ёр, м) — ц + ёи, 


它们 代入 (C.4.4. 38 一 40) 式 ,并 略 去 н „бо 的 高 阶 量 , 可 以 得 到 


Uv =p + ёт? ‹С. 4.4.4]) 


87% рю —_ шы DUI (Suth + ёи). ) 


fy 一 
记 必 | 
=— (f? 一 fh) + езш + b) == (7) (С. 4. 4. 42-1) 


bòu” 一 60%, 7 ri + 1 (foto + 280 + w дию. f 
y Ы. 18/51) 一 2т(и“) ди“! + «9 ди D ат. 26, а: DU Cdn 
+u duo бр BEES + DR) + u Af) — Лоди 


D 4 А Т] 
+ vw dF + ЛӘ ды, + v-ia dS itj 本 


= L- „-}А%- 一 如- S ы Быша gg Ea i E iaid — 1, diaj 


1 一 ] 


— {= — Фо) + H 2 (9 САОН) 


гү (ё 1 Ë P Ns j? 1 
+ m1(1 e) + (1 — а) Jan- — 7e aq (и) + ир. a " 
1 y 1 АН y; И {+> 93] u 
ru Аё + vi, ,ў — Vij 10) + Сер i 十 we yw 1 l 


©, ys S а. 22] EE е) СС. 4.4. 42-2) 


(С. 4. 4. 39) 式 的 了 下 标 加 1, 有 
* ён ы ди, 一 50а, + де, ;) 


5 记 作 
"р — ut) + Зе) 00) (09 (С. 4.1.42-8) 


=— («0 


将 (C. 4. 4. 42) 写 成 矩阵 形式 为 
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+ w — s + | 
| 
| 


(9 °t P'O) ilag бпр *'fe) = 


(99970) QA fe) че = дра + АФУ + Ле Е 
(PP ` `? О) 
l—ffG z | I 
ofeg t fiag) |т 272 — I O оф бут — т— 0 t-t f ag 0 0 0 
ктө 2ч үгө 
z| = 'пө Р б. б + | me үн smo us| + mgl 9 а 05 
t , : + : 1-1 2 PEN Б. 
m) Ed fe 0 0 0 FR 0 riot КИР r fe 0 ivi I 
кз 42—188 
e Z: + ‘ng z 
三 二 Іо 
ЗАДА a| = ‚ 
( 2) "Шо оо 
Ф) ч "9 0 бё 
(з 
а t = [= 0 
1 一 ! 1—4 1—! 
тр ац = "тш +9 Gs 19 — упш — (tla + а 05 с 1—09 ат + pr Мыз 
а 6 
: . 0 av 二 一 I 
Se YT 
t-t f iag 0 0 0 
tet 1-1 T=; 
ар EO та t Gruta "йн A (a + s rs + 1 от | 
3 | 
Р to 一 | 
бт l | 


计 及 边界 条 件 (C,.4.4. 35) 式 则 有 


1 0 0 о о 0 
а 0 0 0 
a| Ж К бу 
0 一 1 一 ye- | 0 1 一 547-1 
1 
ag 1 a — Am 1 0 1 = DAY! 0 
B; 25 2, k 9 A; Q; ($) (А) 
at 1 59, Sin 了 ,4 SKIs 5 РАЗ 
0 © 0 0 1 0 
f. Ty (£) 
SR, = |0 | R; = Д 
rs Jin i 
(C. 4, 4, 47) 
最 后 j==1,2,… ,J 的 方程 (C. 4,4.45) 合 在 一 起 便 得 到 一 个 三 对 角 块 算 阵 。 
А, С, òV, R, 
B, A, C, . 87， | R, 
k. EES а т i j=] i (C. 4. 4. 48) 
B. Arni Cal Vv- К, 
K 


В, А, J бу, 
或 АЗУ = R (C. 4. 4. 49) 
其 解法 与 前 相同 ,不 青 详 述 。 该 方程 得 到 дУ ©, 

ye 一 ye + VY 

然后 再 重新 计算 AB C, 直到 VÀ Z d$ pk, 
这 个 过 程 对 于 不 同 的 ; 向 前 推进 计算 就 可 以 了 。 

对 于 能 量 方程 ,基本 方程 是 (C.4.4.4)? 式 ,这 里 
z# 沁 都 是 已 知 的 ,所 以 是 一 个 关于 人 的 线性 方程 ,其 
求解 过 程 读者 易于 通过 前 面 的 讨论 而 自行 得 到 ,这 
HEREZE. О 

用 上 述 方 法 对 圆柱 表面 边界 层 进行 计算 ,并 计 
算 了 表面 摩擦 系数 考虑 间 欢 因子 ,可 以 看 出 计算 和 
实验 还 是 陶 合 得 很 好 的 (参看 图 С.4.28), R 


a 


0 0 0.2 0,4 0.6 0. š 
0 0.4 0.81.21.6 2.02.4 2.B 3.2 а Ога а 6 Онаа 
zit 
xid 
图 C.4.28 图 C.4.29 
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С. 1.29 显示 了 这 一 方法 的 计算 结果 。 
4.5 满 流 运 动 的 大 涡 模 拟 


上 节 介 绍 的 边界 层 计 算是 工程 上 常用 的 方法 ， 本 节 将 介绍 的 是 清流 运动 的 高 级 数值 模拟 
-一 大 涡 模 拟 。 这 是 一 种 近 十 几 年 发 展 起 来 的 具有 一 定 应 用 前 景 的 研究 湛 流 的 数值 计算 方法 。 

众所周知 , 沿 流 研究 的 最 好 数值 模拟 方法 是 直接 求解 NS 方程 ,但 为 了 细致 地 描写 浇 流 的 
时 间 和 空间 变化 计算 的 节点 数 和 时 间 步 数 之 乘积 为 Re'* ,计算 所 的 容量 也 需要 Re BJ 1 
级 。 对 于 中 等 大 小 的 Re(~10') ,计算 量 和 占用 内 存 已 经 十 分 可 观 , 自 前 的 计算 杭 已 难 已 承受 。 
因此 用 直接 求解 NS 方程 的 方法 来 研究 淇 流 实际 上 还 不 可 能 ,为 此 大 涡 模 拟 应 运 而 生 .。 

大 涡 模 拟 的 基本 思想 是 , 演 流 运动 是 由 许多 大 小 不 同 的 小 涡 组 成 的 ,那些 大 浇 涡 对 平均 流 
动 有 比较 明显 的 影响 .而 那些 小 小 涡 则 通过 非 线 性 的 作用 对 大 尺度 运动 产生 影响 。 大 量 的 款 
量 \ 动 量 \ 热 量 、 能 车 交换 是 通过 大 混 实 现 的 。 小 涡 的 作用 下 现 为 耗 散 。 流 场 的 形状 ,障碍 物 的 
存在 ,对 大 涡 有 比较 大 的 影响 ,使 它 具有 明显 的 各 向 不 均匀 性 ,小 涡 则 不 然 , 它 们 有 更 多 的 共性 
和 更 接近 各 向 同性 .因而 较 易 于 建立 有 普遍 意义 的 模型 。 基 于 上 述 物理 分 析 , 人 们 形成 了 大 渴 
模拟 的 思想 , 即 把 洲 流 运动 分 成 太 尺 度 运动 各 小 尺度 运动 ,小 尺度 量 通 过 模型 建立 与 大 尺度 量 
的 关系 。 大 尺度 量 通过 数值 计算 得 到 。 很 明显 ,只 要 尺度 足够 小 ,小 尺度 横 型 将 会 具有 更 多 的 
普遍 性 ,大 涡 模 拟 将 更 加 育 效 ， 

所 谓 大 尺度 量 就 是 通过 滤波 的 方法 得 到 的 量 ， 该 量 与 原来 最 之 差 即 为 小 尺度 其 。 设 f 3 
一 物理 量 ,G Е KREE Е 7.) 


Тоз = с Ir = r |) fer dr (C. 4.5.1) 


ЛАКЕ Р.Е 
Р= Р-Р /=7+/Л (С. 4. 5. 2) 


Са) = | бе" (С. 4.5.3) 


4 为 滤波 尺度 ,一般 与 网 格 尺 度 相 等 。 
(2) É RFE ЕРЕК 


ЛВ ХОН 3 种 ， 
(1) 高 斯 滤波 函数 


G(z) А (С.4.5. 4) 
0 {х | > 
(3) 富 氏 截断 滤波 器 
1 oa Б 
Ge >=} f Gue dk (C.4.5.5) 
D S | 
Gap =| KISA 
i 10 |А > k, 


` R Wren EW BI БИЕШ. TRAH Н MS Ж KIA ЕНЕ ИИ / ТЕ A КН 
取 平 均 ,高 斯 滤波 的 高 斯 变换 仍 为 自身 ,对 于 处 理 各 向 同性 的 量 更 加 方便 。 上 述 滤 波 苑 数 满足 
归 一 化 条 件 , 且 rz 一 ce 时 ,G(z) 一 0。 
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现在 我 们 讨论 不 可 压缩 粘性 流体 的 大 浊 模 拟 。 该 流体 流动 的 基本 方程 为 


连续 方程 ç V =0 (С. 4. 5. 6) 
动力 党 方程 — — V p + vAV (С. 4.5.7) 
如 有 果 采 用 求 和 约定 , 即 相 打下 标 是 从 1 到 3 求 和 ， 则 上 述 基本 方程 可 以 写作 
”连续 方程 эн = (С. 4.5. 8) 
动力 学 方程 -e z +132 = т G = 1,2,3) (С. 4.5.9) 
或 利用 连续 性 方程 .上 式 可 改写 为 | 
Ж Жк т ы. ЖҮ. (С. 4. 5. 10) 


21 9х; p д2; “дл 22; 
5] (С. 1.5. ВФС. 4. 5. 10) 进 行 滤波 ,可 以 得 到 滤波 后 的 方程 


592-0 (С. 4.5.11) 
Е я ? 5 рл jz ens, 
其 中 OPP 
R; = uv; + va + u u, (С.4.5.13) 
{ТРАЖЕ ДЕ 
u =u, = 0, R= uw Wi = 0, U, (С. 4, 5, 14) 
否则 记 A= uu so | (С. 4. 5. 15) 
称 它 为 Leonard 应 力 , 于 是 (C. 4. 5,12) 式 可 改写 为 
ды дшш, 19p_ д ӘК. dy КИК 


дї д2; 6 Әх, ТУР? 92; дух, 


对 于 足够 高 的 Re 数 ,清流 存在 惯性 子 区 ,所 以 选用 的 滤波 宽度 A R Wk J лд 在 惯性 子 


区 内 ,同时 计算 域 本 身 又 应 大 于 最 大 涡 的 尺度 ,这 样 的 大 涡 模 拟 才 是 有 效 的 。 不 过 这 样 会 导致 
网 格 过 多 而 使 计算 无 法 实现 ,所 以 4 只 能 尽 可 能 地 小 不 是 无 条 件 的 ， 对 于 小 Re 数 ( 如 处 于 转 
换 区 ) 不 存在 惯性 区 ,情况 还 会 复杂 一 些 。 
_ 上 上 述 方程 中 Ri 是 未 知 的 ,为 ;可 由 %; о, 再 作 一 次 高 斯 滤波 得 到 , К, М ШШ ЕУ Л, А 
了 小 尺度 量 对 大 尺度 量 的 影响 。 
这 样 问题 就 归结 为 确定 小 网 和 烙 模型 , 即 拟 雷 诺 应 力 与 大 尺度 量 之 间 的 关系 。 
下 面 介绍 小 网 格 模型 。 
拟 雷 诺 应 力 反 映 了 小 涡 和 大 涡 之 间 的 相互 作用 ,总 体 上 说 ,在 大 小 涡 之 间 存 在 能 量 交换 ， 
但 大 训 传 给 小 涡 的 能 量 要 比 小 渴 给 大 涡 的 能 量 多 ,所 以 能 量 交换 属 耗 散 型 。 
-首先 将 雷诺 应 力 分 成 各 向 同性 和 非 均匀 两 部 分 | 
| KR; = (К,) + (Р, аһ (С, 4. 5.17) 
各 向 司 性 4195] 


根据 Bousinesque 假定 有 
| (Ros == | = + 90) рб, Ж (С. 4.5.18) 
根据 Smagorinsky АРЕНЕ ора разе FA, MA 
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2c,qAS;,,S;; = ГА q 为 脉动 动能 


或 q = cad 25, ° S, 
因而 Smagorinsky 设 


vr = CA |S] «С. 4.5.19) 
= = 1[29 =] 
|51 = 0258 Su= |a= T z (C. 4. 5. 20) 


关于 < 值 的 选取 应 当 用 实验 的 方法 ,事实 土 这 很 困难 ,几乎 做 不 到 。 最 常用 的 方法 是 用 数值 计 
算 , 即 用 谱 方 法 直接 解 各 向 同性 淇 流 的 N-S 方程 ,将 所 得 的 值 来 确定 c 值 ; 另 一 种 方法 是 用 统 
计 理 论 来 确定 c 值 。 

还 有 一 种 方法 是 直接 将 大 涡 模 拟 的 方法 应 用 于 某 些 演 流 问题 ,根据 计算 的 结果 调整 这 个 
c 值 。 实 际 上 用 解 N-S 方程 来 得 到 值 时 ,发 现 c 值 很 分 散 , 相 关 性 只 有 0. ;, 利 用 统计 理论 所 
得 的 结果 与 实际 情况 又 相差 比较 大 。 计 算 表 明 c 二 0.2 是 较 合 适 的 值 。 

应 当 指 出 ,vr 模型 并 不 是 唯一 的 ,如 Schumann 的 模型 是 

| vr = e(E A (С. 4. 5. 21) 

ПЕЧЕЊЕ 天 的 方程 确定 , 称 之 为 一 个 方程 模型 ;Friedrich 和 Schmidt 则 用 k-e 模型 来 确 
定 无 ' , 故 叫 做 两 个 方程 模型 . 苏 铭 德 又 用 代数 模型 来 确定 E ,叫做 代数 模型 。 以 上 几 种 方法 是 
从 不 同 角 度 来 改进 的 ,事实 表明 ,各 癌 同 性 部 分 的 模型 昌 有 差别 ,但 不 是 很 敏感 的 ,因此 大 涡 模 
型 的 应 用 将 会 有 比较 广阔 的 前 景 。 | 

另外 还 有 非 均 匀 部 分 ,这 是 目前 问题 比较 多 的 部 分 ,一 般 利用 类 似 混合 长 度 的 模型 。Moin 
方法 是 设 
(Rii)ingon 一 一 207 (Si) (С. 4. 5. 22) 
4， 表示 时 均值 。 i 


vr =ce(DA:(2(S, (S, yy1⁄2, c = 0. 065 
+z С. 4. 5. 
D =1 — exp гоз А+= 26, t = #2 (С. 4. 5. 23) 
将 以 上 模型 代入 (C.4. 5. 110ЖЯП (С. 4. 5. 16) 两 式 得 
am _ 
əƏ=m 
дею, ар ‚ д?о, 1 f 2?u; | 
at ах; +B, ar? FRE д} ag +H, 
: (С. 4.5.24). 


8' =Q + da) „+ д + E 


ij UiU; ! * д?о; 
H; =Ó, те EP = “Эт, 一 Ке! + б} (ur) + Gare ] РЕЧ 
Я z 和 z, АН РТВ Т8) „го 为 与 壁面 垂直 的 方向 ,上 式 中 v 代替 了 б, р 实际 是 
dP dP 2z,, š 
р (alaa) CP) = apu | 
Ке =“. (С. 1. 5.24) 式 用 谱 方法 求解 ,但 在 z, 方向 仍 用 有 限 差分 法 (几何 形状 及 坐标 见 图 
С. 4. 30)。 这 一 方程 的 求解 需要 大 型 计算 机 ,作者 在 IBM-4341 机 上 计算 花 了 400 小 时 ,在 Cy- 
ber-170 机 上 则 要 21 小 时 ,在 ELXSI 机 上 用 了 50 小 时 。 所 得 结果 见 图 C. 4. 31 至 图 C. 4. 43。 
关于 这 些 计算 的 详细 讨论 可 以 参考 有 关 文献 。 
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U* (U fE z = = 平面 上 的 平均 ) 
平均 连 宕 分 布 图 


图 C.4.31 
平均 速度 分 布 图 
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图 С. 4.33 
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-平均 速度 的 对 数 分 布 律 Re 一 13800 


图 C.4.32 
平均 速度 的 对 数 分 布 


V' E z -zx 平 面 上 的 平均 


图 C.4.34 
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图 C.4.36 
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w' 在 z= 二 13 上 的 等 值 线 
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图 C.4.40 
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直方 管内 时 均 速度 <<x>> 等 值 线 图 
图 C.4.43 
将 Schumann ЖОЛУ HT B Jr ЕЕ ЖЗ RIR ЙИЛИ Ж ARMSA f BEIER SR. F Re 
= 69000 的 情况 进行 了 长 时 间 的 运算 ,得 到 平均 流动 的 二 次 流 图 形 和 有 关 量 的 分 布 ( 见 图 
C.4,42 至 图 C, 4. 45)。 它 们 与 实验 吻合 得 很 好 。 : 


“375， 


0. 2 


(а). у HE 


ш. Q n 


s w z 方向 i 


ш A,A 


z 方向 


(c) 


图 C.4.44 
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所 一 zw" 人 > 等 值 线 图 < — и”ш” > 等 值 线 图 


图 C.d4,45 


4.6 图 柱 绕 流 计算 及 高 Re 数 问题 


在 许多 工业 设备 ， 如 热 交 换 器 ， 核 反应堆 的 蒸汽 发 生 器 内 等 ， 由 于 流体 流动 的 不 稳定 性 
会 激发 管道 的 振动 、 这 种 振动 对 热 交换 器 或 蒸汽 发 生 器 可 能 有 强烈 的 破坏 作用 ， 因 此 研究 和 
解决 这 一 问题 有 非常 重要 的 意义 。 由 于 问题 的 复杂 性 ， 目 前 仍 停 留 在 实验 研究 阶段 。 近 年 来 
人 们 也 开始 探索 计算 机 的 直接 模拟 。 
作为 数值 模拟 的 第 1 步 ， 就 是 要 模拟 单 圆柱 的 绕 流 ， 计 算 其 阻力 、 升 力 的 变化 ， 进 而 分 
析 圆 柱 振 落 情况 下 的 流 场 及 升力 、 阻 力 的 变化 。 ЖЖ ЖЫ Re 数 问题 ， 漠 流 问题 等 ,再 进 -一 
步 ， 则 需 考虑 问题 的 三 维 性 并 与 固体 的 弹性 耦合 起 来 。 当 然 这 些 工 作 都 有 待 进一步 发 
展 。 . 
这 里 仅 介绍 单 圆柱 的 高 Re 数 的 绕 流 问题 。 并 着 重 介绍 高 Re 数 的 处 理 方 法 。 
坐标 系 的 选用 : 将 不 可 压 无 粘性 位 势 流 的 绕 流 流 线 和 位 势 线 作为 坐标 线 ， 显 然 这 是 -一 种 
贴 体 坐 标 ， Е (š, 7) 
ё 6 М р абу + 42рсовб 
(С. 4.6.1) 
ж =т + VE — f — at): + 48%1sin0 


Epa 为 图 柱 半 径 , 取 <x=1, 且 


sj 2211 ° _ 2 2 
tg £ = m 一 а? (ë: т а > 0) 
g = Ё (С. 4.6.2) 
x е2 ? 
{+з ы a-n-e<o 


为 使 物 面 附近 的 网 格 得 以 加 密 ,引入 以 下 变换 


ё, = sign(é) + sh[£ — osign(é)] * c; 
(С. 4. 6.3) 
m = csign(7)(e ? — 1) 
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BJH с-=0.1212728.с,=3.94,с›<= To 0389111 А РЈ Г C. 1. 16 ЕЛ, 


上 还 边界 


[9 C.41.46 


出 发 方程 
这 里 采用 流 函 数 一 旋 度 方 程 ,在 上 述 曲线 坐标 下 ,方程 可 以 写 为 
a% Ë _— 2 l 3| Ht 2 тонар 
дг H; HH, Re дё H! ЕБ Н, Н.Н, Ке PARET 
_ 1 2f Hy% j Haak | | | 
= Ku, ыы JE +{ж г] (C.4.6.4) 
_ fiar jay _ fazy jax ` В 
其 中 H: =j | 5] |92) ; н, = © + Ti (С.1.6.5) 
L 2$ oy ` 
Vi = 地 э]? V,= Й, Э? (С. 4. 6. 6) 
1 [2 228 , 2 Н.а Ае 
H Гн 31+ 908 | КЕЙ 
差分 格式 


由 于 高 Re 数 -- 般 二 阶 差分 格式 不 能 用 ,因为 它 的 误差 可 能 会 大 于 粘性 项 本 身 .为 此 . 计 
算 表 明 采 用 三 阶 和 四 阶 的 混合 格式 比较 好 。 设 志 为 差分 格式 , 册 


L =à; + (~ АТА, (C. 4. 6.8) 
1 5 
А = тут n Ф. D ) 
其 中 L= pip (C.4.6.9 


三 阶 迎风 格式 
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аш 29A 


„ ®= ы КЭ БЕ U,,> 0 
у Е (С. 4. 6.10) 
i + 6 s эр, Hoe 2 i—l»j 
| Uy 一 +. š. л 35 š 1 Up <O 
t Us; 2. + 35. a + 6.2 020 
0.52 = (С. 4. 6. 11) 
i+ Л 3—2 іі 
Оа, =. :十 名 ra 3, 2š ! Ug < 0 
其 中 方向 标号 为 j,7 方 向 标号 为 i。 
或 令 记 为 
U, at Uw 十 IU xl 261. ј + 3, — 6-1: + TER 
139 2 6A7 
十 Un 01 | — Srr2 j Эзе ба 66, М 36; 一 2-1; (C. 4. 6. 12》 
U ag _ U, + [Uu | 25а X 36, 一 66 41 Eije 
{at 2 . 6A6 
+ U; = 19 €; E + а ЕЙ тш 2%; j- (C. 4.6. 13) 
四 阶 中 心 格式 为 
— тз +з; + К 861.3 + Gra (С. 4. 6.14) 
全 一 二 ix 十 kut g 8—1 6-2 (С. 4. 6. 15) 


4 中 的 V ЖЫ U, 和 U, КВ, 所 得 的 分别 记 作 x 和 为 ,而 U, 和 Ue 分 别 为 (C. 4. 6.4) 式 左 


端 六 及 3 ATES E 
对 于 二 阶 导数 项 采用 中 心 差分 格式 


5 д! (C.4. 6.16) 
а? ijt 2 F jj— 
3 =н + (С. 4. 6. 17) 
时 间 方 向 的 差分 用 如 下 近似 
к s 
EFEN (C. 4. 6.18) 


空间 方向 的 差分 项 取 在 ?十 广 时 间 层 =L, 代入 动力 学 方程 经 整理 后 可 得 差分 方程 


є ! =c, + к + Eijer) +c, (ФЕН + 61) + съ (511 Е 6-1) 
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+ с. 7721, + Ei) + c; бУЛ, + Saa) + са Ср б) 
+, + 0) + edt) (С. 4. 6.19) 


对 于 边界 点 则 分 别 只 取 域 内 点 ,域外 点 略 去 。 上 述 方 程 用 选 代 方法 计算 。 
关于 少 方程 用 中 心 差 分 , 超 松 弛 和 迭代 , 即 


2; Pit Г 0, + pi! + РА фл. Ө 24..; тј pi- їз 


Мр 
g” „+1 — 一 ZA. __ iu 三 Š З 
-二 Ре ИРЕР A tesk (C. 4. 6. 20) 
或 改写 为 | 
r= (осї * pijit ee? * фз. сс фа ссі * фз БЕ) /сса (С. 4. 6. 21) 


其 中 Es ga ga r Ёз ЗСС. 4. 6. паж а, TEE үт 


边界 条 件 
进口 £= =+ dz 
上 ,下 边界 #=y+Ə= 
物 面 边 界 条 件 
i 85;,; 一 wu as 一 463; 上 半圆 
ех zy е а ш | (С. 4. 6. 22) 
| aT Bhon + #1# 02 кщ 
4% 一 0( 采 用 固定 在 物 面 上 的 坐标 系 ) 
上 下 及 出 口 用 边界 条 件 | 
atmo (С. 4. 6. 23) 
ая Wi>0 时 ,共用 后 向 差分 (二 阶 》 
| У,<0 В, Ся Skang адс 阶 ) 
下 远 边界 Vi<0 时 ,各 用 前 向 卷 分 (一 阶 )| ° 
出 口 边界 Z 
ë T| S EH JE 19 В д š 
t s. | ти 
载 负 计算 


应 当 注 意 , 这 里 采用 的 是 固定 在 圆柱 上 的 动 坐标 。 计算 合力 时 应 注意 惯性 力 。 表 面 压 力 计 
算 为 


p= peo нл к ын, a НО |% (C. 4. 6.24) 
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q CZ 


其 中 f, =— Š sin@ (C, 4. 6. 25) 
— 25( ) + 48( ),-u 36( )ira + 160 жы 30, ү э 


ей jO 1647 
ЕЛ Е 25( ); — 48( J-i + 360 0-2,3 一 16( ),-,. + 3С );-..; - 
Т) = = 下 表面 
| (C. 4. 6. 26) 
表面 切 应 力 
H, ə | V, H, 2 | Vejl a, l ау. 
ат + H, aal Н] |= Н, ən EA 
无 基 岗 化 后 得 | 
pas xt (C. 4. 6. 28) 
升力 系数 Кие МЕ [ооо — zsin0)d8 (C. 4, 6. 29) 
` p рр, 2 š w ; 
阻力 系数 СБ = Ds = +E = psing — r,cos0)d0 ' (C. 4..6. 30) 
由 加 速度 引起 的 惯性 力 与 圆柱 本 身 质量 有 关 , 这 里 考虑 的 是 流体 作用 力 , 所 以 略 而 不 计 。 
圆柱 起 动 规律 : š 
34 T<15 时 ,圆柱 不 振荡 ,而 只 是 突然 启动 。 
T>15 时 ,8=0, 05ath(0. 1z)sin i Бе 
其 中 t=T 一 15。 . 
图 С. 4.47 表示 圆柱 横向 振动 的 规律 。 \ 


图 C. 4.48 至 图 C.4.49 表示 贺 柱 振荡 时 流 线 变 化 的 情况 。 计 算 条 件 为 ;=21. 63а, 
Li=5. 22а,1.=72. 34a,$ 方 向 (灌流 动 方 向 ) 取 91 个 网 格 点 ,? 方向 (垂直 主流 方向 ) 取 92 个 
网 格 点 。At==0.01。 在 Cray 机 上 运行 ,每 一 时 间 步 长 约 3CPU 秒 , 计 算 显 然 是 很 费时 间 的 。 


Sy = 
S6 ?3 一 了 


图 C.4.47 图 C.4 48 ШӘЛЕ 
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T=36 
T=32 
T=3? 
T=33 
T=38 
了 一 34 
T=39 
T=35 


在 T=31 一 39 一 个 周期 内 的 振荡 情况 
图 C.4,49 


4.7 风 对 结构 作用 的 数值 计算 


随 着 科学 技术 的 日 益 发 展 以 及 大 量 现代 材料 、 和 施工 技 术 的 涌现 ,出现 许多 新 的 结构 ， 其 

中 特别 引 人 注 目的 是 高 层 建筑 、 大 跨度 桥 粱 ， 近 海 结构 等 ， 在 设计 特点 上 ， 常 常 是 非常 具有 

Ж, ВАЛА не, 因而 对 于 风 的 作用 更 加 敏感 , 也 就 有 必要 发 展 出 相应 的 研究 手段 , 以 

便 设计 者 能 更 加 准确 地 估计 风 的 影响 . 男 一 方面 , 交通 运输 也 正在 酝酿 着 -- 场 革命 , 汽车 、 火 
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车 的 速度 越 来 越 高 ， 每 小 时 的 速度 开始 向 每 小 时 几 百 公里 的 水 平 进 军 ， 由 此 产生 的 一 系列 空 
气动 力学 问题 也 日 益 变 得 重要 起 来 ， 比 如 它们 运行 时 的 阻力 ， 外 形 设计 的 优化 ， 在 并 行 或 交 
又 运行 时 引起 的 特殊 空气 动力 学 问题 等 等 ， 都 是 亚 待 解决 的 问题 。 上 述 问 题 的 研究 ， 实 验 手 
段 无 疑 是 最 重要 、 最 有 效 的 ， 但 由 于 试验 费用 昂贵 ， 周 期 长 而 受到 限制 。 随 着 计算 机 的 迅速 
发 展 ， 数 值 模拟 的 手段 也 被 引入 上 述 领域 的 研究 工作 中 来 ， 和 实验 手段 相辅相成 ， 成 为 研究 
的 重要 手段 ， 并 且 形 成 了 一 门 新 兴 的 学 科 一 一 风 工程 。 风 工程 的 研究 对 象 一 般 具 有 以 下 几 个 
特点 : 

1) 在 建筑 和 桥梁 工程 中 , 受 风 作用 的 建筑 物 、 桥梁 都 不 是 流线型 的 , 不 具有 良好 的 空气 
动力 学 特性 ， 而 往往 是 钝 头 体形 状 ， 所 以 相关 的 问题 还 被 称 作 钝 体 绕 流 ， 因 而 不 可 避免 地 伴 
随 着 分 离 流动 、 江 的 脱落 、 涡 的 振 蓝 ， 并 由 此 引起 结构 和 流体 的 耦合 振荡 。 

2》 由 于 结构 物 的 尺度 都 很 大 ， 所 以 流 场 的 雷诺 数 是 很 高 的 ， 对 于 建筑 物 、 桥 梁 而 言 ， 需 
诺 数 一 般 在 10 Е, 所 以 都 是 湛 流 运动 , 流 场 是 很 复杂 的 亲 流 , 给 局 究 带 来 巨大 的 困难 。 而 
且 风 向 是 不 定 的 ， 建 筑 物 周围 的 环境 也 是 干 变 万 化 的 ， 要 完全 准确 地 模拟 流 场 ， 无 论 用 实验 
手段 还 是 数值 模拟 的 手段 ， 都 是 非常 困难 的 。 

D 对 于 高 速 汽车 、 火 车 而 言 ， 由 于 地 面 和 车 辆 是 相对 运动 的 ， 所 以 地 面 效应 很 重要 ， 给 
实验 带 来 很 大 的 困难 。 至 于 列车 的 交汇 ， 进 出 隧道 等 ， 更 是 难以 模拟 。 

这 些 都 给 空气 动力 学 提出 了 一 系列 新 的 问题 ， 也 推动 了 空气 动力 学 的 进一步 发 展 。 本 节 
的 目的 只 是 介绍 这 个 领域 计算 方面 的 发 展 ， 而 且 主 要 针对 具有 复杂 形状 的 清流 运动 。 当 然 这 
里 只 能 假定 流 场 是 定常 的 ， 流 体 是 不 可 讨 缩 的 ， 并 且 着 重 讨论 计算 方法 方面 的 问题 ， 然 后 介 
绍 部 分 计算 结果 ， 也 将 讨论 不 定常 流 的 计算 问题 ， 由 于 满 流 问题 的 复杂 性 ， 这 里 采用 标准 的 
#-є 模型。 应 该 措 出, 这 一 模型 有 很 大 的 局 限 性 ,特别 是 在 三 维 问题 中 并 不 是 很 适用 的 ,应 当 
采用 更 加 复杂 的 模型 (如 非 线 性 -ce 模 型 , 二 阶 矩 模型 等 ), 这 些 将 是 今后 进一步 研究 的 课题 。. 

为 了 讨论 的 方便 ， 也 考虑 到 实用 上 的 需要 ， 这 里 采用 非 正 交 的 斜 交 网 格 系统 ， 这 避免 了 
正 交 网 格 生成 这 一 复杂 而 又 困难 的 任务 ， 另 外 本 节 采 用 非 交错 网 格 ， 这 对 程序 编制 有 很 大 的 
好 处 ， 而 由 此 产生 的 压力 分 布 可 能 造成 的 “锯齿 ”分 布 ， 用 相应 的 动力 插值 法 加 以 解决 。 其 
次 ， 为 了 使 计算 结果 便于 处 理 ， 原 始 变量 仍 采用 直角 坐标 系 下 的 速度 分 量 ， 从 而 避免 了 由 于 
采用 协 变 分 晤 引起 的 一 系列 不 必要 的 复杂 问题 。 

设 选用 的 非 正 交 曲线 坐标 系 为 ,7, $)， 且 与 (zx，y，z》 之 间 的 关系 是 已 知 的 《它们 
之 间 的 关系 可 以 是 离散 型 的 ， 也 可 以 是 解析 型 的 )。 利 用 复合 导数 的 关系 ， 不 难得 到 


Ə 
92 = [Oa — yi) fs + Оле — ун, + Сун, — уе] 


он — же} + ZU Oo- жер} + (fO yeo] 
| (С. 4.7.1) 
对 于 a7/ay R a f/əz 有 类似 的 关系 ,其 中 /为 (z,y,z,4) 的 函数 ,《 如 可 以 是 wv,w,p)。 此 外 
将 连续 方程 .动力 学 方程 以 及 ,e 方程 均 写 为 散 度 形式 如 下 : 


ыы. (C. 4. 7. 2-1) 
х 


ди Juu Juv дию ди 
IE aa  Өў д -- [|+ 2[ 0+») 32] 


оо |+ [e + z] (C. 4.7. 2-2) 
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дон | дио , AVW а | £| 3 [ z] 


кт ++ эг a о рофи) 55 
+ fe Жей 710 2. Го) 92| (C. 4. 7. 2-3) 
зе x „лш. -2 t+ Zle +=) 22] 
+ ооо j Zlot] (С. 4. 7. 2-4) 
АЕ! z] 
+ на Е + 92+ Р, ~ О (C.L. 7.2-5) 
u чы a IS л тл 
+ +Z а афр 一 cu 全  (C.4.7.2-6) 
K ha О +u +w Dame нун Kaka) 
егес +[ ҮЙ], ИИИ [sl ЕЗДЕ 
+ м zj + аа ++ = ы T EE НОЮ с,=0.09,су<=1. 44,сь= 1.92, 
0ь==1.0,0.=1.3. 38(C. 4.7. DARRA. 4.7.2) 式 可 以 得 到 如 下 形式 的 方程 ， 
Sq BOA- DD = 25, (i 一 1,213) (C. 4. 7.3) 
其 中 为 雅 可 比 行列 式 det| 322228 ,分别 为 ovut, TCD 表达 式 可 见 下 表 


表 (С.4.7.1) 


1 2 ; 
TIP 


dt _ 1 2 j т Р,—є 
} 


и=т\ D m ittaoi 
- 0810 四 Геву др ЗЕ 


(CnPa— cue) -F 


ЕФ p=1, =r = DP =v+ur T ;二 =v 十 安江 =+ ,另外 
С, = бу, Я (С. 4. 7. 4) 
дё, дё, а&, 
i E 2(z,y,z2) | _ |дх, дт, дх; 
8: 是 J = det T РЕ; тта (С. 4.7.5) 
дт, Әл, 9л, 
36, a6 аё, 
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中 эт,/а& НКЕ, В;= 81. 
Tup + Sg: 

(С. 4.7. 6) 
这 样 ,所 求解 的 方程 具有 相同 的 形式 
(C. 4.7, 3) 

在 计算 中 采用 六 面体 网 格 , 其 侧面 中 
心 分 别 记 作 e( 东 ),w( 西 ),n( 北 ),s( 南 ),t 
( 顶 },5b( 底 ) 面 ,与 此 对 应 的 相 邻 网 格 记 作 
E,W.N,S,T.B AR MESSY P R 
格 , 其 它 的 符号 可 以 见 图 C. 4. 50。 在 网 格 
各 顶点 位 置 已 知 的 情况 下 ,可 以 方便 地 计 
я 8.01 


ce M 
Р, 97 


ВС. 4.50 网 格 图 及 其 符号 


ў BAE, 
ñ = E ДЕДЕ, | 
Ep =[(z,), — G). ДСС), — G ),] (т), — (z). dL (z,), Со] 
(C. 4. 7.7) 
其 它 的 量 可 类 似 地 求 得 ,这 里 物理 量 vw p 均 定义 在 网 格 中 心 点 P 上 ， 离散 化 方法 用 有 限 
体积 法 具体 作法 是 将 (C. 4. 7. 3) 式 关于 网 格 元 体积 积分 ,可 以 得 到 


| fv +1,—1„+1,—1,+1,—1,= | Sidy (С. 4.7.8) 
a ot w 


其 中 了 为 # 通 过 侧面 向 体积 外 流出 的 通 量 , 它 可 以 解 为 两 个 部 分 :对 流 部 分 I 和 扩散 部 分 1?， 
对 流 部 分 
= (bv) ng (С. 4. 7. 9) 
其 中 表示 1,2;3,4;5,6 及 相应 g; Бы WE. 上 式 不 对 (站 从 1 到 6 求 和 。 扩散 部 分 
注 步 分 解 让 丙 个 部 分 ,个 是 由 相同 导数 方向 的 项 组 成 的 ,具体 说 是 如 如 上 [， +2) ja 
积分 后 得 到 的 通 量 , 记 作 PPN, 
(mpu tran | | (С. 4, 7.10) 
Di = [PLP T/AVY | 
Ета K 183 求 和 ,但 对 Ci) 不 求 和 ,另外 一 部 分 则 是 交叉 导数 项 ,这 一 项 要 移 到 方程 
(C.4.7.8) 式 的 右 端 ， 因为 在 隐 式 避 式 时 它 的 处 理 很 加 对 ,各 到 有 汪 后 可 以 视 为 旺 区 的 可 机， 
使 计算 大 为 简化 , 它 的 计算 表达 式 比 较 繁 琐 , 如 
IC = [Б + bib, + би + Б + bb: + bib Du, J/AV (C. 4.7.11) 
其 它 方向 的 通 量 也 有 相应 的 公式 。 源 项 的 计算 也 要 分 解 为 两 个 部 分 , 即 
S =S +S ..  (C.4.7.12) 
其 中 SEE Eda, 有 关 部 分 线 化 后 的 系数 ,但 要 求 5; 总 是 小 于 或 等 于 零 。 对 于 和 。 和 方 
程 来 讲 , 若 对 流 项 中 交错 导数 项 移 至 方程 右 端 后 小 于 零 , 则 除 以 相应 的 或 se 后 置 于 5S? 中 , 若 
该 项 大 于 零 , 则 直接 置 于 5° 项 之 中 ,对 于 速度 方程 , 则 不 论 其 正 负 导 , 均 置 于 S 项 之 中 。 在 速 
度 的 动量 方程 中 还 存在 压力 及 应 力 的 交错 导数 项 , 则 一 律 置 于 S 之 中 。 以 上 的 作法 是 为 了 使 
及 方程 不 导致 ,的 负 值 而 采取 的 措施 。 | 
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在 形成 离散 化 方程 时 ,关键 的 是 数值 方法 的 选用 。 高 阶 精度 方法 具有 较 高 精度 但 其 稳定 性 

较 低 ,在 精度 与 稳定 性 二 者 应 当 有 一 个 折 中 .对 于 有 限 体 积 法 ,精度 最 多 是 二 阶 的 ,因为 用 体积 | 

分 形成 离散 方程 已 决定 了 这 一 点 。 其 次 由 于 网 格 是 料 交 的 ,而 且 对 坐标 线 的 确定 , 绝 大 多 数 是 

用 离散 化 方式 (而 不 是 解析 形式 ) 给 出 的 ,各 种 导数 本 身 的 计算 事实 上 也 多 是 二 阶 精 度 的 ,再 则 

交错 导数 的 计算 更 加 轴 难 ,具有 高 阶 精 度 是 很 难 的 事 , 往 往 连 二 上 阶 精 度 都 难以 保证 ,所 以 本 节 
均 用 二 阶 精 度 的 格式 。 为 了 说 明 格 式 的 建立 ,对 下 列 模型 方程 进行 分 析 。 

让 (Cp = £| p É) i «С. 4.7.13) 


方程 在 等 间距 网 客 上 求解 , 设 求解 的 点 为 卫 , 相 邻 点 为 E 和 WW, 它们 的 间距 为 Ax, 包 含 P 点 的 
BE F wH e 之 间 , 利 用 有 限 体积 法 的 概念 ,对 方程 (C.4.7, 13) 在 ше 单元 上 积分 可 得 


Cp, — (Cp. = (р 9) - (D$), (C. 4.7.14) 


W w P ë E 
为 简单 起 见 , 设 C,D 为 常数 。 采 用 中 心 差 分 的 方法 ,有 
f =E +), = O+) 


($) = =e, E). ея 


将 它们 代入 (C. 4. 7.14) 式 可 得 


(C. 4. 7. 15) 


整理 后 可 得 


1 CAx 


T СА ó, + +[i + + S| he (С. 4.7.16) 


$e = l— 
5 
B et tap аяти с/р, os 0,1,2 及 4, 利 用 等 间距 的 网 格 计算 
办 的 值 ,发 现 当 5 一 0 B = 1.5, Ср =1Е{ фь=1. 5,22 #} t =1.0 Ср = B $ = 
0. 5。 另 一 方面 (C. 4,7.13) 式 的 精确 解 为 


Еж, ар 4 时 还 会 出 现 振 荡 的 不 合理 情况 ,可 见 采 用 中 心 差分 格式 并 不 能 真正 得 到 
具有 二 阶 精 度 的 解 ,为 此 可 以 采用 迎风 格式 , 即 在 < 和 ww 点 上 ,在 计算 对 流 项 时 采用 
n-de СШ И с<0 
$r С`>0 фу: C>0 
或 记 作 | 
Cé, = — femax(— С,0) + ésmax(C,0) 
C$, = — ésmax (— C,0) + s 


(C.4.7.17) 
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将 它 代入 (C. 4. 7.14) 式 可 以 得 到 
арфр = арг + к 
aw = 1 + max| A D zoj, ак = 1+ max| So] (C. 4. 7. 18) 
fr = ay + a, 


这 样 计算 的 结 ERES 0, 1,2,4 时 外 分 别 为 1.5,1,33,1.25,1.167, 这 比 中 ， 必 差 分 计算 的 


结果 大 为 改善 ,消除 了 物理 上 不 合理 的 振荡 。 从 上 面 的 讨论 不 难看 出 这 -格式 具有 一 阶 精度 ， 
其 误差 主要 来 源 于 方程 (C, 4. 7. 17) 臣 ,一 个 改善 的 方法 是 用 混合 格式 , 芭 


$w са > 
Т "PETS _ эш 
фь СА) 
$r Саг 
291 
$ Сыс) 


жий ==? 为 界 ,这 是 因为 计算 表明 , 当 | СД” |> ETER ERS ЕНД 


格式 ,否则 用 中 心 格式 。 将 上 述 表 达 式 代入 (C. 4. 7,14) 式 可 以 得 到 
арфь 一 CH 名， + arpe 


Р = тах | — Š < — Саз, .9j/Az 、 


ау 7 + So од 


(С. 4.7.19) 


ар 二 Cu Ч ак 
这 种 格式 最 早 由 Spalding 提出 的 ,又 叫做 Hybrid Scheme。 显 然 这 不 是 完全 二 阶 精度 的 格式 ， 
后 来 人 们 又 对 此 格式 作 种 种 改进 ,值得 一 提 的 是 Leonard TE 1979 年 提出 的 对 流 项 二 次 迎风 插 
值 格式 (QUICK) 格 式 ,该 格式 的 指导 思想 是 用 上 风 3 点 插 出 友和 和 的 值 ,如 
З а. та 
Ф. ад g © + 二 办 8 us 
ейин, PARERE <E mu epi EH Em J. Xi purik 


的 格式 ,在 这 里 不 作 一 一 介绍 。 
利用 上 述 差 分 格式 ,可 以 把 (C, 4.7. 3) 式 在 定常 情况 下 (ay/at= 0) 离 散 为 


Аһфь = DAs + 5" (С. 4. 7. 20) 
其 中 А = >A,, — 5° 
这 里 芭 为 E,W,N,5,T,B。 对 于 不 定常 情况 , 则 需 计 及 不 定常 项 ,全 隐 格 式 时 为 
. © —# ay + А»ў> = ZAL — SE (C. 4. 7. 21) 
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当然 不 定常 项 还 可 以 采用 其 他 形式 的 差分 格式 。 而 (C,4.7.21) 仍 可 以 写作 (C. 4. 7. 20) y 3 
式 , 只 是 St 项 中 应 加 上 pr’ SY тї 5 中 再 减 去 会 - 即 可 以 ;所 以 下 面 主 要 讨论 (C. 4 7. 20). 


在 (C.4,7.20) 中 ,对 于 动力 学 方程 , 则 尚未 包含 有 关 压 力 项 。 如 计 及 压力 项 , 则 有 
ъъ = Hip + Оф. pe) + Рыф. р) + D,(b, р) G = 1,2,3) 


(С. 4.7. 22) 
由 于 压力 尚未 确定 ,所 以 只 有 猜 得 的 值 p` ,另外 为 了 改善 收 化 性 ， 一 般 引 入 松弛 系数 w, 于 是 
有 
vp = a LH; + Di (p; — pi) + D; (p; — ре) + D, (6; 一 РА „1+ O am 
` (C. 4. 7.23) 
其 中 
Н» = ны D; = А" '/A, 


A, 


这 里 5° 不 包含 压力 项 在 内 。 由 于 pp' 是 猜测 的 ,所 以 由 不 满足 连续 方程 ， 而 正确 的 压力 应 是 
p' 十 Pp' 其 中 pp 是 p' 与 真 值 p 之 间 的 偏差 , 故 若 将 户 代替 《〈C.4.7.23) 式 中 的 p" ， 则 得 到 的 
HE vr, 5: (C 4. 7, 23〉 式 可 得 


vip =vip +a Рура p.) Duli pa) +D;(6,— р) ] (C. 4. 7. 24) 
将 它 代 入 第 1 个 方程 后 可 以 得 到 关于 压力 的 方程 
Афр!» = X, Abpea 一 AQ (С. 4. 7. 25) 


AQ Eo 速度 场 通过 六 面体 表面 时 通 量 的 总 和 , 解 得 p' 后 可 以 修正 速度 。 由 于 这 里 采用 了 非 
交错 网 格 , 所 以 要 引用 动量 播 值 法 ,其 基本 思想 是 ;次 格 单元 六 面体 侧面 上 的 各 种 量 ,都 是 由 这 
一 合 面 二 侧 网 格 中 心 上 值 的 е е 

Da (pe— тш: КДА к. (С. 4. 7. 26) 


Ха Уа Уа 


其 中 是 利用 已 知 猪 测 压力 ЕСЕ ipa. АЕ Pes pe 等 都 是 由 prs pw 等 插 
值得 到 的 。 这 一 方法 的 目的 是 在 于 避免 因 采 用 非 交错 网 格 时 可 能 出 现 的 非 物理 的 压力 锯齿 分 
ж, 该 思想 最 早 是 由 Rhie 和 Chow (1983) 提出 的 。 每 次 求解 的 压力 值 是 一 修正 值 p., ai 
相 加 即 可 得 到 压力 的 真 什 。 这 样 做 ， 使 得 非 交错 网 格 得 以 更 加 广泛 的 应 用 。 i 

除了 以 上 折 述 的 求解 过 程 外 ， 还 需 给 出 各 种 边界 条 件 。 一 般 地 说 和 以 前 各 节 中 讨论 的 情 
况 是 一 样 的 ， 这 里 只 就 几 个 特别 的 问题 加 以 说 明 。 

在 洲 流 的 情况 下 ， 壁 面 的 网 格 大 小 一 般 都 大 于 粘性 底层 的 尺度 ， 所 以 壁面 沿 法 向 的 速度 
分 布 不 能 看 作 线 性 分 布 ， 而 是 对 数 分 布 。 因 此 一 般 用 


Un P= РЧ 


T, =— À,.(V, — V.) (С. 4. 7. 27) 
REH w 表示 壁面 ,PP 表示 网 格 中 心 ， 为 i 
/ Ё <” 11. 6 

А, = н С 1⁄2 a (C. 4.7. 28) 
kV2k/ln (Ey; ) 2⁄4 yz > 11.6 


其 中 
yp = рСЗЁ yp/p k= 0.41 Е = 8.432 с, = 0.09 


对 于 ,方程 , 壁面 条 件 只 能 假设 。 在 壁面 方向 的 通 量 可 以 认为 是 0, 而 在 壁面 附近 处 
* 388 < 


的 生成 项 Pi 为 蕊 /tpo 二 ， 而 壁面 附近 的 网 格 中 心 的 ер сЗу ARMET k, 
є 是 比较 难 给 出 的 ,在 开始 时 可 以 设 &=0.03|V |, є Л, 其 中 为 最 小 消 流 的 尺度 , 在 估 
算 时 有 较 多 的 经 验 成 分 需要 用 试 算 来 估计 。 
根据 上 述 的 数值 方法 和 边界 条 件 ， 就 可 以 编制 通用 的 数值 计算 程序 ， 并 用 它 来 巴 测 不 同 
类 型 的 流 场 ,这 里 发 展 的 NSTR2D 和 NSTR3D 就 是 针对 这 一 问题 建立 的 , 它 被 用 来 预测 建筑 
物 的 风 载 ， 汽 车 的 阻力 等 ， 下 面 介绍 部 分 结果 。 
为 了 计算 高 层 建筑 的 风 载 ， 首 先 要 了 
Ес 解 来 流风 的 流速 沿 高 度 的 分 布 ,应 该 说 ,这 
种 分 布 与 地 面 的 环境 有 很 大 的 差别 ， 所 以 
.实际 计算 中 ， 应 当 参 考 当地 的 气象 资料 或 
进行 实地 测量 。 对 于 实验 模型 ， 则 来 流 的 
速度 分 布 是 可 以 测量 出 来 的 ， 来 流 的 脉动 
满 流动 能 上 也 是 可 以 测量 得 到 的 。 在 本 节 
算 例 中 ， 采 用 的 是 中 国 空气 动力 学 研究 与 
发 展 中 心 扣 供 的 数据 ( 见 图 C. 4. 51)。 由 于 
0-5 风 相 对 于 建筑 物 的 方向 是 变化 的 ， 所 以 采 
0/0. аай 用 的 网 格 系统 也 是 变化 的 ， 即 设 风向 不 变 
而 网 格 变化 。 图 C.4. 52 中 所 示 的 是 来 流 
与 建筑 物 构成 20" 时 的 网 格 系统 ， 
由 于 计算 机 容量 的 限制 ,网 格 数 不 是 很 多 ,为 422X22X24。 建 筑 物 的 形状 则 简化 为 一 直 
立 长 方 体 。 实 验 时 的 雷诺 数 为 3. 610°, 计算 了 A=0 到 30" 的 情况 , 每 变化 5° 计算 一 次 , W. 
场 视 为 定常 的 ， 用 NSTR3D 程序 计算 并 与 相应 的 实验 结果 作 上 比较 。 


0.0 


@С.4.51 ЖО (z) ЖА G) 分 布 


авас: 
ЕС. 4.52 网 格 系统 (820°) 
当 8= 0°}, Æ 2/3 高 度 处 ， 压力 系数 的 计算 值 和 实验 量 测 值 基本 吻合 (йс. 4.3), 


Ж С.4.3 с, (B=0°) 


另外 定义 


gie Кз, c,=—— 

FD,H F000°D,H 

_ M. Mm, 
тг Б ыл y ту 7 ТИЕРИ 
zeU’ D, H? - 六 PLD 下 


其 中 下 AEH, MAJE, D, 为 迎风 面 的 宽 
В.Н 为 建筑 物 的 高 度 ,对 于 不 同 的 8 值 , 计 
算 结果 和 实验 值 的 比较 ， 可 以 看 出 8 上 升 时 
计算 误差 上 升 。 产 生 这 一 误差 的 原因 是 多 方 
面 的 , ERA k-e 模型 本 身 的 局 限 性 , 8 ER 
时 坐标 扭曲 比较 大 ， 计 算 网 格 数 太 少 等 ， 从 
В С. 4.53 和 图 C.4.54 可 以 看 到 建筑 物 后 
涡 的 分 布 以 及 建筑 物 表 面 的 压力 分 布 情况 。 

从 以 上 这 些 图 中 可 以 看 到 ， 流 场 结构 的 
雏 型 已 经 显现 出 来 了 ， 但 是 要 想 进 一 步 仔 细 
分 析 流 场 结构 ， какына. 以 便 
采用 足够 密 的 网 格 。 


图 C.4.54 


这 个 程序 还 可 以 用 来 计算 汽车 周转 的 流 场 及 汽车 所 受 的 阻力 。 本 节 采 用 一 个 与 兴 塔 那 外 
形 相 近 的 汽车 外 型 ， 其 外 型 和 选用 的 网 格 系统 如 图 C. 4. 55 所 示 。 

为 了 考 虚 地 面 效 馈 ， 设 来 流 是 均匀 的 ,地面 也 滩 来 流速 度 运动 ， 而 汽车 本 身 则 视 为 静止 
的 。 来 流 的 速度 实际 就 是 汽车 行驶 的 速度 。 设 汽车 行驶 速度 为 200km/h ,汽车 的 长 度 为 约 3 m, 
空气 温度 为 15 С, ШЕ ЖИ 1.3х107, MAERA. 计算 所 得 的 表面 压力 分 布 , 对 称 剖 面 
上 以 及 不 同 横 截 面 上 的 速度 分 布 由 图 C. 4. 56, 图 C.4. 57 及 图 C: 4.58 可 以 看 到 , 由 于 汽车 运 
动 , 在 其 后 卷 起 的 两 个 涡 是 相当 明显 的 。 所 得 总 的 阻力 系数 为 0.3, 与 实际 情况 也 是 比较 接近 
的 。 当 然 ， 要 得 到 比较 准确 的 结果 ， 还 要 加 密 网 格 和 改善 滑 流 模型 。 j 
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ВС. 4.55 汽车 外 形 及 其 周围 的 网 阁 系 统 
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图 C.4.58 ЖИНДЕП EREN 
小 结 


工程 中 存在 各 种 流动 问题 ， 一 般 说 来 ， 它 们 都 是 相当 复杂 的 。 由 于 计算 机 技术 的 飞速 发 
展 , 正在 形成 一 门 独 立 的 分 支 一 一 计算 工业 空气 动力 学 ,除了 期 待 计算 机 的 进一步 巨型 化 , Ж 
一 步 提 高 运行 速度 以 外 ， 人 们 还 需要 在 算法 (如 并 行 算法 、 分 区 算法 、 高 精度 计算 方法 等 )， 
谢 流 模式 等 方面 作 工作 ， 以 期 得 到 更 加 准确 、 更 加 接近 实际 的 供 工程 应 用 的 结果 。 
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PSE 核 动力 工程 中 对 流 换 热 的 数值 计算 


实际 工程 中 还 存在 着 许多 传 热 问题 。 比 如 固体 反应 堆 和 核燃料 元 件 既是 释 热 装置 又 是 导 
热 装置 ,在 计算 反应 堆 活 性 区 的 热 性 能 时 , 这 些 元 件 内 的 排 热 情况 和 温度 分 布 是 十 分 重要 的 。 
另外 由 于 活性 区 容器 、 底 庙 、 屏 项 和 压力 容器 等 都 遭受 活性 区 的 辐射 ， 吸 收 辐射 后 会 产生 非 
均 义 的 释 热 。 核 动力 装置 中 ， 对 于 不 同类 型 的 反应 堆 常 常 使 用 不 同 的 冷却 剂 。 例 如 快 中 子 反 
应 堆 中 采用 液态 金属 《如 销 、 钾 ) 和 气体 MARKED HOD, KRR REHIN 
应 堆 使 用 重水 作 冷 却 剂 ， 洲 腾 反 应 堆 则 使 用 轻 水 或 有 机 液体 作 冷 却 剂 。 这 些 冷却 剂 的 流动 与 
传 热 情况 直接 关系 到 反应 堆 的 安全 运行 。 在 燕 汽 发 生 器 、 汽 轮机 、 癣 汽 器 的 设计 和 运行 中 更 
涉及 到 许多 流动 和 传 热 问题 。 其 中 不 但 有 单 相 介质 的 对 流 换 热 问题 ， 还 包含 有 相 变 (沸腾 与 
凝结 ) 和 汽 液 两 相 流动 和 传 热 。 

除了 以 上 列举 的 核 工业 装置 中 存在 换 热 问题 以 外 ， 许 多 日 常 和 其 它 工业 装置 中 也 存在 大 
量 换 热 问题 ， 最 常见 的 如 室内 的 自然 对 流 ， 电 厂 冷却 塔 的 热 交换 ， 化 工装 置 、 能 源 装 置 内 的 
换 热 设备 更 是 比比 局 是 。 本 章 着 重 讨论 与 热 交换 有 关 的 流动 ， 对 于 汽 液 两 相 流 的 数值 计算 也 
将 作 简要 介绍 ， | 

АЖ 2 章 中 已 经 介绍 了 有 关 对 流 换 热 的 基本 方程 及 其 一 般 边 界 条 件 ， 本 章 的 重点 是 动 
力 工程 中 着 干 典型 的 对 流 换 热 问题 的 数值 计算 方法 ， 并 给 出 一 些 具体 的 计算 实例 。 

求解 对 流 换 热 问题 的 关键 在 于 确定 流 场 ， 在 流 场 已 知 的 情况 下 再 计算 温度 、 烷 、 换 热 的 
Ми 数 等 感 兴趣 的 量 。 流 场 的 计算 则 可 以 运用 前 面 几 章 介绍 的 数值 方法 。 对 于 自然 对 流 问 题 ， 
流 场 的 求解 与 湿度 场 的 计算 必须 同时 进行 。 本 章 的 重点 是 介绍 流 场 已 知情 况 下 的 换 热 计算 。 


5.1 管道 内 的 对 流 换 热 及 其 数值 计算 


核 动 力 工程 及 其 它 工程 中 遇 到 最 多 的 换 热 问题 是 管道 内 的 对 流 换 热 。 管 道内 的 对 流 换 热 
通常 可 以 分 成 两 个 区 域 ， 即 热 进口 段 和 换 热 充 分 发 展 段 。 所 谓 换 热 充分 发 展 段 的 特点 是 ， 截 
面 芷 流体 的 无 因 次 温度 分 布 与 流动 方向 上 的 坐标 无 关 。 设 流动 方向 的 坐标 为 x, 则 换 热 充分 发 
ЖЕН | 

зет. =Т=? 
其 中 ，T.w 为 截面 上 的 平均 壁 温 ，T 为 流体 的 截面 平均 温度 ，7 为 流体 的 局 部 温度 ， 

АН, T, Tums T, #698666 z 变化， 但 上 述 无 因 次 过 余 温度 则 与 无 关 。 

值得 注意 的 是 ， 在 热 进 口 候 ， 虽 然 流 体 的 速度 场 可 能 已 经 充分 发 展 ， 但 上 述 无 因 次 温度 
却 不 能 满足 (C. 5. 1.1) K. 当然 除 低 Pr 流体 外 ， 在 热 充 分 发 展 段 ， 速度 场 总 是 充分 发 展 了 
的 。 

管道 内 充分 发 展 的 对 流 换 热 可 以 分 为 简单 和 复杂 两 大 类 。 所谓 简单 的 充分 发 展 的 对 流 换 
热 是 指 垂直 于 主流 方向 的 截面 上 速度 分 量 均 为 零 ， 在 复杂 的 充分 发 展 的 对 流 换 热 中 垂直 于 主 
流 方 向 的 截面 上 仍 有 速度 分 量 存在 。 对 于 前 一 种 情况 速度 场 和 温度 场 的 控制 方程 在 很 多 情况 

" 893 > 


(C.5.1.1) 


下 可 以 转换 成 热 扩 散 型 方程 。 对 后 者 则 需求 解 NS 方程 以 获得 速度 场 。 因 此 对 简单 的 〈 即 管道 
内 层 流 充分 发 展 的 ) 对 流 换 热 ， 其 数值 计算 较 易 实现 。 但 是 为 了 实现 充分 发 展 段 对 流 换 热 的 
求解 ， 对 沿 流动 方向 和 和 沿 周 界 方向 的 热 边界 条 件 需 有 某 些 限制 ， 摘 名 话说 ， 并 不 是 任意 规定 
的 热 边界 条 件 都 能 实现 充分 发 展 的 对 流 换 热 。 一 般 讲 对 于 长 管道 内 层 流 换 热 ， 在 下 述 条 件 下 
可 以 实现 充分 发 展 的 对 流 换 热 。 

СТ) 壁 温 沿 轴 向 和 周 向 均匀 。 这 相当 于 壁 热 阻 很 小 ， 壁 一 侧 有 相 变 GERRA) 时 的 
换 热 情况 。 

(2) 热流 沿 轴 向 均匀 ， 壁 温 沿 周 向 均匀 。 核反应 堆 中 释 热 元 件 表 面 就 相当 于 这 种 情况 ， 

СЗ) 热流 沿 轴 向 和 周 向 均匀 。 相 当 于 壁 厚 均匀 但 导热 系数 低 的 电 加 热 表 面 。 

《4) 热流 轴 向 呈 指 数 变化 ， 周 向 壁 温 均匀 。 递 流 或 顺 流 式 换 热 器 就 相当 于 这 种 情况 。 

(5) 环境 温度 沿 轴 向 均匀 ， 另 有 非 线性 的 自然 对 流 的 边界 条 件 或 非 线性 的 辐射 热 边界 条 
Е. 高 温 液态 金属 的 换 热 设备 ， 高 温 烟 气流 动 系统 中 的 换 热 表面 ， ЗЕРЕ ВЫ РНЕ, 
宇航 设备 中 的 散热 表面 都 相当 于 这 种 情况 。 

应 当 指 出 ， 管 道 截面 的 形状 可 以 多 种 多 祥 ， 除 了 通常 的 圆 形 、 和 矩形 和 环形 流 道 外 ， 还 有 
三 角形 槽 道 、 多 边 形 槽 道 ， 内 助 管 ， 含 螺旋 插入 物 的 管道 及 波形 通道 等 强化 传 热 元 件 ， 纵 掠 
管束 等 的 层 流 充 分 发 展 的 对 流 换 热 均 可 用 数值 计算 方法 进行 计算 。 


5.1.1 ME 


圆 管 内 层 流 充 分 发 展 对 流 换 热 是 传 热学 中 的 一 个 经 典 问题 。 当 假设 流体 为 常 物性 并 且 不 
计 流 体 的 轴 向 导热 时 ， 在 柱 曾 坐标 中 ， 这 是 一 个 轴 对 称 问题 。 其 速度 分 布 可 以 由 分 析 解 直接 
得 出 。 参 看 图 C. 5.1， 此 时 其 速度 分 布 为 


| к/н„ = 2[1 — (rR) С.5.1.22 = 
Җир, и. 为 截面 的 平均 流速 。 : = 
图 C5l ooo 
4 


REMESSA ORO Na 数 。 一 
显然 求解 的 关键 在 于 确定 截面 上 的 温度 分 布 。 此 时 温度 控制 l 
方程 可 以 简单 地 写成 


ри 5 = 1 2. kr s> (С. 5.1. 3) 
其 边界 条 件 为 
ӘТ 
r= 0, а 0 Р 
r= К, „к ат Т.) 
采用 无 因 次 温度 
от]. 
T,— T. 
及 无 因 次 坐标 ?=/R， 可 以 得 到 无 因 次 温度 的 控制 方程 为 
tas S+ Jež =o (С. 5.1.5) 
相应 的 边界 条 件 为 


7 一 0，d9/d7 = 0; y=1, 10/47 =— ВӘ, (C.5.1.6) 
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нө 


其 中 ao 为 特征 值 ， 需 在 求解 过 程 中 确定 。 
Ra 


Be 


采用 上 述 方法 后 就 将 温度 变量 的 偏 微分 方程 化 成 了 常 微分 方程 , 无 因 次 温度 日 实际 上 是 
- -相似 变 最 。 这 种 扼 物 型 方程 通过 相似 变量 得 以 简化 的 处 理 方法 ， 在 对 流 换 热 〈 如 边界 层 流 
动 ) 中 有 广泛 的 应 用 。 

为 使 (C.5.1.5) 和 《C.5. 1.6) 两 式 封 闭 ， 还 必须 附加 一 个 方程 。 通 常 这 -- 附 加 方程 可 
以 从 能 昌平 衡 的 角度 得 到 。 按 截面 上 流体 平均 温度 的 定义 有 


R 
| 2nruTdr 
T, = a: 


[aradr 
将 其 无 内 次 化 ,得 

2|, ЛЧ! = 1 (С. 5.1.7) 
H (С.5.1.5), (С. 5.1.6), (C.5.1.7) 三 式 , 采用 选 代 法 即 可 求 得 无 四 次 温度 。 此 时 换 热 的 
Nu 数 可 按 下 式 计算 


288, 


Nu = (С. 5.1.8) 


71-9, 

由 此 可 见 ， 当 B, 很 大 时 ， 即 外 部 对 流 换 热 很 强 ，7v AF Т... 形成 均匀 壁 温 条 件 ; 相反 
B; 很 小 时 ， 即 外 部 对 流 很 弱 ， 此 时 温差 (TuT 很 大 。 虽然 沿 轴 向 二, 仍 会 有 所 变化 . 但 
相对 于 温差 ОГТ) 而 育 , 这 一 变化 仍 很 小 , w Т.Т.) 可 以 看 作 常 数 ， 这 就 是 均匀 执 
流 的 工 况 。 其 它 边界 条 件 都 介 于 这 两 个 极限 工 况 之 间 。 表 C. 5. 1 表示 数值 计算 的 结果 ， 


Ж C.5.1 


帕 坦 卡 (Patankar) 等 人 用 数 信 方 法 计算 了 沿 周 向 不 均匀 加 热 时 水 平 圆 管内 充分 发 展 的 层 
流 流动 与 传 热 。 此 时 由 于 不 均匀 加 热 会 引发 一 个 由 浮 升力 产生 的 自然 对 流 。 由 于 该 自然 对 流 
的 影响 会 使 Nu 数 大 大 超过 纯 强 连 对 流 层 流 的 情况 。 其 计算 结果 表示 在 图 C. 5.2 F. Bip E 
而 一 种 情况 表示 圆 管 上 半 部 均匀 受热 ， 下 半 部 绝热 。 而 下 面 一 种 情况 正 相反 ， 下 半 部 均匀 受 
热 ， 上 半 部 绝热 。 显 然 下 半 部 受热 时 会 引发 一 个 较 强 的 自然 对 流 ， 从 而 使 Nu 数 大 大 增加 ， 

图 C. 5. 3 给 出 了 图 管 下 半 部 均匀 受热 时 计算 出 的 等 温 线 和 流 线 。 图 中 左边 为 等 温 线 , 右 
边 为 流 线 。 

“395。 


图 C.5.3 


Pr=5, (也)Gr* 为 (а) 10 Ф) 10 (0) 0.510 


5.1.2 矩形 流 道 


工程 中 常常 会 遇 到 矩形 流 道 的 情况 。 在 层 流 充分 发 展 的 情况 下 其 截面 上 的 速度 分 布 已 有 
精确 解 。 在 不 考虑 流体 中 的 轴 向 导热 时 ， 充 分 发 展 段 的 能 量 方程 为 〈 参 看 图 C. 5. 4) 


„396, 


2 
mw Se = salt Fa) К s|: зу, 


若 计 算 域 取 1/4 流动 截面 ， 则 其 边界 条 件 为 : 

在 固体 壁面 上 , Т=Т„; 

在 对 称 轴线 上 ， 温度 的 法 向 导数 为 零 。 

显然 无 内 次 温度 与 MEA, БИКЛЕ ЗЕ АЁ 
的 对 流 换 热 与 非 稳 态 的 导热 进行 对 比 ， ШП PA z 相当 
于 非 稳 态 导热 中 的 时 间 ， 都 是 单 向 坐标 。 在 入 口 段 截面 上 
的 速度 与 温度 分 布 受 入 口 截面 处 初始 分 布 的 影响 ， 如 同 非 
稳 态 导热 中 过 程 的 初始 阶段 的 温度 分 布 受 初始 条 件 影响 一 
样 。 而 在 充分 发 展 段 ， 截 面 上 的 速度 和 无 因 次 温度 仅 取 决 
于 边界 条 件 向 与 入口 初始 温度 分 布 无 关 。 它 相当 于 非 稳 态 Wi Casa 
导热 中 的 正规 状况 阶段 。 在 非 稳 态 导 热 中 可 以 把 时 间 变量 与 空间 变量 分 离 ， 因 此 在 上 述 充分 
发 展区 中 也 可 把 温度 表示 成 函数 乘积 的 形式 ， 即 一 个 丽 数 仅 与 = 坐标 有 关 ， 另 一 个 函数 仅 与 
т, y 有 关 。 为 此 定义 与 z 坐标 无 关 的 无 因 次 过 余 温 度 为 


T; — 1 ` 
= тр (С. 5.1.10) 
由 此 得 T =— ӨТ, – Т) + T., 
aT_ „aT — T,) 
3z 8 dz 
令 D 为 通道 截面 的 某 一 特征 尺寸 《如 矩形 流 道 的 高 a 或 宽 5)， 并 令 无 因 次 坐标 为 
X==/D, Y= y/D, 2 = 2/(рРе) {C.5.1.11) 
其 中 Pe 二 peprwwD/k， 为 贝克 列 数 ，%w, 为 截面 平均 流速 
将 上 述 无 因 次 温度 和 无 因 次 速度 代入 《〈C.5.1.9) R, 得 
PA 23 
g (T. — T,) 1 _ ӘХ? y: 
7 , 


上 上 式 左 端 仪 与 2 9. НУУХ, У 有 关 ， 因 此 它们 必然 等 于 一 常数 。 由 此 使 元 因 次 温度 
得 以 满足 的 方程 为 
20 
sx: a+ ЗҮ? 
其 边界 条 件 为 : 在 固体 边界 上 昌 =0， 在 对 称 线 土 法 向 导数 为 零 。 
为 使 СС. 5. 1.13》 式 及 边界 条 件 封闭 ， 需 根据 平均 温度 的 定义 补充 一 方程 ， 即 


+A =o (С. 5.1.13) 
to, 


|a. ~ TywdA 
T. — T, = — (С. 5. 1.14) 
feaa 
在 上 述 计 算 域内 z 方 向 的 动 其 方程 可 以 简化 为 | 
dE - 35]. = (C.5.1.15) 


若 定义 无 内 次 的 速度 为 
397" 


w = —“# (С. 5.1.16) 


z dp 
Ss 
Sia G a L 


+ 
= PY: 
此 时 的 边界 条 件 为 ， 在 固体 边界 二 W =o, 在 对 称 线 上 速度 的 法 身 导数 为 
MJ W ЕХ. (C.5.1.14) 式 可 以 改写 为 


К TAi T- уу ӨЧА = 1 (С. 5. 1. 18) 


Га 


利用 前 面 介绍 的 迭代 法 即 可 求 得 Re 和 Na。 其 中 ， 按 阻力 系数 了 和 Re 的 定义 有 


др 
u RA dr z, D.) _ 2 jD}? х 
уве =|- D-7 |: |= 202 С. 5.1.19) 
чм 
ар, 11р? i Р 
Ми == H5] А (C. 5. 1. 20) 


其 中 DD, 为 矩形 流 道 的 当量 直径 。 
对 丁 不 同 截 面 形 状 管内 充分 发 展 流动 在 恒 壁 温和 恒 热流 下 的 计算 值 如 表 C, 5. 2 所 示 。 


表 C.5.2 


> ® (ахь) 


б/а =1. 43| Б/а= 2. 0 | b/a=3.0 | b/a=4.0 


Ь/а=8.9 | 


6. 49 


5.1.3 ЖАА 


为 了 强化 对 流 换 热 , 工程 上 常 采 用 内 助 管 , 其 中 纵向 直 内 肋 的 圆 管用 得 较 广 。 如 图 C. 5. 5 
所 未， 为 简化 起 见 ， 设 肋 片 的 厚度 略 而 不 计 。 助 片 管内 表面 有 均匀 的 热流 q. ， 肋 片上 有 均匀 
的 热流 gu o 

由 于 对 称 性 ， 取 两 助 间 和 扇形 区 的 一 半 作 计算 域 即 可 。 设 胁 片 数 为 N， 则 计算 域 的 中 心 角 
tp a ey кА | | 
z 方 向 18а 十 工 и дт | _ АР у 


т ағ = 


Se r ağ] dz 
ежы 2-0 Жыш 


др 
90 方向 5 = 0 
. аб 
(С. 5. 1. 21) 


边界 条 件 为 
М C.5.5 
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固体 表面 上 =й 
对 称 线 上 эў = 07 = 0,900 | 
请 注意 在 流动 的 充分 发 展区 3 一 常数 。 
如 果 不 计 流动 方向 上 流体 的 导热 ， 则 充分 发 展区 的 能 量 方程 为 


aT 19 Әт) 1 ът 
Рись а т ar 21 = Т, 59| 
边界 条 件 为 
„=0, 21-0, г=к, #5 = gu( 以 进入 区 域 为 正 ) 
0=0, в =. ШН. 
25 = 0( 其 它 区 域 ) 
л IT 
将 动量 方程 〈C, 5.1.21) 式 无 因 次 化 ， 则 得 
13 2 | 1 aw 
191727) +307 20) +10 
相应 的 边界 条 件 为 
ын, Ое, 
Кр. 
W 一 一 人 qz 为 无 因 次 速度 
— RIE 
йт 
=Z 为 无 因 次 坐标 
为 将 能 量 方程 无 因 次 化 ， 令 无 因 次 温度 为 
TT; 
Q R/k 


其 中 qo дагана ЕЙТЕН k, БШ 
2rRa + 2NHa,, 
= > чейн 
Б Н. SLA qo 是 为 了 和 不 带 肋 的 光 管 进行 比较 。 
CORTESAMEN (С. 5, 1. 23》 式 的 左 端 改写 为 
perw 97 = есуш„А| 32 Ja 3 we Wp z б Ku 
2N 


其 中 4 为 计算 域 的 流动 截面 积 。 


(C. 


(C. 


(E: 
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5.1. 


1. 22) 


23) 


. 24) 


. 25) 


. 26) 


- 27) 


. 28) 


. 29) 


. 30) 


KERA СС. 5. 1. 29) RIEA (C.5.1.23) 式 ， 则 得 无 因 次 的 能 量 方 程 为 


13f 381 1 2 [1 298) _ 2w 
тэт) КУ Эт 39] ш. 357 
相应 的 边界 条 件 为 
Ө a8 _ 4», 1 
g—=0 == =0; ў=1, = ке 
27 а? 9. 1+ ee 
Li _ 1230 _ 9, 20 _ PS (С. 5. 1. 32) 
0 = 0, 798 = Z BRD 37 = ОЕК) 
-7 28., 
а ЖЕ T 


EP G=q, /gw， B=H/R, 
同样 为 了 封闭 方程 〈C. 5.1. 31) AM (C. 5. 1. 32) 式 ， 还 需 附 加 一 方程 。 由 无 因 次 温度 

可 得 

[ OWdA рт, 


_ -Po (C. 5. 1. 33) 
| Wda LR 
А Ё 
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在 选 定 的 几何 参数 N 下 ， 联 立 数值 求解 (C. 5.1. 25) E (C.5.1.26) 两 式 ， 然 后 利用 求 
得 的 并-， 在 相同 的 N，B 及 选 定 的 热流 比 G T EERE (C.5.1. 31)，(C. 5.1. 32) 和 
(С. 5.1. 33) 3 式 ， 即 可 求 得 无 因 次 温度 8 。 此 时 阻力 系数 和 Nu 数 分 别 为 


4р | 
Е dx wanD.) _ 8 {| D}? 
J&e= SEER | ET | ží 方 | (C.5.1.34) 
i 2 
Nu =—#—— D 2 (C.5.1.35) 


图 С. 5. 6 E Xt А ЕЖЕ ЕЕ И НЕА Е, WATE, ЕНТ В 


CfReD/D) /4 


图 C.5.6 
‚400. 


下 , 助 片 数 存在 一 最 佳 值 , 此 时 Na 最 大 。 该 图 还 表示 随 着 肪 片 数 减 少 , 阻力 和 换 热 都 趋 近 于 
XEDE. 

ЕА ПЕ А-ТЕ БИШИ Т ЭМА Р ЛЕНОН ЗА, RH ESIRRS 
卡 纳 弗 斯 的 实验 结果 的 比较 见 图 C. 5. 7。 


Ми/рї? 


5.1.4 热 进口 段 的 换 热 


研究 热 进口 段 的 换 热 在 核 动力 工程 上 有 一 定 的 实用 价值 。 我 们 在 此 仅 讨论 流动 已 充分 发 
展 ,而 温度 则 刚刚 开始 发 展 的 热 进 口 段 。 这 相当 于 流动 充分 发 展 以 前 管 劈 是 绝热 的 ， 而 流动 
充分 发 展 以 后 ， 管 壁 与 外 界 发 生 热 交 换 。 对 于 油 类 〈Pr>5)， 温 度 边 界 层 的 发 展 大 大 落后 于 
速度 边界 层 的 发 展 ， 即 其 热 进口 段 相当 长 ， 上 述 很 设 可 以 认为 是 合理 的 。 

对 于 忽 格 耗 散热 的 低速 流动 ， 在 轴 向 导热 可 以 忽略 时 ， 其 换 热 的 计算 方法 间 前 面 介绍 的 
一 样 。 对 于 等 温 圆 管 热 进口 段 的 传 热 参数 随 无 因 次 长 度 工 的 变化 情况 如 表 C. 5.3 所 示 。 该 表 
中 Nu; 为 Nu ЖАМА. Nu, 为 平均 值 ， 无 因 次 长 度 为 


L= z (C.5. 1. 36) 


ЭЖ С. 5.3 可 以 看 出 , 1.=0. 1 是 热 进 口 段 的 无 因 次 长 度 , H (С. 5.1.36) 式 可 知 , 热 进 
口 段 的 长 度 为 
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z = 0.05(RePr)D š (C. 5. 1. 37) 
HFEA, Ргах0. 7, 4 Re=500 时 ， 热 进口 段 的 长 度 z 一 17. 5D。 对 于 油 类 ,比如 Pr= 
100, 同样 Re=500 时 ,x 二 2500D， 因此 对 高 Pr 数 的 流体 热 进口 段 很 长 ， 它 将 在 换 热 器 中 起 
主要 作用 ， 在 换 热 器 计算 中 应 对 此 点 予以 注意 。 | 
恒 热流 下 热 进口 段 的 计算 结果 如 表 С. 5.4 所 示 。 


Ф С.5.4 


5.2 外 掠 物体 换 热 的 数值 计算 


在 高 Re 的 流动 中 , 在 物体 壁面 附近 总 存在 一 个 很 薄 的 但 起 很 大 作用 的 粘性 边界 层 , 因此 
对 流 换 热 问题 一 般 可 区 分 为 边界 层 和 非 边界 层 ( 即 有 回流 ) 两 大 类 。 从 数学 上 讲 边 界 层 方 程 
至 少 对 一 个 空间 坐标 而 言 是 抛物 型 的 ， 具 有 明显 的 特征 流动 方向 ,而 非 边界 层 方程 则 是 椭 图 
型 的 。 . 

工程 土 许多 流动 与 换 热 属于 边界 层 类 型 ， 例 如 边界 层 发 生 脱离 以 前 外 掠 物 体 的 绕 流 ， 各 
种 射流 ， 前 述 管道 流动 以 及 大 空间 中 坚 壁 的 自然 对 流 等 。 | 

车 在 xz, y, z 坐标 系 中 以 x 表示 主流 方向 , 则 当 流 动 与 换 热 特性 在 y, z 两 个 方向 上 变化 
时 就 是 一 个 三 维 的 边界 层 问题 。 若 仅 在 一 个 方向 上 发 生变 化 则 为 二 维 平面 边界 层 问 题 。 流 体 
绕 对 称 轴 的 流动 也 是 二 维 问题 。 在 数值 计算 中 对 于 三 维 边 界 层 在 垂直 于 主流 方向 的 截面 上 是 
一 个 二 维 椭圆 型 问题 的 代数 方程 组 。 | 

因为 常 物性 、 无 内 热源 的 流体 流动 与 对 流 换 热 在 某 些 情况 下 其 速度 场 和 温度 场 具有 相似 
解 ， 即 选用 合适 的 特征 长 度 和 特征 速度 后 不 半截 面 上 的 无 因 次 速度 分 布 相似 ， 或 选用 合适 的 
特征 长 度 及 特征 温度 后 不 同 截 面 上 的 无 因 次 温度 分 布 相似 。 因 此 只 要 求解 其 中 一 个 截面 上 的 
无 因 次 速度 分 布 和 无 因 次 温度 分 布 也 就 求 得 了 各 个 截面 上 的 分 布 。 这 种 相似 解法 通过 变量 变 
换 把 一 组 偏 微分 方程 转化 为 常 微分 方程 ， 这 禅 就 可 使 数值 计算 大 为 简化 。 - 

求解 非 边界 度 问 题 ， 即 有 回流 问题 的 流 场 时 ， 可 以 用 压力 或 速度 作为 楚 本 变量 〈 即 原始 
变量 法 ), 也 可 取 涡 量 、 流 函数 作 变 量 ( 即 涡 量 流 函 数 法 )。 这 些 方 法 在 前 几 章 已 有 详细 介绍 。 
封闭 系统 中 的 流动 和 换 热 计算 通常 采用 原始 变量 法 ， 在 自然 对 流 中 则 多 采用 涡 量 流 消 数 法 。 


5.2.1 外 掠 模 形 物 的 对 流 搞 热 


外 掠 棉 形 物体 的 流动 与 换 热 是 层 流 相似 解 的 典型 例子 。 工 程 上 计算 的 目的 是 为 了 获得 辟 


面 上 的 切 应 力 和 热流 密度 。 _ 
图 C. 5. 8 外 掠 栅 形 体 的 控制 方程 为 
+ 402 ° 


дт ду "9 
ди | ди 14р уди 
Е РЭД ду 7 pdr "ay 
ƏT aT а°Т 
Эт + Iy =a 3y 
| (С. 5.2.1) 
相应 的 边界 条 件 为 
| у = и = u = 0,T = Т, 
u (C.5.2. 2) 图 С.5.8 
y> ou us TT. 
其 相似 变换 的 关系 式 为 
: m > м 
9 = y J "P= | 
#(т,у) = Мии AÍ = my P 
(C. 5.2. 3) 
Us = Сул" 
Т, == F = С,х 
ATS Ea 
f T. — T. 
PFE ИН 7) 9005 | 
= КОТЕРУ М@/ (т + 1 (С. 5. 2.4) 
REHAR Ми 数 为 
Nu, =— уа Re,@' (0) | (С. 5. 2. 5) 
上 述 3 式 中 
а = ОЁ ЧЛ ` (С.5.2.6) 


drj 
В» 可 以 看 成 无 因 次 压力 梯度 的 负 值 。 yy (т, у) 是 流 函 数 ， 而 О) 则 为 无 因 次 流 函数 。 
经 相似 变换 后 ，(C. 5. 2. 1〉 式 转换 成 如 下 常 微分 方程 


f" + ffr + +- apy 


mtrl (С. 5. 2. 7) 
P+ PPO – 2 Prpe=0 
相应 的 边界 条 件 为 | 
шй, = 9; Ж 
7 = ; (С. 5.2.8) 


0 оо, f>], 8—0 
在 此 上 角 码 “”“” 表 示 对 7 的 导数 ， 对 其 它 变量 的 导数 则 用 偏 微分 符号 表示 。 
因为 y 一 co 时 的 边界 条 件 在 数值 计算 时 只 能 近似 地 实现 。 因此 通常 采用 的 方法 是 : 选 定 一 
个 n. 如 果 在 ?= 加 处 能 较 好 地 实现 оон, ДНЕ 和 sx 作为 趋 近 于 无 穷 大 的 代表 。 但 
这 一 加 :无 法 在 计算 前 确定 ,只 能 在 计算 过 程 中 作出 抉择 ,根据 前 面 介绍 过 的 数值 方法 , 先 计算 
出 了 的 收 合 解 ,然后 再 求 得 无 因 次 温度 日 ,有 了 f # 8 ET # (C. 5. 2. 5) СС. 5.2.6) 两 式 分 


别 求 得 阻力 系数 和 Nu 数 。 
“403。 


表 C.5.5 表示 了 均匀 壁 温 下 ( 即 上 一 0)， 对 于 不 同 м 及 Pr 由 数值 计算 得 到 的 
Е (ео M. ERLE Ret, BARR Nu $e 
图 C. 5. 9 ТЯЧЕВА НГЕ Nu 数 (Nur) 和 全 热流 下 的 Ni 数 (Nun) 之 比 。 
表 C. 5.5 不 同 Pr 数 下 | - EAE 


Pr 
m 

0.7 0.8 1.0 5-0 10.0 

0. 0753 0. 242 0.253 0.272 0. 457 0. 570 
0.0 0. 292 0. 307 0. 332 0. 585 0. 730 
0.111 0.331 Í 0.348 0.378 0.669 0.853 

0. 333 0. 384 0. 403 0.440 0. "92 1.013 

1.0 0. 496 Т 0. 523 0.570 1.043 1. 334 

4.0 0. 813 0. 858 0. 938 1. 736 2.236 


L Er AENEA A Ip] EE БЕ ГК) КОЁ ЙГ. 
例如 为 了 防止 气流 分 离 ， 减 小 阻力 ， 在 壁面 上 开 孔 吸 
走边 界 层 内 的 一 部 分 流体 ; 高 温 设 备 中 多 孔 材 料 的 发 
HAH., 宇航 中 采用 金属 烧 蚀 冷却 方式 来 保护 壁面 都 
是 属于 这 种 情况 。 此 时 边界 层 的 方程 仍 为 (C. 5. 2.1) 
R, 但 边界 条 件 却 为 ，y 二 0， 法 向 速度 A0. PRE 


边界 层 方 程 仍 有 相似 解 ， 则 要 求 壁面 的 法 向 速度 按 一 -0.20”04 08 12 1.6 
‚ 定 的 规律 变化 ,以 使 СО) = ж. 此 后 再 采用 数值 计 2m/(m+1) 


算 。 以 上 方法 在 同时 存在 热 交换 和 质 交 换 的 边界 层 流 


动 中 经 常 采 用 。 


5.2.2 绕 流 贺 管 的 层 流 换 热 
管 外 绕 流 是 换 热 设备 中 最 常见 的 一 种 换 热 方式 。 由 于 在 疼 柱 体 迎 风 侧 形成 边界 宕 流动 及 


(b) Re= 10° 


图 C.5.10 
‚404. 


图 С.5.9 


MERS T EBE {ЖҮ РГ ИИБ ДИ ГЕЙ БЕ Ж ЖЕЙ. 
恢复 区 ,因此 流动 和 换 热 都 相当 复杂 ,无 法 用 解 
析 法 求解 。 本 篇 第 四 章 第 6 节 中 已 经 讨论 了 辆 
柱 绕 流 的 数值 计算 问题 ， 并 给 出 了 圆柱 振荡 时 
流 线 的 变化 情况 。 下 面 我 们 介绍 绕 流 圆 管 层 流 
换 热 的 一 些 数值 计算 结果 。 

图 C.5.10 表示 了 温度 场 随 Re 数 变化 而 
产生 的 变化 。 当 Re 增加 时 迎风 侧 的 温度 边界 
层 变 薄 ， 等 温 线 不 断 向 柱 体 密集 。 圆 柱 体 的 背 
仙 等 温 线 也 随 Re 数 的 增加 而 向 柱 体 表面 靠 
扰 ， 这 是 因为 回流 量 增加 ， 加 强 了 对 流 换 热 。 

图 C. 5.11 表示 了 局 部 换 热 系数 的 周 向 分 
布 .从 图 上 可 以 看 出 , 2 Re 增 大 圆柱 体 背 合 
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的 换 热 系数 不 断 增加 。 此 外 还 可 以 发 现 相应 于 边界 层 二 次 脱离 ， 换 热 系 数 出 现 两 个 极 小 值 。 

图 C. 5. 12 是 平均 换 热 系数 计算 值 与 实验 值 的 比较 。 由 图 上 可 以 看 到 , 计算 值 和 实验 值 相 
当 一 致 。 

图 С. 5. 13 是 计算 的 局 部 换 热 系 数 与 实验 值 的 比较 。 从 图 上 可 以 看 到 计算 值 和 实验 值 在 
低 Re F (Re<10) 符合 得 较 好 。 中 等 Re 时 (10<Re<10)， 其 变化 趋势 是 一 致 的 , 均 显 示 
出 因 边界 层 的 分 离 而 形成 的 换 热 系数 的 两 个 极 小 值 。 高 Re F (Ке=10°), 在 回流 区 的 计算 值 
与 实验 值 有 较 大 的 偏差 。 f 
从 图 上 比较 可 以 着 出 ， 计 算 值 大 


多 低 于 实验 值 ， 这 一 点 在 高 Re 数 时 1.0 Q Re=10: 
更 为 明显 .造成 这 种 误差 的 原因 是 : 风 0, ая 


(4) Re= 105 


洞 实验 时 来 流 总 存在 一 定 程度 的 初始 ё 
2 


—%®Ш%, FELRE: tAE 8.) 


图 С.5.12 图 С.5.13 
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移 ， 而 层 流 计 算 模 型 无 法 考虑 这 些 庙 流 因 素 ， 致 使 计算 值 偏 低 。 


5.3 周期 性 通道 流动 对 流 换 热 的 数值 计算 


为 了 强化 对 流 换 热 ,工程 上 广泛 应 用 几何 结构 呈 周 期 性 变化 的 流动 通道 (参看 图 
С. 5.14), 特别 是 在 一 些 紧 竣 式 的 热 交换 器 中 。 在 充分 发 展 的 情况 下 各 物理 量 沿 流动 方向 上 也 
呈 某 种 周期 性 的 特性 。 这 样 就 给 这 一 类 对 流 换 热 的 数值 计算 带 来 一 些 新 的 特点 。 
由 于 通道 流 的 几何 结构 呈 周 期 性 变化 , 故 研究 这 类 问题 可 取 一 个 周期 段 作 为 研究 对 象 .我 
们 先 考察 流动 情况 .以 含 横向 交错 排列 起 片 的 平行 通道 为 例 。 取 
=з. NE WE, 一 个 周期 段 (图 C. 5. 15 中 阴影 部 分 ) 作 汶 计算 域 。 设 此 几何 周 
期 段 的 长 度 为 工 ， 则 流动 泛 入 冯 分 发 展 状态 后 有 


信人 全 人 
зы u(z,y) = u(z + L,y) = и(х + 2L,y) = += 
msn (С. 5.3.1) 
БЕ | u | | u(z,y) = vle + Ly) = vlz + 2L,y) = --- 
(С. 5. 3. 2) 
Р(х,у) — р(х + Г, у) 
Z NON =р(т + L,y)— р(х + 2L,y) =- (C.5.3.3) 
оо О Lz 
图 C.5.14 ` В C.5.15 
由 于 流动 的 周期 性 ， 所 以 一 个 周期 范围 内 的 计算 结果 就 可 代表 整个 区 域 。 
由 (C.5.3.3) 式 有 | 
P(z,y) — р(х + L,y) = BL 二 常数 (С. 5. 3. 4) 
显然 8 为 一 个 周期 内 的 平均 压力 梯度 。 
定义 一 个 新 的 压力 函数 | 
Р(х,у) = р(х,у) + B= (С. 5.3.5) 
WA 
Р(х,у) = Р(х + L,y) = P(z + 2L,y) = += (C.5.3.6) 


Р (z, y) RES u, v 相同 的 周期 性 质 。 将 p= 二 PP 一 Bz 代入 动量 方程 ， 并 利用 连续 性 方程 
邑 可 得 到 关于 и, v, P 及 修正 压力 函数 的 控制 方程 组 。 对 这 些 方 程 组 可 以 直接 用 SIMPER 或 
SIMPLE 法 求解 。 
初 看 起 来 ， 上 述 计 算 会 有 困难 ， 因 为 我 们 并 不 知道 计算 域 上 二、 下 游 边界 上 的 速度 和 温度 
值 。 但 是 只 要 注意 到 周期 流 的 特点 ， 这 一 困难 就 会 消失 。 流 体 离开 这 一 计算 域 的 同时 就 进入 
* 406 » i 


下 一 个 同样 的 计算 域 。 从 概念 上 讲 ， 这 一 情况 就 好 象 离开 该 计算 域 的 流体 又 重新 在 上 游 端 返 
回 到 间 一 计算 域 。 根 据 这 一 思想 ， 上 、 下 游 的 边界 并 不 构成 真正 的 边界 位 置 。 所 有 沿 流动 方 

向 上 的 点 都 象 是 处 在 一 个 无 始 无 终 的 循环 回路 中 。 | 
利用 上 述 观 点 可 以 将 (C. 5.3.1)，(C.5.3.2) Ж (C.5.3.6) 3 式 写成 一 通用 形式 ， 即 
Ф(х,у) = @(z + L,y) = = @ = um, P (C.5.3.7) 


将 计算 域 分 成 如 图 C. 5. 16 所 示 的 有 限 网 格 点 ,其 中 i 二 1 和 ;二 NN 分 别 为 计算 域 的 上 游 和 下 游 
边界 。 根 据 周期 性 条 件 (C. 5. 3.7〉 式 可 写成 
Doj = By 1 (С. 5. 3. 8) 
Ф, = Фу; (С. 5. 3. 9) 


因此 由 于 周期 性 条 件 沿 i=1 #| 5 ;— N 列 的 差分 方程 
应 当 一致 。 这 样 求解 域 可 限于 ;一 1, N 一 1, 将 i 二 1 列 
出 外 差分 方程 中 所 含 的 Ф.И Ф.И; i 一 N 一 1 | 
列 上 更 差分 方程 中 所 含 的 Dr Ф, AE, RA 
各 点 的 虽 值 的 差分 方程 不 再 含有 域外 点 的 有 关 项 , 方 
程 和 变量 得 以 封闭 。 因 此 利用 周期 性 条 件 把 进出 口 流 场 反复 回 代 即 可 求 得 速度 场 。 为 了 加 快 
反复 回 代 的 速度 , 一 种 新 的 算法 是 , 将 速度 传递 区 域 由 一 条 线 发 展 到 2—3 条 线 ,不仅 从 出 口 
区 域 向 入 口 区 域 回 送 ， 也 同时 从 入 口 区 域 向 出 口 区 域 回 送 ， 从 弄 加 快 了 迭代 的 收 敏 速 并 。 

在 进行 阅 期 性 充分 发 展 的 通道 流 的 温度 场 的 计算 时 ， 通 常 应 区 分 是 恒 热 流 还 是 恒 壁 温 的 
情况 。 恒 热流 时 温度 分 布 沿 流动 方向 亦 应 满足 周期 性 条 件 ， 即 

Tlr + L,y) — Т(х,у) =T'(z + 2L,y) — T(r + L,y) 


=. = T. 8. (C.5.3.10) 


mc, 
其 中 ,QQ 为 单位 时 间 内 外 界 流 进 计算 域 的 热量 ,xm 为 流 过 的 质量 流 率 ，c, 为 流体 比 热 。 
对 如 图 C. 5. 16 所 示 的 计算 域 ， 有 | 
АТ = Т; Ты, = Тк, Т, (С: 5. 3; 11) 
利用 已 经 求 得 的 速度 场 加 上 上 述 周期 性 条 件 ， 从 温度 场 的 控制 方程 用 与 前 面 同样 的 数值 
方法 即 可 求 得 温度 场 。. 
对 于 恒 壁 温 的 情况 ， 设 壁 温 为 T.， 定 义 无 因 次 温度 @ 为 


了 一 了 了。 Я 
f =+ (С. 5. 3. 12) 
其 中 了 为 每 一 截面 上 的 平均 温度 。 
周期 性 充分 发 展 时 有 
Ө(х,у) = Olr + L,y) = Olr + 2L,y) = --- (С. 5. 3. 13) 


对 如 图 C.5. 16 的 计算 域 , 将 上 式 写成 离散 化 的 形式 , 且 不 失 一 般 性 地 假设 也 一 0, 经 整理 后 
得 | 
Ты; То, Т». 


Туу СУГА, = ТУУ. (C.S. 3. 14) 
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在 用 已 知 速度 场 及 周期 性 条 件 求解 时 应 注意 ,因为 预先 并 不 知道 一 个 计算 域 上 的 截面 平 
均 温 度 比 Ti/Tww-ty， 所 以 这 个 值 需 用 和 迭代 法 确定 。 求 解 时 可 先 假设 一 非 零 的 Tu 及 
了,,w_1, 在 获得 一 组 解 后 , 即 可 由 解 得 的 N 一 1 列 上 的 全 部 温度 了 Tv_，, 来 求 得 全 截面 流体 的 平 
均 温 度 Tw_1;， 此 时 应 考虑 到 截面 上 流体 速度 的 不 后 ， 即 | 


M1 M—1 
Tn = Ўт Aaa | S Anena (C.5.3.15) 
j~ = 


其 中 Arifi ww-iv 分 别 表示 在 流 道 N—1 截面 上 , 第 7 个 网 格 点 控制 体 在 与 流动 方向 垂直 的 
面 上 的 面积 和 流速 。 

求 得 这 个 新 的 Ts,v-_1,; 后 ,将 其 代入 ,重新 迭代 求解 ， 并 在 迭代 过 程 中 不 断 更 新 。 当 然 这 
样 求 得 的 温度 场 的 绝对 值 与 原始 设 定 值 Tv 有关 ， 然 而 和 解 的 无 因 次 形式 及 计算 的 Nu 数 却 与 
所 设 的 Ts 无关。 

帕 坦 卡 用 上 述 方法 计算 了 如 图 C.5.17 所 
示 的 周期 性 的 通道 流 。 图 C. 5. 18 表示 了 Re 二 
1040 时 计算 得 到 的 流 场 。 从 图 中 流 线 可 以 看 
出 ,由 于 流体 为 要 绕 过 横 板 不 得 不 转 一 个 大 弯 ， 
因此 在 每 一 块 板 后 都 形成 一 个 大 回流 区 。 


i 
аз 
aa a 
ЕА 
图 С.5.17 ЁН С. 5.18 


图 C. 5.19 表示 了 Pr—0.7 时 ,计算 得 到 的 Nu 数 , 从 图 中 可 以 看 出 , 由 于 流体 的 撞击 作 
用 , 平板 前 面 Nu 数 较 高 , 而 在 其 后 的 回流 区 中 Nu 数 要 低 得 多 , 且 随 着 Re 增加 Ми 增加 。 这 
一 结果 和 普通 充分 发 展 的 管道 流 不 同 ， 在 普通 的 充分 发 展 的 管道 流 中 ，Ni 数 与 Re Ж, 


100 200 400 600 1000 2000 
Re 


图 C.s. 19 
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5.4 封闭 空间 中 的 流动 与 换 热 计算 


封闭 空间 中 的 流动 与 换 热 也 是 工程 中 常见 的 对 流 换 热 问题 。 引 起 封闭 空间 中 的 流体 流动 
的 原因 主要 是 流体 与 壁面 之 闻 存 在 温差 所 致 。 有 了 时 也 是 由 寺 切 应 力 的 作用 “如 空 腔 顶 盖 运 动 
会 在 空 腑 内 引起 流动 ) 和 离心 力 的 作用 旋转 空 腔 内 的 流动 )。 在 此 我 们 仅 讨论 由 于 自然 对 流 
所 引起 的 封闭 空间 中 对 流 换 热 的 数值 计算 。 


5.41 ЖЮН?) 


为 简单 起 见 我 们 假设 有 ~ 倾斜 的 矩形 截面 的 二 维 空 腔 (参看 图 C. 5. 20), Йй Н КАНИ 
的 动 基 和 能 其 方程 分 别 为 ; 


д (ои?) alpu) _ Әр А ди а | Zu) ; š Е 
дл ау “дл йл дт + 531835) + gpsing (C.5.4.1-1D) 
DCOtV) , 9 (pu) ap д до\ 191 Əv ` i 
a а T 35l” 3y] Re 
HAD ањ) oat ә(,әт 
g s. = 1 |+ 214 | +S (C. 5. 4. 2) 


为 求解 上 述 方程 ,通常 采用 Boussinesq 假设 , M (1) 忽略 流体 中 的 粘性 耗 散 ; (D H 
性 ( 除 密度 外 ); (3) 对 密度 仅 考虑 动 基 方程 中 与 体积 力 有 关 的 
项 , 其 余 各 项 中 的 密度 仍 视 作 常数 。 若 以 冷 面 温度 了 . 作 人 参考 温 
度 ， 则 重力 项 中 的 密度 可 表 成 
р= 211 ВТ T.)] (С. 5. 4. 3) 
其 中 о. 为 对 应 于 的 流体 密度 。 
为 使 〈C. 5. 4. 1-2》 式 简洁 ， 引 入 有 效 压 力 已 ， 定 义 


Р = р — p,.gycosa + p. gzsina (C. 5. 4. 4) 


ӘР ар Р 
ох ах 2909 


й| (С. 5. 4. 5) 
аР 
ду 

根据 Boussinesq 假设 ， 并 将 〈C.5.4.3) 及 (С. 5.4.5) 两 式 代 入 (С. 5.4.1-2) 及 

(С. 5.4.2) 式 中 ， 整 理 后 得 


ap 
Эу + p.gcose 


д (юм?) | д(риъ) __аР д? = кы: 
Эт 十 Ia a 152-59 pgB(T — Т,)ѕіпа (С. 5. 4. 6-1) 


a (окъ), д(ф?) ар + Өзү, ovp An _ 
E + Jo С = +g Jz + у? + реВ — Т.)соѕа (С. 5.4. 6-2) 

ә (риту, 3(po7) _ А 12T 24 
гед ду lej ð ' ау? оа 


在 上 述 各 式 中， 为 书写 简洁 起 见 , 密度 p. 中 的 下 标 “c” 已 省 略 。 上 述 方程 形式 已 与 通用 
的 对 流 一 扩散 方程 完全 一 致 ， 因 此 可 以 采用 前 面 各 章 介绍 过 的 算法 。 其 中 守恒 型 的 差分 格式 
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用 于 封闭 体系 内 的 流 场 计 算 最 为 有 利 。 应 当 注 意 ， 当 冷 热 表 面 间 温 差 较 大 (或 换 热 表 面 的 执 
流 密度 比较 高 )》 时 ， 采 用 Boussinesq 假设 会 产 
生 较 大 的 误差 。 此 时 不 仅 是 о 与 温度 有 关 ， 而 
Н р, сь 到 也 与 温度 有 关 。 计 算 自 然 对 流 时 考 
虑 这 种 变 物 性 的 影响 ， 是 近年 来 数值 计算 研究 
中 一 个 引 人 注 目的 问题 。 

在 立方 体内 的 自然 对 流 换 热 则 呈 三 维特 
性 ,图 C.5.21 表示 了 这 样 一 个 立方 体 , 其 左 侧 +W 
面 维持 一 均匀 的 高 温 T，, 右 侧面 维持 一 均匀 的 
RAT.. 其 它 4 个 面 绝热 。 其 数值 计算 结果 表 
m ER С.5.22 至 图 C.5.24 中 。 其 中 图 
С. 5. 22 表示 x+-y 平 面 上 的 温度 分 布 。 图 C. 5. 23 表示 zx-y 平面 上 的 垂直 速度 分 布 , BI C. 5. 24 
表示 y- 平面 上 的 水 平 速度 分 布 。 

№ Re 数 很 大 时 , 在 封闭 腔 内 的 自然 对 流星 注 流 状态 。Heiss 对 立方 体 空 腔 内 高 Re 数 的 情 


R C.5.21 


ИН ре 模型 进行 了 数值 计算 其 计算 结果 如 表 C.5.6 所 示 。 图 C.5. 25 则 表示 了 Re=10", 
102 利 10* 时 空气 立方 体 空 院 内 的 流 线 和 等 温 线 。 


k С.5.6 
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Taa СС) 
网 格 点 
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Wan (2 =0 5) 


Pai 
Emx (z=0.5) 
{yy fry) nes 
(wr/y)aa (Z=0.5) 
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31х31 
2.40х10 
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500 
35X35 
6. 63X 10° 
3. 93x 10* 
259 
1266 
1. 36X 10° 
1. 25X10" 
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4.52X 10" 
-165 
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500 


37X37 ， 


1.49X10: 
1.10X 10° 
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2884 
9.68X 10° 
5. 82X 10° 
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2. 00x10" 
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2.5х10!° 
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500 
33х33 
3.58 х 10° 
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159 
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3.97X10? 
3.81х10' 
6.87X10° 
6. 69X10” 
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67.2 


39 
31X31 
2.64х 10* 
3.42х10* 
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6. 80X 10” 

2. 94x 10° 

2. 55X10" 
10.2 
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5.4.2 水 平 环形 空间 
局 心 或 偏心 的 水 平 环 形 夹层 中 的 自然 对 流 也 是 封闭 空间 中 一 种 典型 的 对 流 换 热 ， 如 大 电 
流 母 线 冷 却 系统 就 属于 这 各 情况 。 
参看 图 C. 5. 26 所 示 的 环形 同心 夹层 。 在 极 坐 标 中 采用 Boussinesq 假设 后 , 稳 态 层 流 自然 
对 流 的 控制 方程 为 
{4 бе 5” +2 =o (С. 5.4.8) 


= 19Р 1 дшн 1ди аши 2 а» 
© La + kia + тз + r? # из 
— gBoGT' — Т„)вїпй. (С. 5. 4. 9-1) 
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j u дъ дъ uj 


д 10935 Kj 


2P [14% д?р 1 2v © 2 
7 ar Ea “| r 28: + дк? г дг г? | т" 


+ gBoCT — Tsing 


би ӘТ аТ, ikii 2T 181 
4 spa а ez t PSP s= 

KPE. 5.4. 9-1). (C. 5.4. 9-2) 两 式 中 P 为 由 (C. 5.4.4) 

式 所 决定 的 有 效 压 力 。7T。 AI ERE. 

ез у 5 ғ _ IY _ _ læg ` 

定义 流 国 数 为 xz 一 二 ， v= 2 0 (С. 5.4.11) 
Се ə д э i 

定义 涡 量 为 = 二 | 中 一 эке | <С. 5. 4.12) 

再 定义 下 列 无 因 次 量 


K 1 
r РТА _ T T. |] 
фт sr. “ТТ, | 
z 48 — 98 шмш: | 
н a’ V a ` (a /à2) 


(С. 5. 4. 13) 


r ðr 


+ 
oF 


(C. 5. 4. 9-2) 


(C:s: 4; 10) 


Mr (C.5.4.9-1) 式 并 对 x 求 导 , 然后 减 去 СС. 5.4. 9-2 式 对 2 求 导 的 结果 ， 同 时 考虑 到 


(C.5.4.13) <, 最 后 整理 得 如 下 的 无 因 次 控制 方程 


a 2 19$ 1 2° _ 
S отыш 


| 9 


~ 6) H 0 | А (т 
Viw A ve L 2©| рад %2 + Leos 


Pr 37 аё 97 3 
ө=ү?й U 28 | 
wo FD + 7 20 | 
其 中 Rayleigh # Ка; = pg Bà: (T, — T,)/ ua 
由 于 对 称 性 ， 计 算 域 取 半 个 环形 区 即 可 ， 其 边界 条 件 为 
mA = aV yy -_ 88 _ 
在 内 圆柱 面 上 ф=0=у=о, 0-29, Ө=| 
在 外 圆柱 面 上 ф=0-у=о, 4-20, ө-0 


(C. 5. 4. 


(С. 5. 4. 


(С. 5. 4. 
(С. 5. 4. 


(С. 5. 4. 
(С. 5. 4, 


(С. 5, 4, 


14) 


15) 


16) 
17) 


18) 


19) 


20) 


请 注意 上 述 边界 条 件 中 , ЖЕШ ЕП ИЕЛИ ERNEA, EEN L=, 故 仅 留 下 法 向 


导数 部 分 。 


在 上 述 无 因 次 控制 方程 组 中 ， 流 函数 ， 涡 量 和 温度 3 个 变量 是 互相 耦合 的 ， 因 此 通常 采 


用 的 求解 步骤 是 : 


《1) Ву, УН О, 于 是 СС. 5.4. 16》 式 简化 成 一 纯 热 扩散 方程 ;求解 该 方程 得 


Ө“. 这 相当 于 以 热 扩 散 的 工 况 作 为 初 值 。 
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20) ЯШ", 80% 求解 涡 量 方程 (C. 5. 4.15) А, Bho”, 

G) 将 wm 代入 流 函 数 方程 〈C. 5. 4. 14) 式 ， 得 出 改进 的 值 % 。 

(4) 利用 新 值 多 "再 次 求解 〈C. 5, 4.16) 式 ， 获 得 改进 的 Ө, 同时 按 o 边 界 值 的 计算 式 ， 
获得 边界 涡 量 的 改进 值 。 

O 重复 第 2 步 及 以 下 各 步 ， 直 至 获得 收敛 解 。 

求解 实际 问题 时 ,往往 需要 对 一 系列 的 Ra 数 进行 计算 。 此 时 可 以 低 Re 数 下 的 收 敏 值 作 
为 下 一 个 高 Ra 数 的 送 代 初 值 。 这 样 比 以 纯 扩散 工 况 作为 迭代 初 值 节省 计算 时 间 。 


Сту=7. 82 x 10° 


图 C.5.27 


图 C.5.27 给 出 了 由 数值 计算 得 到 的 同心 环形 夹层 的 流 函数 线 和 等 浊 线 。 图 C. 5. 28 显示 
TIEF ro/r:=2. 01, Gr, =7. 82 x 10* 的 同心 
贺 环 的 数值 计算 所 得 的 当量 导数 系数 和 Sicn 4 
等 人 的 实验 结果 的 比较 。 其 吻合 程度 是 令 人 3 
满意 的 。 б 
A C. 5. 29 给 出 了 偏心 环形 夹层 空间 自 1 
然 的 计算 结果 。 图 中 。 为 偏心 率 。 0 30 60 90 120 150 180 
对 于 复杂 的 封闭 空间 或 部 分 被 分 隔 的 封 6/6) 
闭 空间 中 药 自 然 对 流 换 热 ， 限 于 篇 幅 在 此 不 АР 
再 讨论 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 的 文献 。 


一 Cr 一 ?7.82X10 计 算 值 
* Gr,=7.85> 101 3 52 (Ë 


< 一 人 四 2 £= — 0. 4 


(a) (Q) кч 


图 C.5.29 
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5.5 汽 液 两 相 流动 与 传 热 的 数值 计算 


动态 工程 由 有 许多 汽 液 两 相 流动 与 传 热 问题 。 其 中 反应 维 堆 蕊 的 热 工 水 力 分 析 ， 蒸 汽 发 
生 器 内 的 流动 与 传 热 ， 汽轮机 与 凝 汽 器 内 的 流动 与 传 热 痢 是 执 型 的 汽 液 两 相 流 的 问题 。 本 节 
拟 对 汽 液 两 相 演 动 与 传 热 的 数值 计算 进行 简要 的 介绍 。 
5.5.1 堆 芯 热 工 水 力 分 析 中 的 三 维 两 流体 模型 
由 于 在 流动 过 程 中 伴随 有 相 变 ,所 以 汽 液 两 相 流 动 与 传 热 是 一 个 十 分 复杂 的 物理 过 程 ,而 
且 由 于 流速 , 含 汽 率 的 不 同 ， 在 流动 过 程 中 会 形成 许多 不 同 的 流 型 。 描 述 汽 液 两 相 流 动 有 许 
多 不 同 的 数学 物理 模型 ， 其 中 最 主要 的 有 一 维 单 流体 模型 〈 均 相 流 模型 )， 三 维 两 流体 模型 
(分 相 流 模型 ) 和 漂移 模型 。 其 中 在 堆 芯 的 热 工 水 力 分 析 中 二 流体 模型 用 得 较 广 。 
设 控制 体内 液 相 和 和 汽 相 处 于 同一 压力 下 ， 各 物理 景 均 取 其 时 空 平均 值 ， 则 在 忽略 丫 性 应 
力 和 能 量 耗 散 项 的 情况 下 ， 其 流体 动力 学 的 控制 方程 如 下 : 
《1》 汽 相 和 液 相 的 质量 守恒 方 程 
2 (ap,)/3t + V (ари,) = Г 一 Wa (С. 5.5.1) 
ILA — ар ]/9: + VLA ~ pu] =— D — wa (С. 5.5. 2) 
(2) 汽 相 和 液 相 的 动量 守恒 方程 
ар„(ди„/д) + ари, ` Vu, + adp =— Е,. — Е. + ерш — F, (С.5.5.3) 
Q — а)000ш,/91) + (1 — apite Vu, + (1 一 a) VP 
=r Fu + F, + (1 — aog — Е, (C.5.5. 4) 
(3) ОНТОН 0 НЕ Et sy 18 Jr ЖИ 
д (ар,е„)/д4 + V + (ор,еш,) + рУ * ои.) + pƏa/Ət 


=Q... + Q; ©. (C. 5, 5. 5) 
ILA — о)ое |/д4-{- V CA — ope) + pV [01 — аш] — paa/at 
=Q,., — Q, — Q, (С. 5.5.6) 


其 中 ， Ріко, i 分 别 代表 汽 相 和 液 相 , Г. К, 和 ©; 分 别 代表 液 相 到 汽 相 的 质量 、 动 量 和 能 量 
的 交换 率 ; 
Fao =F, + Ги, — И, (C.5.5.7) 
Fa =F, + Ги, + ди, (С. 5. 5.8) 


w, Б Q, ЭЖИ ЖЕЕ ИТА н СЕ, НЕЕ ЖЛЕ Ж, F. 为 壁面 摩擦 力 ，Q. HE 
面 传 出 的 热量 ,显然 ;和 Q; 项 包含 由 于 质量 交换 (如 蒸发 或 凝结 ) 而 引起 的 动量 和 能 其 交换 ， 
Q, 还 包括 了 两 相间 的 热 扩 散 作 用 。 
请 注意 在 上 述 诸 公 式 中 ,a 不 表示 换 热 系数 ， 而 是 表示 截面 合 汽 率 ( 空 泡 份 额 )。 
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分 格式 ， 即 时 间 导 数 项 一 律 取 前 向 差分 ， 其 它 项 则 根据 不 同情 况 取 为 隐 式 或 显 式 差分 ， 其 差 


分 格式 为 


Clap, y"! — (ap,)"J/A£ + ([ACap.)" т"! Ys — ГА(ар,)" Gr]; 


+ [Ae ш" Дз — LA ЮТ! y+ CA Cut)" Jarg 


++ 


— [Alap Cus)" -11/V = D” — шу? 
(аруы [ Си"! — G)” /м + (ар 200) 1 (АА) 
+ (Rhap AiAi + G) Са А17 

十 [Оны Р) Ае 


n+ "Ñ ma 十 上 а А 
= Fa) T Ко, + (аш — (Е) 
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(С. 5. 5. 10) 
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上 述 3 式 表 示 了 汽 相 的 质量 , 动量 和 能 基 的 差分 方程 。 对 于 液 相 的 方程 及 x, y 方向 的 动 


量 方 程 可 以 通过 变换 某 些 量 和 和 角 码 来 得 
到 。 这 样 上 述 差 分 格式 共 包 括 10 个 差分 方 о CASTA-1 
Ё, 一 一 YZCOBS 

显然 为 了 使 上 述 方程 组 封闭 ， 还 必须 附 
圳 状态 方程 ， 相 间 、 通 道 间 及 相 与 壁 之 间 的 
交换 结构 方程 ， 限 于 篇 幅 ， 此 处 对 这 些 结构 
HEr Tite. WRASSE, KJS 
人 的 文章 。 

傅 钢 等 人 用 上 述 三 维 双流 体 模型 计算 了 
沸水 堆 9 HER 4 通道 的 情况 。 算 出 元 件 中 心 5 
最 高 温度 为 2449.77 К, 最 高 壁 温 为 
584. 60 К. C. 5. 30 表示 对 沸水 堆 7X7 棱 6 — 

束 9 通道 瞬 态 计算 1 秒 时 得 到 的 通道 轴 向 含 ЕЛП 
77210826. 图 С. 5. 30 
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5.5.2 管道 内 汽 液 两 相 访 的 数值 计算 


管道 内 汽 液 两 相 流 动 是 工程 中 常见 的 问题 。 下 面 简要 介绍 其 数值 计算 。 
采用 漂移 模型 时 ， 汽 液 两 相 流 的 控制 方程 为 


195 + Čepon) = 0 | (С. 5.5.12) 
2 (ар, +; 2 (ард, +5 2 Н -2er j r (С. 5.5.13) 


3 日 oo afs Seea], 52 Е 
gp ^Ё=®%+) 十 Sol PnUm) + 5 2, + == + Prga + с=0 (C.5.5.14) 


] — OLAP V,- (e, 一 e] 
Pm 


2 nen) += Patan) + ZN 


ppe + р [в < (C.5.5.15) 

上 述 4 式 分 别 为 混合 物质 量 守恒 , 汽 相 质量 守 便 、 混合 物 动 量 守恒 和 汇合 物 内 能 守恒 , 其 
中 p, 为 混合 物 的 密度 ，v。 为 混合 物 的 速度 。 

为 了 使 该 方程 封闭 还 需 状 态 方程 ， 热 平衡 等 辅助 方程 ， 其 详细 情况 可 参考 D. R. Liles 的 
有 关 文 献 。 

对 于 实际 问题 的 数值 计算 ,为 了 便于 处 理 动量 源 项 ， 需 把 混合 物 的 动量 方程 
(С. 5. 5. 14) 式 写成 非 守恒 形式 ， 即 用 w。 Ж (C.5.5.12) 式 再 减 C. 5. 5. 14》 式 ， 整 理 后 得 


дъ, д | 1 2 [G — о)рорл? 19р r 
Fon gw Ei A тү. pr ах T £ 2 = 0 (С. 5.5.16) 


采用 交错 网 格 ， 上 面 控制 方程 组 的 离散 方程 为 


(р?! — (о) Н (р 和 (oa = (po 和 1 о): 


ч 二 = 0 (С. 5.5.17) 
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да [бый Se “2 pr L 1 — адар 一 po 下 
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z [ е 2, E = (С. 5. 5. 20) 


ERDEP, п, ntl 分 别 表示 不 辣 的 时 间 层 ，At，Az 分 别 为 时 间 和 空间 步 长 。 

上 述 差 分 格式 是 半 隐 式 的 。 质 量 、 能 量 方程 中 的 对 流 项 ， 动 量 方程 中 压力 梯度 项 ， 能 量 
方程 中 的 于 为 项 均 由 十 1 时 河 层 计算 ， 而 其 它 各 项 则 出 n 层 时 何 层 计算 。 

刘 伟 等 人 用 上 述 模型 计算 了 这 样 一 个 工 况 :水平 放 葡 的 圆 管 内 装 满 了 温度 为 241.7 `C , E 
HH 69. 9 X 10°Pa 的 过 热 水 。 当 管 一 端的 阁 门 打开 后 , 由 于 鞋 力 急剧 降低 , 管子 内 部 将 处 于 汽 
液 两 相 流 的 流动 状态 。 计 算 结 果 如 图 C.5.31 所 示 。 图 (a) 表示 压力 随时 间 的 变化 ， 图 0%) 
表示 截面 含 汽 率 a 随时 间 的 变化 。 显然 由 于 压力 波 的 传播 , 压力 随时 间 的 增加 不 断 减 小 , 直至 
环境 压力 。 而 = 随时 间 增 加 ， 在 舍 近 开口 处 压力 小 而 “ 值 大 。 


图 C.5.31 


5.5.3 汽轮机 去 湿 级 两 相 流 的 数值 计算 


采用 压 水 堆 的 核 动力 装置 新 鲜 工 作 燕 汽 的 压力 接近 饱和 状态 。 为 使 汽轮机 排 气 湿度 不 超 
出 允许 范围 ， 以 确保 汽轮机 低压 级 的 安全 运行 和 工作 效率 ; 当 蒸 汽 在 汽轮机 中 膨胀 至 中 间 压 
力 后 ， 需 进行 汽水 分 离 。 这 种 汽水 分 离 过 程 可 以 在 汽轮机 外 或 汽轮机 内 进行 。 而 汽轮机 内 设 
午 去 湿 级 〈 即 内 置式 汽水 分 离 器 ) 是 目前 的 发 展 方向 。 它 与 外 置式 汽水 分 离 器 比较 起 来 有 许 
多 优点 。 下 面 介 绍 这 种 汽轮机 去 湿 级 中 两 相 流 的 数值 计算 。 

” 所谓 汽 轮机 的 去 湿 级 实际 上 就 是 一 个 带 抽 气 口 的 环形 通道 。 湿 燕 汽 从 周 向 以 某 一 角度 进 
入 此 环形 通道 以 后 ， 形 成 旋 流 ， 蒸 汽 中 水 滴 受 离心 力 的 作用 被 抛 向 外 侧 ， 沉 积 在 环形 通道 的 
外 壁 ， 在 抽 气 口 随 少 量 蒸 汽 一 起 被 抽 到 通道 外 。 进 入 该 环形 通道 的 蒸汽 湿度 一 般 为 10%%, 水 
份 以 很 小 尺寸 的 水 滴 形 式 分 布 在 蒸汽 中 。 水 清 间 的 距离 比 水 渍 尺寸 大 得 多 ， 因 此 在 处 理 环形 
通道 中 的 汽 相 流 场 时 ， 可 将 其 作为 定常 的 轴 对 称 可 压缩 流 处 理 ， 并 假定 蒸汽 为 理想 气体 。 计 
算 时 只 考虑 分 子 的 粘性 效应 。 水 滴 在 蒸汽 流 场 中 的 运动 则 可 用 轨迹 法 确定 。 

1. 汽 相 流 场 的 计算 
采用 通用 因 变 量 多 ， 广 义 扩散 系数 请 ， 在 柱 面 坐标 中 汽 相 的 控制 方程 为 
"418* 


n3°] + + 2 


r дг 


2.122 Г гг 52| + See) (С. 5. 5.21) 


Z иф) + 1 2 орф) = š 
显然 〈C, 5. 5.21) sss. 时 即 为 连续 性 方程 ,分 别 取 为 u、 о, ш. P 
取 为 粘性 系数 nx， 即 为 各 化 标 方向 上 的 动量 方程 ， 与 甸 对 应 的 源 项 SC(@$) 如 表 C.5.7 所 东 。 
表 C .5.7 与 中 对 应 的 源 项 S (0) 的 表达 式 


Ф | Я (Ф) 
Е | 
u S e] 
v йез ea a a 
Š | ый 


俞 茂 铮 等 人 采用 交错 网 格 系 ,并 用 区 域 扩 充 法 将 不 规则 的 物理 区 域 扩充 为 规则 的 计算 域 。 
其 环形 通道 的 计算 域 及 网 格 图 如 图 C. 5. 32 所 示 。 


(82), (ёт), 
=] 


离散 化 后 的 通用 方程 的 形式 为 
app = aðr + aw y + аФу + а;Ф; + b (C. 5. 5. 22) 
”以 上 各 系数 及 源 项 的 计算 公式 , 在 前 面 章节 已 有 介绍 。 该 方程 可 用 前 述 的 SIMPLE 等 方法 求 


Ж. 

2. 水 滴 运 动 特性 的 计算 

水 滴 的 运动 特性 可 由 水 滴 运动 微分 方程 确定 。 HEREZH, 重力 影响 的 情况 下 ， 水 滴 
的 微分 方程 为 | 
de = 0. 75срёь |с, — cr} * (e, — 6) / (ої) f (С. 5. 5. 23) 
其 中 ， ОКИ, co с PARRAK, po p ЛЕРОН. с 


为 气体 绕 刚 体 球 的 通用 阻力 系数 。 
* 419 ° 


当 算 出 汽 相 流 场 并 已 知 水 滴 的 初始 位 置 及 速度 后 ， 即 可 用 差分 法 求解 〈C. 5. 5. 23) 式 。 

对 青蛙 栅 出 口 的 蒸汽 压力 为 0. 54МРа, 50 0.892, 汽 流 出 口角 mm 一 20*, 气流 出 口 速 
度 c= 二 200 m/s, 环形 通道 长 度 为 工 =300 mm, 通道 内 径 为 760 mm, 进口 及 出 口 高 度 分 别 为 
73 mm 和 92.5 mm, 去 湿 槽 品 宽 度 为 24 mm 的 汽轮机 去 湿 级 , 俞 茂 铮 等 人 用 上 述 方法 进行 了 
数值 计算 。 计 算 时 根据 去 湿 档 口 的 除湿 要 求 , 给 定 抽 气 量 为 蒸汽 总 流量 的 4%, 并 按 这 一 抽 气 
基 确 定 去 湿 口 上 蒸汽 的 径 向 速度 ， 从 而 确定 进出 口 的 边界 条 件 。 

计算 得 到 的 环形 通道 子午 面 上 汽 相 速度 分 量 如 图 C. 5. 33 所 示 。d= 二 7 um 的 水 滴 运 动 轨 
迹 在 环形 通道 子午 面 上 的 投影 如 图 С. 5. 34 所 示 。 


图 С.5. 33 
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图 C.5.34 


НЕС. 5.33 可 见 ， 直 径 为 4 一 7 pm 量 级 的 水 滴 在 所 计算 的 去 湿 级 中 有 - teres. 
抽出 。 li 


5.6 自然 对 流 与 强迫 对 流 的 数值 计算 


在 前 面 几 节 的 讨论 中 ， 一般 都 认为 流 场 已 经 求 得 ， 实 际 问题 中 有 传 热 的 流 场 与 热传导 本 
身 是 不 可 分 开 的 ， 比 如 自然 对 流 本 身 就 是 由 于 存在 温差 而 引起 的 ,而 对 流 本 身 则 进一步 影响 
温度 场 的 分 布 ， 所 以 事实 上 是 不 能 分 开 的 。 对 于 单 相 流动 ,这 里 将 上 一 章 中 讨论 的 NSTR 程 
序 加 以 扩充 ， 并 提供 应 用 示例 。 f 

在 有 自然 对 流 的 情况 中 ， 需 考虑 温差 引起 的 浮力 的 作用 ， 由 于 温差 引起 的 密度 的 变化 不 
大 ， 所 以 一 般 都 可 采用 Bousinnesque 的 假定 ， 即 仅 在 方向 的 动力 学 方程 中 加 入 一 浮力 项 


。420 。 


! PT- Tg (С. 5.6.1) 
EPT 为 环境 温度 , в 为 重力 加 速度 , е, 方向 相反 , 垂直 向 下 ; ВАК Й, 1 
于 完全 气体 , B= 未。(C. 5. 6. D 项 应 加 在 z 方向 动力 方程 的 右 端 涯 项 之 中 。 由 于 这 一 项 的 出 
Sy k < 方程 也 应 当 有 所 变化 ， 即 在 有 端 源 项 中 分 别 加 上 


a ИИ ƏT а х 
Fi G, =— ЕЙ БЕР Jz OFE £ HTE) 
7 (C.5.6.2) 


/ ж сє PG, (对 于 方程 ) 


其 中 Pr 为 灌流 的 Prandlt $, ау 1.0， 另 外 由 于 温度 场 的 出 现 ， 需 要 加 入 能 基 方 程 


duT УТ дфТ\ 


ay 
-all T т} 21855] 
+ Цг A É =] (С. 5.6. 3) 
ЕИ 更 项 已 略 去 不 计 , 4 为 流体 的 导热 系数 , c, 为 气体 的 比 热 , cx 一 tb == 显 


然 (C. 5. 6.3) 也 具有 CC. 4.7. 3) 的 形式 , 所 以 可 以 将 其 补充 到 第 四 章 第 7 节 的 讨论 中 去 。 但 
还 有 几 点 不 同 之 处 需要 强调 的 。 | 

在 计算 温度 场 时 ， 在 场 内 的 固体 ， 如 墙壁 、 障 但 物 等 的 温度 是 未 知 的 ， 需 要 和 流 场 一 起 
求解 。 在 流 场 计算 中 ， 它 们 的 速度 视 为 已 知 ， 所 以 求解 时 不 子 计 算 ， 但 在 求解 温度 场 时 需 将 
园 体 内 的 热传导 方程 和 对 流 场 的 能 基 方 程 一 起 求解 。 做 到 这 一 点 并 不 困难 ， 因 为 固体 中 的 过 
度 是 已 知 的 ， 所 以 只 要 给 出 不 同 的 A 值 就 可 以 了 。 

另外 一 个 重要 的 问题 是 边界 条 件 。 对 于 层 流 流动 ， 流 体内 的 物体 与 流体 的 交接 面 并 不 需 
要 作 特别 处 理 ， 固 为 它们 只 是 具有 不 同 速 度 及 热传导 系数 而 已 。 对 于 清流 运动 流体 绕 过 物 
体 时 的 热 交 换 系数 与 传 热 系数 有 很 大 的 差别 ， 要 起 准确 得 到 热 交换 系数 ， 必 须 把 网 格 划分 得 
足够 细 ， 使 得 物 面 上 的 网 格 全 部 浸没 在 粘性 底层 ， 这 就 需要 非常 大 的 网 格 数 ， 事 实 上 这 是 做 
不 到 的 。 因 此 另外 一 个 方法 是 根据 实验 或 者 工程 手册 查 出 传 热 系数 ， 来 代 痊 流体 在 这 个 地 广 
的 传 热 系数 ， 这 时 作为 流体 与 物体 的 交接 面 要 作 专门 的 处 理 ， 即 规定 这 里 的 换 热 系数 ， 这 种 
边界 上 给 出 的 条 件 是 


„Т = кт, — T.) (C.5.6.4) 


тА АЖИ, Т, 为 气体 的 温度 , T, 为 物体 的 温度 ,7T.。 为 物 面 处 的 温度 , п 为 物 面 的 
法 向 。 对 于 进口 ， 出 口 ， мл ыл ш 给 定 壁 温 、 给 定 热 通 量 以 及 给 出 热 


交换 条 件 ， 可 表示 为 

第 128; T = T. 

к aT _ 

第 2 类 ， 2т | | (С. 5. 6. 5) 
第 3 类 : ЗГ ат +B 


. 421 ° 


最 后 一 个 问题 是 对 于 自然 对 流 情况 下 ， 流 动 是 比较 缓慢 的 ， 所 以 流动 实际 上 处 于 低 惯性 
流动 ， 应 当 对 注 流 模式 进行 低 雷 诺 数 修正 ， 可 采用 如 下 的 方法 : 
u = ef, E Ў, = exp(— 3. 4/(1 + Re,/502°) 


р : (C. 5. 6. 62 
Re, = 一 


i 7 


ye 


同时 在 е с, с с. с К. 
fi= 1.0, f,=1-— зе «С. 5.6.7) 


Heindel 等 人 计算 表明 ， 这 样 的 庙 流 模式 比较 好 。 

最 后 , 热 辐射 对 于 热 交换 有 很 大 的 影响 。 一 般 说 ,空气 本 身 吸 收 热 辐射 的 能 力 是 很 小 的 ， 
可 以 略 去 不 计 , 但 是 固体 吸收 热 辐射 的 能 量 , 引起 温度 的 变化 , 反 过 来 又 影响 流 场 内 的 温度 。 
在 实际 计算 中 可 以 分 离开 来 考虑 ; 首先 不 计 热 辐射 ， 在 得 到 温度 场 分 布 后 言 作 热 辐射 量 的 佑 
算 ， 从 而 改变 了 有 关 的 边界 条 件 ， 然 后 再 重新 进行 计算 ， 得 到 新 的 比较 准确 的 温度 场 。 

根据 以 上 对 边界 条 件 、 满 流 模 式 和 热 辐射 进行 处 理 方法 , 可 以 将 NSTR 程序 进行 扩充 ,并 
应 用 于 室内 自然 对 流 的 数值 模拟 和 发 电厂 空冷 塔 自然 对 流 和 强迫 对 流 情 况 下 流 场 的 数值 模 
拟 。 

首先 讨论 室内 由 于 供暖 引起 的 自然 对 流 , 为 简单 起 见 , 也 考虑 到 所 用 计算 机 容量 比较 小 ， 
故 设 流 场 是 二 维 的 ， 求 解 域 及 其 网 格 划分 如 图 C. 5. 35 所 示 。 


图 C.5.35 室内 供暖 系统 及 网 格 系统 
其 中 mljk 为 供 热 器 , 温度 为 80C, тора 及 ihgfe 是 物 块 , 它们 是 由 胶木 制作 的 ，abed 为 
房间 的 周边 , 其 中 ab 为 地 面 ， 其 它 为 与 大 气相 邻 的 壁面 。 地 面 假定 是 绝热 的 ,beda 壁面 的 外 
侧 是 给 定 环境 温度 T。,=0 C 的 大 气 ， 故 在 其 上 的 边界 条 件 为 


d aT _ T — T... 
| nT 
a k. 


其 中 心 为 墙壁 的 传 热 系数 , 5 HEE, a 为 墙壁 外 侧 的 大 气 与 壁 的 换 热 系 数 , h 为 室内 气流 与 
壁 的 换 热 系数 。 另 外 只 在 ibh 及 nq 表面 上 考虑 它们 接受 供 热 器 的 热 辐射 ， 热 量 为 


Dss KITS тр 
° 422 ° 


其 中 天 338 72k 36 36 32. o 为 接受 热 辐 射 能 力 的 系数 , f, 和 f, 分 别 为 热源 面积 和 吸收 热 的 面 
积 ， 其 它 的 辐射 热 在 这 里 略 去 不 计 。 

在 网 格 为 150X по 的 条 件 下 进行 了 数值 计算 。 图 C. 5. 36 显示 了 速度 的 分 布 ， 而 图 
C. 5. 37 显示 了 温度 场 的 分 布 。 
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/ 图 C.5.36 室内 速度 场 的 分 布 


-图 C.5.37 室内 温度 场 的 分 布 


第 2 个 例子 ， 空 冷 塔 的 自然 对 流 流 场 的 计算 。 电 厂 的 循环 水 在 出 口 处 需要 冷却 以 提高 电 

广 的 热效率 。 利 用 空冷 塔 还 具有 节 水 的 优点 , 这 在 中 国 北 方 这 种 缺 水 地 区 , 是 很 有 意义 的 。 空 

冷 塔 可 以 在 无 风情 况 下 ， 靠 自然 对 流 来 达到 冷却 的 目的 。 但 人 们 发 现 ， 在 有 风 的 依 况 下 ， 换 

热效率 下 降 。 为 了 分 析 下 降 的 原因 , 有 必要 对 有 风 时 的 流 场 进行 分 析 。 图 C. 5. 38 为 自然 对 流 
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图 C.5.38 自然 对 流 时 空冷 塔 内 速度 分 布 
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(无 风 ) 的 速度 分 布 ， 图 C. 5. 39 则 为 有 风 时 的 速度 分 布 ， 图 C. 5. 40 则 为 相应 的 齐 度 分 布 。 
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[| С.5.39 瘟 迫 对 流 时 空冷 塔 内 速度 分 布 图 、5.40 强迫 戏 流 时 空冷 塔 内 温度 分 布 


本 章 介绍 了 数值 计算 方法 在 核 动力 装置 的 对 流 换 热 中 的 若干 重要 应 用 ， 其 中 包括 管道 内 
的 对 流 换 热 ， 外 掠 物体 的 对 流 换 热 ， 周 期 性 通道 流 的 对 流 换 热 ， 封 闭 空间 的 对 流 换 热 以 及 汽 
液 两 相 流 。 

本 章 介绍 的 对 流 换 热 者 是 与 流 条 的 流动 紧密 相关 的 。 只 有 知道 了 流 场 才能 计算 出 温度 志 
TARAS Nu 数 。 所 以 说 流 场 的 计算 是 换 热 计算 的 基础 ,而 流 场 的 计算 可 以 采用 前 面 几 音 介绍 
的 各 种 数值 方法 。 

竺 道内 或 周期 性 通道 内 的 充分 发 展 的 对 流 换 热 ， 其 控制 方程 在 许多 情况 下 可 以 化 作 导 扫 
型 方程 ; 这 样 就 为 问题 的 数值 解 带 来 了 便利 。 另外 工程 土 许多 问题 痢 可 以 作为 常 物性 处 理 ,这 
种 近似 处 理 方法 虽 带 来 一 定 程度 的 误差 ， 但 却 吉 以 大 大 简化 计算 ， 故 工程 实际 计算 中 广 为 采 
用 常 物性 的 假设 。 | 

由 于 密度 与 温度 的 依赖 关系 ， 计 算 自然 对 流 问题 时 ， 流 场 的 求解 必须 与 温度 场 的 求解 同 
时 进行 。 这 就 为 封闭 空间 的 自然 对 流 计算 带 来 一 些 新 的 特点 。 | 

КЕРИШ -Р ЕКЕ ИЕ НИ аа САН НРА, URTEREN, Ж 
量 和 质量 交换 ， 因 此 其 数值 计算 更 为 困难 ， 目 前 正 处 于 发 展 之 中 。 

由 于 篇 幅 关 系 ， 本 章 没有 讨论 诸如 对 流 和 导热 ， 对 流 和 辐射 等 炮 合 换 热 问题 ， 也 没有 讨 
论 换 热 器 数值 模拟 等 复杂 的 对 流 换 热 问题 ， 而 实际 上 高 温 部 件 及 电子 器 件 的 淮 却 ， 火 电厂 及 
核 动力 装置 中 的 冷却 塔 的 汪 流 流动 与 传 热 ， 高 温 等 离子 体 的 流动 与 传 热 等 都 已 采用 数值 模拟 
的 方法 。 可 见 随 着 数值 模拟 方法 的 发 展 ， 它 在 换 热 领域 中 的 应 用 将 日 益 广泛 。 
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“第 6 章 流 场 计算 中 的 新 方法 


人 们 为 了 用 数值 方法 模拟 各 种 越 来 越 复杂 的 流动 ， 除 了 研制 更 大 更 快 的 计算 机 外 ， 还 在 
数值 计算 方法 上 进行 了 各 种 新 的 探索 。 本 章 将 对 若 于 有 希望 的 新 方法 进行 简要 介绍 ， 其 中 包 
括 用 于 计算 激 波 的 TVD 法 和 ENO 法， 加 速 迭代 的 多 重 网 格 法 ， ВИ НЕЕ 充 
分 利用 计算 机 计算 速度 的 并 行 计算 法 。 | 


6.1 TVD 方法 


在 本 篇 第 2 章 中 曾 讨 论 过 激 波 的 捕获 。 我 们 已 经 知道 像 Lax A, Godunov 一 阶 格式 等 
具有 一 阶 精度 ， 所 以 它们 不 会 在 激 波 附近 出 现 振荡 ， 但 激 波 也 被 抹 平 ， 因 此 不 能 显示 激 波 的 
存在 。 为 此 人 们 设计 了 二 阶 精 度 格式 ， 但 是 这 些 格式 在 激 波 附近 出 现 振荡 ， 不 能 有 效 提 高 计 
算 精 度 。 因 此 人 们 探索 一 种 既 有 比较 高 的 计算 精度 ， 又 能 反映 激 波 前 后 参数 变化 而 无 振 萝 的 
差分 格式 。 我 国学 者 张 涵 信 从 修正 方程 各 项 对 波动 可 能 产生 的 影响 出 发 ,建立 了 NND 格式 ， 
取得 了 比较 好 的 效果 。 欧 美学 者 则 从 总 变 差 减 小 的 思路 出 发 得 到 一 系列 能 比较 好 地 处 理 激 波 
的 格式 。 但 这 些 格 式 也 存在 不 少 问题 ， 比 如 多 维 问题 计算 中 能 否 保持 二 阶 精 度 ， 它 们 是 否 清 
EHRE, 所 以 这 些 方法 还 有 待 进 一 步 发 展 。 本 节 将 介绍 TVD 格式 的 基本 概念 及 有 关 问 
题 ， 并 进 一 ККАН БЕ КЕЛҮ Sua 


6.1.1 总 变 差 及 其 衰减 
首先 讨论 总 变 差 ， 设 一 个 一 元 函数 u(x) Elor) 上 有 定义 ， 在 其 上 分 成 了 个 区 ，(zo， 
ху), (zo ад, + батл, zn), WRR Doluan) 一 u(x,)| ,显然 这 一 值 与 区 间 的 划分 有 
关 ， 取 不 同 区 间 划 分 得 到 的 该 值 的 上 确 界 ， 记 作 总 变 莽 ， 
TV(w(z)) = sgp[ Уу] аа) и] (C.6.1.1) 
ЕТИ ТТИ 


ди 


dz (С. 6.1.2) 
wl 9 z a 


Туш) = їй 


AMEH. ата РЕВЕ, ШЖ ЕР ИТЕН S F, MAFA 
定义 为 
TY Se аы | `(С.6.1.3) 


根据 总 变 差 的 定义 ,我 们 可 以 看 到 , 在 激 波 的 情况 下 , КШ БИЙ, 跳跃 如 图 C. 6.1 
所 示 。 很 明显 这 里 的 总 变 差 应 为 常数 ， 如 果 激 波 被 “ 抹 平 "， 但 仍然 是 单调 的 ， 那 么 它 的 总 变 
卷 仍然 是 同一 常数 。 如 果 激 波 两 侧 产 生 了 波动 ， 可 以 看 到 总 变 莽 将 增加 。 故 为 避免 波动 的 出 
现 应 当 将 总 变 差 降 至 最 小 。 总 变 差 的 衰减 阁 式 正 是 这 样 设计 的 ， 即 差分 格式 使 得 总 变量 随 着 
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ҥн Е SO FEE, аа 8 пр ВЕ eME. wide aina akak. H- АЖ 
Ek J Я Оу Total Voriation,Diminising ， 故 简称 TVD。 应 当 注 意 ， 正 确 的 TVD 8 
式 应 当 满 足 炉 条 件 ， 这 样 才能 保证 得 到 具有 物理 意义 的 正确 解 。 此 外 还 要 求 有 足够 的 精度 和 
满足 计算 上 的 稳定 人 性 条 件 . ' 


J 


图 C.6.1 
实际 计算 中 ,如果 总 变 差 不 增 加 或 有 界 也 是 可 取 的 , 所 以 又 出 现 了 所 请 TVNI1 或 TVB 格 
式 。 
一 般 说 ， 我 们 将 要 讨论 的 方程 写成 守恒 形式 


ди Afa) Ig) y (С. 6. 1. 4) 


д? дл ду 
Grandall 和 Мајда 证 明 上 上 述 方程 具有 如 下 性 质 : 
若 方程 〈《C. 6.1. 4》 式 中 /，g 为 关于 的 Lipschitz 连续 函数 ， 则 对 于 任意 初始 uE 
L' (R 门 LL”(R*), 则 存在 唯一 的 满足 炉 条 件 的 解 


u(t) € C((0,oo) : ІО), 


B и(0) = а, 


HE TV (u) < оо, ТУ Cu) < ТУ (u,) 

土 述 定理 说 明了 (С. 6. 1. 4) ЖЕДЕ ARBA, 解 的 TV 是 减 小 或 保持 不 变 的 。 
这 是 设计 TVD 格式 的 基础 。 当 z(u) = 0 时 就 暗 化 为 一 维 的 问题 了 。 

现在 的 问题 是 ， 什 么 样 的 格式 具有 TVD 人 性质， 以 及 如 何 设计 新 的 TVD 格式 。 


6.1.2 单调 格式 和 保单 调 格式 


Lax 指出 , 双 曲 型 方程 写成 宁 便 型 , 计算 具有 比较 高 的 精度 (在 同样 精度 的 差分 格式 条 件 
T). 守恒 型 ， 一 维 时 微分 方程 形式 为 


ач 970) 0 (С. 6.1.5) 
差分 方程 具有 如 下 的 形式 
uH = ц" — В (ааа) 一 (oo 
“МЕ ноо se va) (C.6.1.6) 
其 中 了 满足 相 容 性 条 件 
flurus st) = Ри) (С. 6.1.7) 
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(С. 6.1.8) 


ЕЕ 


.引入 记号 i 4 一 
不 难看 出 ”Lax-Friedrich 格式 


二 — ГРАД) — fl-1)] 


=,” — 
=u; 


[ep +f) 1 = | 
2 À 2 


这 里 
Fogd) = БРОД + fap]— [шм — и] 
Fumu) = fiu) 
H (upatu) = Бада Huja) — A fia) — fGg-.)J 


可 见 Lax —Friedrich 格式 具有 守恒 性 质 。 
在 本 篇 第 3 章 中 曾 讨论 过 这 样 的 格式 ， 
ЕП итп = }Ъ уаш, (С. 6. 1. 9) 
ж a,>0 (Үү), 则 这 一 格式 具有 保单 调 性 ， 即 若 иў 具有 单调 性 (аз 122и", ү j 或 изн, 
YY 站,; 则 ww"' 也 具有 相同 的 单调 性 。 这 种 格式 本 质 上 具有 一 阶 精 度 , 下 面 将 这 种 性 质 加 以 推广 。 
EX: 车 差分 格式 (C. 6. 1. 6) 具有 性 质 , 
Gi) 20 (ү — K <; < K) (C.6.1.10) 


则 称 该 格式 为 单调 格式 。 

显然 (C. 6.1.9) 式 在 ae>0 (V k) 时 为 单调 格式 ， 它 的 解 具 有 保单 调 性 , 这 是 在 线性 方 
程 的 情况 下 。 对 于 一 般 情况 ，Harten，Hyman 和 Lax 证 明了 : 

а) 音调 格式 是 TVD 格式 ; 

(2) 单调 格式 本 质 上 是 一 阶 精度 的 ; 

(3) ТУР 格式 一 定 是 保单 调 格式 。 | 

这 里 要 注意 线性 方程 时 单调 格式 是 保单 调 的 ， 反 过 来 保单 调 格式 也 一 定 是 单调 格式 。 对 
于 非 线 性 方程 , 则 二 者 是 不 等 价 的 , 由 些 可见， 如 果 要 设计 高 精度 的 TVD 格式 必须 考虑 方程 


的 非 线 性 。 
61.3 ЖҰ 
为 了 说 明 这 个 问题 ， 首 先 引 入 弱 解 的 概念 。 在 引入 数学 说 明之 前 ， 这 里 先 从 物理 意义 上 
来 说 明 弱 解 。 因 为 要 求解 的 是 微分 方程 ， 因 此 一 般 说 解 应 当 是 连续 可 微 的 。 可 是 有 些 方程 即 
使 在 初 值 为 连续 可 微 的 , 随 着 时 间 的 发 展 也 会 产生 间断 解 , 在 间断 点 上 当然 解 是 不 连续 的 , 谈 
不 上 可 微 ， 所 以 严格 说 它 不 满 所 微分 方程 。 但 如 果 在 间断 点 两 侧 的 值 满足 由 微分 方程 导出 的 
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积分 关系 ,那么 我 们 就 可 以 认为 解 在 广义 上 满足 方程 , 即 该 方程 的 弱 解 . 用 数学 方法 来 表示 ， 
则 


du afa) _ 
Ft a 7? u(z,0) = gør) 


方程 的 弱 解 满足 
Т Сев, Раоа + | ресс, 004г = 0 
V 02,2) Є СУГЕ х [0,ос)] (С. 6. 1. 11) 


其 中 更 0082365883, СУ 表示 连续 的 无 限 可 微 函 数 。 由 于 是 积分 ， 所 以 zx É f (и) 可 以 是 
逐 段 光滑 的 。 另 外 在 间断 面 上 (AE С. 2.18) 应当 有 间断 条 件 ( 见 (C.2.2.18) Ж): 


= — и) = J-= Л, 
这 里 dx/di 就 是 间断 移动 的 速度 ， 上 式 改 记 为 
slur, — ш) = f, — Ј, (C. 6. 1. 12) 


s 为 激 波 或 间断 移动 的 速度 ， 上 式 又 叫做 Rankine 一 Hugoniot (R-H》 条 件 。 
ШЕ СС. 2.2.19) 式 可 以 写作 


f ОЕ дЕ Г (С. 6.1.13) 
u 一 tk, u — uU: 
# 
alu) ЕА 
А . Т, СС. 6. 1. 14) 
аи) 21 Е. а(ик) = ЕР ч 
则 炳 条 件 也 可 改写 为 
а(и,) > s > alu) (С. 6. 1.15) 


在 第 3 rh ПЕЕ T ЙН ЖЕННИ. 3: B Ж ЭЗИ E Ei НЕЕ X Bts: ТИ ИИЙ 
征 线 交 汇 于 激 波 线 上 。 
从 另 一 个 角度 看 ， 弱 解 也 可 看 作 


ди | If 9?и 


д: Jz rr (С. 6.1. 16) 


的 方程 解 在 p>0 时 的 极限 解 。 
现在 我 们 引入 一 个 x WERU, Æ 《C. 6. 1. 5) RAAR, H | 


(С. 6.1.17) 


8Е aUaf 
其 中 Ән “ди эй 


Lax 证 明 ， 如 果 (C.6.1.17) RH UUO 在 uo 的 极限 记 作 *， 则 / 
‚429, 


ƏUGO ` ƏF,G) 


FP: Эт (С. 6. 1. 18) 
Ж ш] ШШ. EREE С. 2. 18 中 间断 线 两 侧 之 问 所 形成 的 面积 积分 ， 可 得 - r 
Felu) аар Felu) < s[U (u,) T U (mr)] (C. 6. 1. 19) 


REU) {И РА, Fs B| ЖА, 这 个 不 等 式 就 是 粹 条 件 。 以 上 这 些 焕 条 件 是 等 价 的 , 其 


HU) 要 求 为 一 凸 郴 数 ， 即 
i 9% 


ЕТ т 22 0 (С. 6. 1. 20) 
对 于 Burger 方程 可 以 选 U 为 w*， 相 应 的 F= Sut, А 
构造 TVD 格式 的 九 种 构思 
TVD 格式 的 一 般 形式 为 
ү! = H (а-ы) І (C. 6. 1. 21) 
它 的 修正 方程 由 Harten, Hyman #1 Lax 给 出 ， 为 | 
| u, + [/%ш)], = ALe, Aus]; (С. 6. 1. 22) 
其 中 BG A) = Д Eru и) — маи) | ‚А = = 
IGE aftu) 
ди (C.6.1. 23) 
Н бизи, yu) = ACER norta) 
t енш ыа ы 
Q = — kyk) 


可 见 920 时 是 一 单调 格式 ,上 且 方程 为 一 抛物 型 方程 ; 精度 对 于 抛物 型 方程 来 说 是 二 阶 的 , 所 
以 人 们 可 以 用 混合 格式 来 消除 振荡 , 即 在 光滑 区 用 二 阶 精度 , 间断 区 用 一 阶 精度 。 故 TVD 的 
生成 方法 是 适当 结合 一 阶 、 二 阶 格式 ， 而 一 阶 格式 是 在 间断 区 加 上 人 工业 性 项 《Van Leer 格 
式 利用 了 这 一 思想 )。 
Harten 采用 的 是 修正 通 量 的 TVD 格式 , MH w + [f Go) J. = O(Az2) 方程 的 差分 格式 
所 得 到 的 解 为 通 近 待 求 解 方程 〈C. 6. 1. 5) 式 的 解 ， 其 格式 的 具体 形式 为 
и! =u 一 АГ euz) = Fia ,и3)] | 


Тш] = EUD + а) — ЗӨ еа) * Аи] 


_ (Шаа) = Риз) Ј/А, ли" Али" Z 0 (С. 6. 1. 24) 
2+1 = к š Ауди" == 0 
А10 = ш — и; 
RPO 的 选用 如 下 ; N 
Ајаз | = n < 1 
(C. 6.1. 25) 
lr < QG) < 1 osli «<и<10) 
这 是 一 个 3 点 一 阶 显 式 格式 。 将 这 一 方法 进一步 引伸 ,Harten 得 到 一 个 二 阶 3 点 的 显示 格式 ， 
其 具体 形式 如 下 
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ит! = a: АР Gg 一 Ce) 
{Мил лел = +G + Ра) + Ге, + #1 
— 0([#+1 +7} А] 


Si = SHImax[0ymin( | в} | ‚6-1 ы 5+4) 


~ #-1|,\8;-1]) Hga tg Z0 РЕТ 


0 Ре 65-10 


ё = МӘ) — ЈА 
Sal = Sgn (gai) 
ГАП = +той. + и?) 


Harten 己 证 明 上 述 客 式 具有 二 阶 精度 。 
构造 TVD 格式 的 男 一 途径 是 采用 二 阶 Godunov 格式 的 方法 。 这 是 Osher 和 


Chakravarthy 的 作法 ， 他 们 格式 的 形式 为 
и! =u} — Абит 07) — kl) 一 TORRO (иу уш) T AGG) 


= УСК) (А (ији) 一 h Gal Y. 1))] + А(и?,из) 一 hu st) 
十 FLER Chas) s= Аби, у,и;)) = VR 12 А (43 ит) = hwu? 1))] 


| мр < 0 
PR) = JR O< R< 1<#%2 
k RD>k 
R+ = Гиз) — hlut ut) 
j Кел — А(иў.,иу) 
R; = hais) 一 би)" 


АС ,и? 1) kaiii Jf (из) 
1 |) — / (и) 


СУ =: из) 
ин — и} 


А (uhiti) = 070) + (4) 1 一 
š . (С. 6. 1. 27) 
关于 它 的 进一步 修正 和 改进 可 以 参考 Osher 等 的 论文 。 


下 面 将 指出 NND 格式 也 是 TVD 格式 的 一 种 。 
为 确定 起 见 ， 这 里 的 NND 格式 写 为 C. 2. 3. 57) 式 的 形式 。 另外 总 变量 按 定义 为 


ТУ(и") = D, e | = 2, [диў (С. 6. 1. 28) 
i 
如 果 引 入 
1 Диу 1 22 > off 
54 = (C. 6. 1. 29) 
- ы т 1 би < 0 时 


Ri (C.6.1.2 式 可 改写 为 
TVW) = > SAU (C. 6. 1. 30) 
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. 


因此 


.9 


[TV] _ Уза 


ot at дї 


将 (C.2.3.57) 式 代 人 不 难得 到 


кт Кш a 


2Ах 
— Lmin mod(A f;- АЛ) 
根据 min mod (z, у) 的 定义 〈C. 2. 3， о е Во, | 
рез (АЛЕ + AFRE) — АЛЛ 十 AAS 
+ zih АЛ 一 zih AS СС. 6.1. 
其 中 OSASI ` i= 1,2,3,4 (С. 6. 1. 
于 是 (C. 6.1. 32) 式 还 可 改写 为 
ди " 1 +r Е: 1 -n 
1), == a — aai Ж: 
其 中 I 
I 
а 一 1— (K, 一 大) 
(С. 6. 1. 
B=1— 200, KO 
不 难看 出 由 (C. 6.1. 33) 式 得 
| а,8 > + (C.6.1 
另 一 方面 〈C. 6. 1. 34) 式 还 可 以 改写 为 | 
d $ ә л A A a 
2 = ау-1Аи]-1 + В-и: 1 (C.6.1 
其 中 
Се Е с» 
TZ Ar u — ij k Ах и) — u; 
由 于 af aao E =ас<о 
н 202 о, А07 <o 
иј — 5—1 с. ин И} 
А A 
因此 有 @j++ „Bjt = 0 (C. 8. F 
将 (C. 6.1.37) 式 代 入 〈C.6.1.31) 式 得 
A A 
туи ) = 2584 一 {— аа + Ёзда + а,-10и)-1 — Ёш.) 
或 整理 得 
— Е == Evs 1407.1 (C.6.1. 
其 中 
+ 432 ， 


т, D 


=l 
1 


HIA + АР) – етіп modA f e ASHA) 


(С. 6. 1. 31) 


+ 一 一 Htin mod (AF74 Af) + z Az min mod(A fy; A 


32) 
33) 


. 34) 


35) 


+ 36) 


.1.37) 


38) 


39) 


1 


A &;+3 ^ S;_1 
26 n 


1 
z IEF 
H (C.6.1.29) Ж (C.6.1.38) MAA v s 1220, [Н (C.6.1.39) RH 
ITV (и") 
— <0 


因此 NND 格式 也 是 TVD 格式 。 
利用 NND 格式 计算 的 例子 在 第 三 章 中 已 经 讨论 过 了 。 
Harten 格式 推广 到 方程 组 用 于 一 维 激 波 管 ， 起 始 条 件 为 


0. 445 
0.311 rz<0 
д 8. 928 
u| = 
P 0.5 
E N 
0 r> 0. 
1.4275) 


EHS, M E= e+ 
算 结果 和 精确 解 符合 其 好 。 


。 图 C. 6. 2 为 计算 结果 ,其 中 方法 2 是 方法 1 的 改进 。 由 图 可 见 计 


0.50 ун І 
0. 25 to ]—656 — 3.78 —100 1.78 4.56 
> эў ЖА . 00 үндү 7 yi 
0, 00| 656 —378 —100 178 Otos ear -239 039 317 595 
—795 一 S17 –239, 039 ”317 — 5395 x 
А 1. 5 
1.5 
; i 
шщ 1.0 j 
ы 19 Ë: 
其 ер 
ç Чеш. 


0.5 EEA EE 
Ө ы 
o.o] 一 656 378—100 178 456_ 
де 一 一 г" БКО т т т 
0.012656 一 378 —100 178 456. SS U Sr OS C SU sis 
一 7.35 — 517 —239 0.39 3.17 5.95 х 
T 


(a) (b) 


图 C.6.2 
‚433, 


Harten 将 第 1 种 方法 进一步 推广 到 二 维 流动 中 ,图 C. 6.3 显示 了 M=3 时 对 一 进口 台阶 
的 流动 , 其 中 a 为 Woodward 及 Colella 的 计算 结果 ,5 为 Harten 的 结果 , 二 者 很 接近 ; 图 中 
显示 的 是 等 密度 线 。 

Osher 等 利用 他 们 设计 的 差分 格式 计算 了 一 喷 管 的 流动 ， 计 算 与 精确 解 很 吻合 〈 见 图 
C. 6.4-6) ,出 此 可 见 TVD 格式 是 一 种 有 发 展 前 途 的 格式 ， 当 然 也 还 有 些 问 愿 有 待 解决 ， 这 一 
点 在 本 节 并 始 时 已 经 指出 了 。 


0.0 Е 
0.0 0.204 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.62.8 3.0 
Ф) 


图 С. 6.4 


B С. 6. 3 


61х21 计算 网 格 点 
( 激 波 反射 》 


用 一 阶 精度 格式 所 得 反射 的 等 压 线 


用 非 TVD 二 阶 格式 所 得 反射 等 压 线 . “用 TVD 二 阶 格式 反射 的 等 压 线 
М. | ` 
05 4 00 i 
(c) (d) 
图 C.6.5 
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ака 


8.0F7 
6. 4 
41X26 
:网 格 点 
е 181 时 间 步 


时 间 一 0. 469 


—“ 0.0 
—4.0 —24 一 08 0.8 r: 2.4 4.0 


(а) (6) 
C.6.6 


6.2 关于 ENO 方法 


1985 年 以 来 Harten , Osher 等 人 又 提出 了 本 质 上 无 据 荡 的 ENO 格式 (Essentially поп-оѕ- 
illatory Scheme) 。 从 形式 上 看 它 与 TVD 类 似 ， 但 有 实质 上 的 差别 ， 

(1) тур 格式 使 总 变 差 减 小 ,强调 消 除 振荡 ，ENO 格式 强调 消灭 O (1) 阶 的 Gibbs Ж 
荡 ， 但 容许 有 QO (4h") 阶 的 附加 虚拟 振 功 ‘人 为 空间 网 格 长 度 )， 这 使 格式 的 建立 可 以 提高 人 
们 需要 的 > 阶 ; 同时 如 果 问 题 本 身 在 激 波 前 后 有 波动 ， 格式 将 保留 这 些 振荡 , 因而 ЕМО 的 应 
用 更 为 广泛 。 | 

(2) TVD 格式 强调 格式 的 单调 性 ， 但 是 ENO 强调 格式 的 自 适应 性 ， 这 主要 表现 在 再 构 
的 选用 上 ， 正 是 由 于 这 样 建立 格式 更 具有 灵活 性 。 

本 节 简 单 介绍 ENO 格式 构造 的 基本 思想 和 格式 的 建立 。 


设 所 求解 的 方程 为 
ОС, + ЕСГ), = 0, О (х,0) = U,(z)> (С. 6.2.1) 
ЖФ, ЕЭ O 维 的 )。 设 方程 为 双 曲 型 ， 故 矩阵 | 
АФ) = Ə F(U)/3U ; (C. 6.2.2) 
A т 个 实 特征 | 
а, (U) < a, (U) <ç ++ < a, (U) (C. 6.2. 3) 


并 且 对 应 一 个 完备 的 m 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 右 特征 向 量 为 (i OOo 左 特征 向 量 为 
11, СЛ). BRECHA Lr,= ôa 
方程 〈C..6. 2, 1) ЮО (z, D 可 以 形式 地 表示 为 
UC.) = EOU) (C. 6. 2.4) 
А 435 . 


Ес) 是 一 个 算 符 ， 称 作 方 程 解 的 演变 算 子 ， 引 入 记号 w G) 为 


+Š 
wlr) = +]; ба + ydy = (Арш) (х) (С. 6. 2. 5) 
BE 


它 表示 以 x AT EREA u ass A, 即 称 作 平均 算 子 .将 єс. 6.2.1) ЖЕРИ 
算 子 运算 ， 则 可 得 


a2 (6+2) rufe- ®ы||]—о (С. 6.2. 6) 
将 该 起 对 时 间 积分 可 得 
Бы + т) = Оаа) Еа 0) F ja- Жыз] ]= 
СС, 6. 2. 7) 
其 中 4=r/h 以 及 
P C, U) = 1 Fs +da ` (С. 6. 2. 8) 
设 取 r= r= jàz== jh WME ге, nEn, ША | 
бүз = U; — АЕ Санан) — Ë аура) `(С.6.2.9) 
АР | U; = Ос) = + КД, | (С. 6. 2. 10) 
也 称 作 忆 的 网 格 区 间 平 均 。 
上 述 方程 是 精确 的 ， 但 是 不 能 直接 使 用 ， 需 用 差分 方法 来 近似 。 比如 近似 写作 
VV (Бу — Е, а) = Er) + Vy, (С. 6.2.11) 
EPE 为 差分 算 子 ， 而 Fi} 不 是 前 面 定义 的 区 间 平 均 而 是 
Fy = FO a Vi SV) (C. 6. 2:12) 


ЖАЗУ, = Улы =з ИУ If, Fa У ,关于 (С. 6. 2.12) ЖОАН ЕМЕ 
造 的 。 当 у=" 时 F 和 F2 Hf — OQ”) 的 差别 ， 即 
Еу = F(z+1 t, U) + dlr HORY) - (C. 6. 2. 13) 
其 中 dz) 是 一 个 Lipschitz 连续 函数 .将 它 代入 (С. 6.2.11) 式 并 与 〈C. 6. 2. 9) RARE 
Ulit +) ТЕ ОС не АДАС) — Су )]#' + ОА) 


TJ ЙДЕ) Э& Ж Z ПА ЗЕ tb А" 的 量 级 .现在 的 问题 是 找 出 J3 的 具体 形式 ,该 形式 应 使 
V" 与 U" 之 间 总 保 桂 产量 级 的 误差 ， 同 时 不 产生 大 于 OG) 量 级 的 假 振荡 《小 于 OQ) 的 假 


振荡 是 允许 的 ) 。 
Herten 等 人 的 研究 得 到 如 下 的 要 求 ; 
(1) 设 初 值 U (z) 取 作 态 ， 然 后 设法 建立 一 个 再 构 (Restruction)， 即 
V, (z, + 0) = RG; V") (C. 6. 2. 14-1) 
(2) 在 小 时 间 间 隔 内 可 以 直接 解 
“436。 ` | 


入 (С.6.2.14-2) 
(3) 网 格 内 平均 可 得 


үз а —0 = 0 V Cest — Odz (С. 6.2. 14-3) 


ЛУ Е U a) 的 近似 值 。 
为 了 保证 ENO 的 要 求 ，R 的 选用 有 如 下 的 要 求 ， 


(1) А0230) = wla) + e(z)h' + ОА!) | (С. 6. 2. 15-1) 
其 中 e(z) 为 Lipschitz 连续 函数 。 

(2) Raw) = 10, (С. 6. 2. 15-2) 

(3) TV(RG ;w)) < TV Go) + ОФ”) (С. 6. 2. 15-3) 
上 述 第 3 个 条 件 形式 上 有 点 像 TVD 要 求 ,但 后 面 附加 的 OC) 这 一 项 是 本 质 的 , 它 使 格式 保 
F KI Е. | 

下 面 的 讨论 集中 在 两 个 问题 上 : 


1) 再 构 R 如 何 选用 以 达到 上 述 要 求 ? 

2) 小 时 间 间 隔 内 的 直接 求解 如 何 表示 ? 

这 两 个 问题 解决 后 ЕМО 格式 也 就 完备 了 。 

首先 讨论 再 构 R(x,w) 的 建立 方法 ,Herten 等 建议 了 二 种 再 构 方法 ， 这 里 介绍 其 中 一 种 ， 
即 用 原来 的 函数 来 构造 ， 另 一 种 方法 叫 展开 法 ， 这 里 从 略 。 

为 了 构造 R(x,w) ， 先 引入 一 逐 段 多 项 式 H, w), {Ë . 

Н, (2и) = 4,1 (£w) CHP z, < z < Tj) (С. 6. 2. 16) 

这 里 g, ло КК, ЖЕН r+1 点 上 的 ww 值 确定 ,这 7 十 1 点 的 选用 可 以 有 多 种 ,这 
里 当然 要 选用 <; 的 W; 值 以 及 Ti+1 的 wj Mo 因此 一 共有 r 种 可 能 ， 即 


jtir i j+1 
L 1 мны | 
jti- j j+1 1+2 共有 7 种 可 能 
rie 2 J 
+1 ГЕ? ГЕТ 


现在 需要 选 出 其 中 最 光滑 (在 (ау, ауа) KER 的 一 组 ， 为 此 用 下 面 的 方法 选用 ， 
引入 记号 w[xij = обл) 


wz, SIIR Zia] — хө з. Si 0515] — zof z, eTit АЕ ЛИ) 
А Жик 2 
| (С. 6.2.17) 
如 果 多 项 式 是 一 次 的 , 就 只 有 一 种 选用 的 可 能 , 即 у. ?十 1 14 RERE 二 j。 对 于 
二 次 的 , 则 要 选 3 个 点 ， 就 有 两 种 可 能 。 如 果 确 定 下 来 ， 则 这 一 点 记 作 LG) > WERE LG) 
已 经 确定 ， 进 一 步 希 望 确定 i;1(j) .这 可 以 用 下 面 的 方法 确定 : 

f (站 一 1] Ж [шо [ху ir Epo s эра | 

С? | < [wrp siqa Tyga]! 

6) 否则 - 
(C. 6. 2. 18) 
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EFLD = у, FDL unG 可 以 由 上 1，2… 递 推 得 到 。 在 G) 一 经 确定 后 , Haw) 
的 确定 就 不 难 了 。 这 里 选用 的 点 为 


Ti AD рве o i (D+ 
下 面 进一步 给 出 一 个 原 函 数 W(z) = [| wly)dy (H dW /dz = w(x) , Ë& W H w Ж 
函数 ) ， 因 此 积分 可 用 下 面 的 方法 计算 ， 


Wera) = >> w |  (C.6.2.19) 
于 是 
H,(z=,W) = > ЕЛС Рат (T — Zitt) СС. 6. 2. 20) 
而 ; 
R(x,w) = £ Wr) (C. 6. 2. 21) 
确定 R 的 过 程 是 : 


(1) H (C. 6.2.18) RME LO) ; 

(2) 利用 (C. 6. 2.19) REW (т) , W(z.a+1) (лы), ER i A LQ) $ 

(3) 由 第 2 步 得 到 的 值 代 入 C. 6. 2.20〉 式 则 得 到 Н, Сс, й), РАНЕН, Е 
的 表达 式 可 以 简写 为 


= C, — 
H,(z) = 一 | 一 (C. 6. 2. 22) 
ВО ar 
Eh C, 的 计算 与 > 有关， 比如 r=5, ШУ 
C, = d, 
_2 —_ 9 下 和 
Pu IM ее SO NS 
= 11 5 
C,=4,—d, + d. — >d | 
A 6 ° (С. 6. 2. 23) 
с,=4— 2а, 14, 
С, = а, = 24. 
С. = d; 
d, = Ах?а, a (С ) 
. 6. 2. 24 
т d, = LA oT ре ysa Tirat] 


(这 里 在 得 到 СС. 6. 2.23) 式 时 要 设 d,—0, 4 k=r В) ЖН СС. 6. 2. 22》 式 再 求 导 得 
h х 一 a 


с г. 1 C _. 
H” = уН) = Az 22 ОЮП > 
(4) 最 后 根据 Harten 等 的 分 析 


(C. 6. 2. 25) 


R(z,w) = EH aW) (C. 6. 2. 26) 
т 
__ pel 
若 记 R(z,v) = X bla — zY (C. 6. 2. 27) 
#=0 
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利用 台 劳 公式 易 得 


H”? (x) x: 
b = рр (С. 6. 2. 28) 


这 样 就 确定 了 RE w) 
这 一 方法 可 以 推广 到 Euler 方程 .由 于 推导 过 程 运算 较 多 ， 此 处 从 略 。 


U, A wt ) U, 
ха т сдана | j 
| Ж 
| 
E 
Ur | 
L— | | | 


F `l 
ОТ ШЫН ИЕ = sI ku E ТЕА 


| 


[| C.56.7 
Harten 1989 年 进一步 提出 了 “ 子 网 格 分辨 率 ”(Subcell-Resolutton) 的 概念 ,问题 是 这 样 
提出 来 的 : 如 果 直 接 用 上 面 的 方法 计算 ， 激 波 总 会 在 至 少 3 个 点 上 作 过 渡 ， 所 以 激 波 又 一 次 
被 抹 平 .为 了 克服 这 一 点 ,Harten 提出 了 修正 方法 。 先 来 看 看 这 种 抹 平 的 原因 , 设 ш, 具有 如 下 


的 形式 


EEH wa) 得 到 的 , wa) 如 图 C. 6. 7 所 示 。 在 1 这 一 间隔 内 的 平均 值 
7 З + П осама 


是 不 确定 的 。 但 这 种 情况 可 以 改变 ， 如 设 
и x< 一 +] Ах 
wlr) = . | 


ик АСБ 


Жр 0= 2—20, З (z) 又 可 以 返回 到 图 C. 6.7 中 左边 所 示 的 wa) , 即 有 间断 的 情况 .这 


Hr HI 


种 情况 对 R 也 类 似 地 存在 ,这 时 R 不 产生 Gibbs 现象 ， 但 是 也 没有 完全 确定 。 
为 此 RR 要 作 如 下 的 修正 ,首先 定义 R 的 不 确定 性 ， 需 要 引入 量 c, BP 


£ ua 
| di 一 оке С А = 1) (C. 6. 2. 29) 
取出 比 相 邻 值 大 的 o;， 即 . | 
с, > 0, Жо, > 031 (C. 6. 2. 30) 
然后 看 是 否 有 
F,Gz=1)F;(z; 1) < 0 (С. 6. 2. 31) 
其 中 | | 
* 439 ° 


F, (2) = К, 162 st) dx 


点 
Ат |41 


+ [Ra Ganda] — 8, 


| (C. 6. 2. 32) "= 
在 不 等 式 〈C. 6.2.31) 成 立 的 条 件 下 ， 说 | ‚| 
明 在 L, 间隔 内 有 不 确定 性 ， 则 只 (т, w) | 


P 
HY R (000), BH 


A së Rj_1(x,w) Xj 人 XY 人 < 
R (х,ш) = 


R; (zç) 0, < <x< Zit} 


(С. 6. 2. 33) 
其 意义 如 图 C. 6.8 所 示 。 图 C.6.8 


为 计算 R G, w), MFR | 

(R,-a Gea) Ж F (z)F (z 1) > 0 
1с) m | 
НОИ m=1 的 数量 方程 的 情况 ， 对 于 m>1 的 向 量 情况 则 要 作 一 些 推广 ,此 处 从 略 。 


R (сую) = Š (C. 6. 2. 34) 


' 
i 
+ 
' 
i 
' 
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1 
k 
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* 
' 
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图 C.6.9 
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ТИ S Bilal AE 即 小 时 间 间 隔 内 解 V，(*; t)。Harten 等 人 最 早 提出 的 方法 

是 比较 复杂 的 ,而 且 难 以 推广 到 二 维 ,Shu 等 则 作 了 改进 ,其 指导 思想 是 用 Runge-Kutla 方法 。 

有 了 以 上 两 步 后, 再 对 解 在 小 区 间 乎 均 即 可 得 到 新 的 解 .从 以 上 分 析 可 以 看 出 , 再 构 在 这 
里 是 一 个 重要 步骤 。 


下 面 举 几 个 算 例 。 
算 例 
| 1. 9854) - 
| Ж өн 2 < 0.5 
И x | 3.3412) 
A { 8. 2848 | 
— 3. 224 z> 0.5 
10. 6702 


利用 TVD 一 MUSCL 法 (此 法 由 Van Leer (1979) 提出 ，Von Collela (1985) 改进 的 守 
重 律 单调 上 风格 式 ,为 二 阶 TVD 格式 ) 及 ENO 法 的 计算 结果 及 与 精确 解 的 比较 如 图 C.6.9 
(TVD 法 与 精确 解 的 比较 ) 及 图 C. 6.10 (三 阶 ENO 法 与 精确 解 的 比较 ) 所 示 。 其 中 精确 解 采 
用 Riemann 解 . 可 以 看 出 ЕМО 法 比较 精确 一 些 但 差别 不 大 。 


0, 00 


一 1.5 DOETS ， — ! 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 | 0.00.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
2 т 


м бою => 


压力 


l 

1 

' 

1 

1 

i 
Зр 
è 
š 
“> 


> 


| | 
0.0 02 0,4 0.6 0.8 1.0 


т 
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В С. 6.10 
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算 例 2 


0.445 
0.3106 
@ 
‚8.9284 
U = |pu|= 4 
Б 0.5 
Gs 
1.4275; 


计算 结果 与 精确 解 的 比较 如 图 C.6. 11 所 示 ， 其 中 (a) 为 TVD ЕЕ ЖИЕН Н, 0) 
为 二 阶 ENO 法 与 精确 解 的 比较 . 


Musel Colelia 


` 。 计 算 


1. j=30 
R 
H 
1. 
9 1 27 3 4 
х 
ЇЧ C.6.11 
算 例 3 二 维 问题 
í 
EART 9 у=1й р | 1. 69997 
к, ыр u| С _ | 2.61934 
° үк Е: — 0. 50632 
ХА ма i Pleno С 1.52819 


* 442 ° 


©, 29А 


А 


р =1. 52819 


р == 2. 93398 


[| С.6.12 
计算 域 如 网 C.6. 12 (e 一 29") .计算 结果 如 
图 C.6.13, 图 (а) 为 TVD 法 计算 的 等 压 
#k. (0) 为 二 阶 ENO 法 计算 的 等 压 线 .从 
图 上 看 其 结果 基本 相近 。 

算 例 4 

| (3. 857143 
| 2. 629369 | хе 4 
š | 110. 333333) 
| Фи = е 
| 


(1 + 0. Zsin3x 


{m 


С. 6.14 (а) 表示 了 TVD 法 与 精确 
解 的 比较 . (6) 表示 了 四 阶 ENO 法 与 精确 
解 的 比较 。 


由 以 上 算 例 可 以 看 出 ，ENO 格式 优 于 TVD 格式 ， 特 别 当 激 波 前 后 本 身 有 振 功 时 ， 计 算 


精度 相差 比较 明显 .ENO 格式 的 不 足 之 处 ， 是 程序 设计 利 计算 部 比较 麻烦 。 


一 6 —4 一 2 9 z 4 6 —6 — 4 —? Ü z 2 
батур 法 与 E 0) 四 阶 ENO 法 与 精确 解 之 比较 
есут ш hw 奖 评 算 结果 
图 Co l4 
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6.3 H Ж š 应 BU 


为 了 计算 具有 高 Ке 数 的 流 场 ， ДОРИС РУВО Т IB 3 РЕ ЖОЛ £ 
流 场 的 网 格 中 所 有 部 分 同样 地 加 密 ， 只 需 在 某 些 部 分 ， 如 物 面 附近 ， 尾 流 区 等 的 网 格 加 密 即 
可 .因此 需要 事先 估计 … 些 变化 较 快 的 区 域 ， 但 这 种 估计 有 时 是 正确 的 ， 有 时 则 不 正确 特别 
是 不 定常 流动 ， 流 动 过 程 本 身 就 是 变化 的 ， 所 以 需要 不 断 地 调整 网 格 的 位 置 或 疏 密 ， 这样 就 
产 牛 了 自 适 应 网 格 (Adaplive Meshes), 

自 适应 网 格 要 求 网 格 点 的 分 布 最 终 能 满足 精确 地 代表 物理 问题 的 解 , 在 有 些 区 比较 密 ,在 
有 些 区 则 比较 稀 朴 ,得 不 能 使 菜 些 地 区 为 空 昌 。 网 格 本 身 也 应 当 尽量 接近 正 交 ， 并 且 在 调整 时 
作为 一 个 整体 进行 ， 以 使 于 照顾 到 各 点 间 的 协调 关系 。 

调整 方法 一 般 分 两 大 类 ， 

(1) 确定 新 的 网 格 数 日 ， 再 行 调 整 ， 对 新 老 值 作 修正 ; 

(2) 用 动 网 格 的 方法 ， 与 方程 本 身 进 行 联系 求解 ， 这 时 网 格 上 的 信 不 必用 插值 法 求解 ， 

下 面 着 重 讨论 用 变 分 原理 来 生成 自 适应 的 网 格 。 


6. 3.1 一 维 自 适应 网 格 
在 常 微分 方程 边 值 问 题 数 值 求解 的 研究 中 发 现 ， 若 引入 权 函 数 色 《zx)， 使 


| (x)dx = 常数 (С. 6.3.1) 
Е ВТ Зр А ERAR ERER A 
wår 一 常数 (C. 6.3.2) 


其 中 ÅT, 5E Tj T Xi, 订 见 网 格 密 处 w 值 要 大 ， 网 格 稀 处 w 值 要 小 。 
引入 6 坐标, ел (6), Ал=л:Аё, ЖДЕ 为 常数 ,xe 就 代表 了 网 格 间距 的 大 小 , 于 是 
由 (С.6.3.2) ЖАП 


тш = 常数 (С. в. 3:33 ° 
一 条 件 可 用 变 分 原理 来 表示 。 若 记 为 上 的 已 知 函 数 ， 则 上 式 相当 于 积 
1, = [сае (Оз 


的 极 值 ， 因 为 它 的 Euler 方程 为 
d g(rwri) Ə (wrt) < 


dE әт ах 
由 于 上 式 左 端 项 第 2 项 为 零 ， 故 上 式 得 
ад 


积分 得 〈C. 6.3.3) 式 。 
BIE w Hr HERS Д (C.6.3.3) 式 与 积分 


=f Гос); раё (С, 6. 3. 5) 


BRES E LR L ТВАЕ хо АОН ЛГУ Е Га ЕА я, 8 HRR ELP w 
则 是 坐标 的 函数 。 现 记 《〈C, 6.3. 3) 式 中 的 常数 为 C， 并 选取 C 的 信使 > 的 区 间 基 准 化 为 〈0， 
"444。 | 


Ча; : 


Ly. Вр 


С Се s: dé 
s 
或 
_ Па (C. 6.3. 6) 
ту = Е абе ) 
(Е i w 
以 上 积分 中 均 以 过 为 自 变量 . 如 果 以 x 为 自 变量 ， 则 (С. 6, 3. 3) 式 与 下 列 积分 值 等 价 ， 
又 若 积分 变量 为 +-， 而 +o 则 为 6 的 函数 ， 则 扯 应 的 积分 应 当 是 
š R £ 2 | 
L = | [=s] | (С. 6.3. 8) 
这 里 . ë =w/C (С. 6. 3. 9) 
积分 后 得 | 
С = 27 f wdx | «©. 6. 3. 10) 
因此 对 应 的 变换 为 I 
fwaz 
€G) = 1+ (N — 1) % (C.6.3.11) 
| war 
利用 (C.6.3.10) 式 上 式 可 写 为 
êl) =+ 去 | war 
xf z KFAR f 
ê, = = = (N — Dw/ f wdx 
А = |, (C. 6. 3.12) 
М р š үрк 


决定 网 格 分 布 的 解 和 微分 方程 本 身 的 解 往 往 可 以 分 别 进 行 ， 即 每 求 若 干 步 微分 方程 的 解 
(这 里 假定 问题 是 非 定常 的 或 近代 求解 定常 问题 ) 之 后 ， 骨 根据 生成 网 格 的 方程 计算 新 网 格 。 
以 上 给 出 的 坐标 变换 关系 允许 将 解 方程 及 生成 网 格 动态 地 联 列 起 来 完成 。 生 成 网 格 的 方程 为 
(C.6.3.6) 或 (С. 6. 3.12), 它们 之 间 的 不 同 在 于 在 (C.6.3.6) ÈP w = wl). ME 
(С. 6. 3. 12) RP w= wlr), 2 

现在 的 问题 是 w 如 何 取 , 最 简单 的 方法 是 取 


; W = и, СС. 6. 3. 13) 
根据 这 种 取 法 ，(C. 6.3.3) 式 就 成 为 | 
| te = C 
s u Í = С P СС. 6. 3. 14) 


这 就 是 说 每 一 网 格 间距 对 应 于 相同 的 x 值 增 量 。 这 种 方法 的 缺点 是 0 时 , 网 格 间距 ос, 
为 此 稍 加 改变 ， 取 
ш= l+ ` (C.6.3.15) 
“45+ 


这 时 取 ds 一 dz 十 die 一 (1-81) dx 
йк ds=wdr 
即 w=s;， 于 是 (C.6.3.3) 式 变 为 


SZ = С 
或 s| = С 6.6.3.16) ` 
也 就 是 说 网 格 间距 由 а = оС) ШЗ К РЕВЕ, 37 — ЙН ЈЕ. 
ü w= V1—+ au? (C. 6. 3.17) 


于 是 在 z /a 与 之 间 的 关系 曲线 上 


Š аз = [а 


|] + dw = [1+ 9874] z) | 


故 | . w= sz 
代入 (C. 6. 3.3) 式 得 ЕТС 
或 ”8 一 C/e 一 常数 (C. 6. 3.18) 


ВЕ иа ЖШ ЗЕНА Р, 4 ос>1 时 原来 斜率 大 的 地 方 变 得 更 陆 ， 网 格 加 秘 效 应 
更 加 明显 .图 C. 6. 15 中 表示 了 这 一 情况 ,wi 项 的 作用 是 使 网 格 向 大 梯度 区 集中 ， Ha RK., 
集中 的 效应 也 越 大 。 


As 相等 


m= ш={1+и& з v= V lau? Т 


图 C.6.15 


:以 上 作法 也 有 一 定 缺 点 ,在 有 些 问 题 中 xx 一 0， 但 曲率 却 最 大 ， 如 果 希 望 在 曲率 大 的 地 方 
了 网 格 加 密 ， 上 述 方法 就 不 太 合适 。 此 时 可 用 | 
w= 1 二 |K| Е СС. 6. 3. 19) 


ШТЕР 


其 中 (C. 6. 3. 20) 


К 为 и ARHAR. 
为 兼顾 斜率 和 有 曲率 的 影响 ， 可 以 用 - 


w= (1 + ВК) V 1 + аа (С. 6. 3.21) 


或 š те = 1 + е@|и„| + Alun] | (C. 6. 3. 22) 
63.2 一 维 自 适应 网 格 ` | 


以 上 方法 可 以 推广 到 -… 维 的 情况 .这 里 引用 Brackbill ЯП Saltzmann 的 方法 ,并 引用 Kreis 
等 人 的 结果 。 | | 
- 446 ` 


设 (z, у) ЭЖЕШ, (€, 9) 为 变换 平面 ， 则 光滑 人 性 可 用 积分 


£ [ссу о" + Сут zdy (С. 6.3.23) 
来 度量 ; 正 交 性 用 f 
-| (V£ - V7)2Jdzdy | | (С. 6. 3. 24) 
来 度量 ， 网 格 尺 寸 变化 用 
1, = [fraray | (C. 6. 3. 25) 
来 度量 ,其 中 
_ а(т,у) 


ару т ЖО (С. 6. 3. 26) 


ш (z, у) ЖШ ЖЕ ШЕЕ ЛОГАЛЕ, 4 w 与 流 场 的 某 一 特性 相 联系 时 ， + MB 
于 生成 自 适 应 网 格 。.Brackbill 和 Saltzmann 提出 用 积分 


:的 极 值 的 Euler 方程 来 生成 网 格 ， 其 中 心 和 % 为 两 个 大 于 零 的 常数 ， 其 数值 的 大 小 取决 于 网 | 


格 尺 寸 变化 以 及 对 正 交 性 要 求 。 
下 面 我 们 来 导出 积分 1 取 极 信和 时 的 Ешег 方程 。 
因为 在 计算 平面 上 区 域 形状 是 简单 的， 规则 的 ， 因 此 为 求解 方便 ， 首先 将 积分 ,1, 变 折 
到 4, 平面 上 来 .注意 到 


ba м, 名 一 一 к (С. 6. 3. 28) 
J = у, ` Py = ze/J |. 7 
于 是 | = [|еага, (а — 5,0,7) (C. 6. 3. 29) 
Fs = (z + z; + у + ур// b 
其 中 F, = (хех, 十 Yey) (C. 6. 3. 30) 
| Fy = wJ? ; I 
于 是 使 积分 工 取 极 值 的 Euler 方程 为 
3 aa 
az n ajan] Э РАР, HARD = 0 
Эи I (С. 6.3-31) 
J En РО Es + XF, +З 0], 
以 上 二 式 展开 得 
bize + боле + Булу + ays + arya ++ азуу = d, 
2 | | СС. 6. 3. 32) 
архе + а,х + аулы + суу + суң + суур = d, І 
[4 Ñ 
其 中 


6447 · 


а, = a, + Aoao + Awav,] 
b, = ba 十 加 pok + Ауру, (k = 1,2,3) (C.6.3. 33) 
C, = Ca + Асо 十 加 cr 

Q =— Аа,2АВ, — AY 

b, = Ba, — BAB, ВУ 

ca = Са, — 2С8,С?У 

Qor = хуру T Tyye "Teye 

bu = z+, LC Tety + уу) 52 

Cor = Yir 2 (mr, + 20у) + у} 

Gv, = — Toy Teys 十 Хуу, — Teye 


бу, = s с 2yeyr у! 


(С. 6. 3. 34) 
Сур = £t FF 2z Íz, , Zi 
_ Jaw 
di =— >; А 
_ Paw 
d, x 2 ду 


А = tiye + tyyp B = уф + C= xš + д 
2 2 | 
а = SHEI р (щл, + ge) /TF 


7 = (xš + yid? 


在 求解 (C.6.3.32) Жї, ВЕ IEE SUR ЕЗЕНШЕ TEH AA A 的 大 小 。 由 
二 . ‚ 
J = z — жуу = o| 0) = o| 9 = оф) 
T 1,1, Геи), hoh; #w~i, MER 
А = Be /h°, % = В,/ћ* 
pv， 的 大 小 分 别 反映 了 尺寸 变化 与 正 交 性 的 重 变 程度 。 | 
在 绕 流 中 Ja. Jo ERLA n TER. mi I 的 变 分 取 ， 应 为 


w = 常数 
# 01, MPRA REEERE- EK ДИЛ ЕЈ. RH w~, PATE 
w~ (V f) 


其 中 /为 某 流 场 参数 ， 如 取 压 力作 参数 ， 于 是 
w оин (ДУЛ? 
‚448° 


wo~1， 表 C.6.1 给 出 了 NACA0012 在 2—0, M.=0.8 时 各 种 网 格 的 计算 结果 。 
Ж C.6.1 


非 自 适应 (Jamson FL052F448) 


非 自 适应 《光滑 网 格 及 二 Bo 一 0) 给 定 
自 适应 B=10， ñ=0) 给 定 
自 适应 (8&,=10, Bo 一 0) ЖН ONK IR] 


自 适应 (&=10, &=0) | ЖЕЧИ РИБ ЧЕН 


所 求 得 的 网 格 如 图 C. 6. 16—19 所 示 。 其 中 图 C. 6. 16，(a》 为 网 格 l, O 为 网 格 2，(c) 
为 用 网 格 1，2 得 到 的 计算 结果 。 图 C. 6.17 (а) 表示 网 格 3, G) 为 压力 分 布 的 计算 结果 。 图 
C.6.18 (a) 为 网 格 4，(&5》 为 压力 分 布 .图 C. 6.19 (а) DAR 5, 0) 为 压力 分 布 比较 。 
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‚64 多 重 网 格 法 


在 数值 计算 中 经 常 遇 到 大 型 代数 方程 组 的 求解 ， 由 于 计算 问题 越 来 越 复杂 ， 相 应 地 代数 
方程 组 的 形式 也 越 来 越 复杂 , 阶 数 越 来 越 高 ,求解 难度 也 就 越 来 越 大 ,最 常用 的 方法 是 选 代 法 ， 
但 是 迭代 法 一 般 比 较 慢 ， 即 使 加 上 松弛 因子 予以 加 速 ， 速 度 仍 较 慢 ， 因 此 加速 求 解 代数 方程 
组 是 一 个 十 分 重要 的 问题 ,在 B 篇 中 我 们 曾 介绍 过 直接 法 , 谱 方法 等 , 但 是 这 些 方法 对 问题 本 
身 要 求 十 分 严格 , 使 用 起 米 很 不 方便 , 只 能 用 十 少数 问题 。 所 以 继续 寻找 和 发 展 一 些 新 的 加 速 
收敛 或 加 速 求 解 的 方法 仍然 是 一 个 有 待 解 决 的 问题 。 

近 十 多 年 来 发 展 起 来 的 多 重 网 格 法 (Multiple Grid Method) 是 一 种 加 速 收 徊 的 比较 好 的 
方法 . 它 首 先 用 来 求解 椭圆 形 间 题 , 后 来 又 被 用 于 和 解 与 时 间 相 关 的 发 展 方程 、 特 征 问题 、 分 谷 
问题 及 非 线性 问题 等 ， 向 量 机 出 现 后 这 一 方法 变 得 更 加 有 效 。 

多 重 网 格 法 的 思想 比较 简单 .求解 一 个 问题 时 总 要 将 区 域 分 成 网 格 ， 为 了 提高 计算 精度 ， 
一 般 应 将 网 格 划 分 得 足够 细 , 这 样 计 算 就 会 比较 麻烦 , 迭代 时 间 也 比较 长 .为 此 可 以 先 将 网 格 
划分 得 稀疏 一 些 ， 得 到 一 个 初步 结果 ， 然 后 再 加 密 网 格 ， 其 初 值 可 以 在 上 一 次 计算 基础 上 插 
值得 到 ， 这 样 就 可 以 减少 计算 时 间 , 另 外 为 了 减少 计算 时 间 一 般 说 一 开始 并 不 需要 很 高 的 精 
BE, 而 是 通过 网 格 的 反复 加 密 和 稀疏 , 最 后 得 到 精确 的 结果 ,当然 多 重 网 格 法 需要 在 粗细 网 格 
上 交替 进行 ， 目 的 还 在 于 将 误差 通过 滤波 方法 减少 。 下 面 我 们 讨论 多 重 网 格 的 具体 作法 。 


6.4:1 关于 选 代 法 的 收敛 问题 | 
为 了 说 明 多 重 网 格 法 的 基本 思想 ， 首 先 讨 论 一 下 Poisson 方程 的 求解 问题 : 


? 


L, == ан + би, = f(z,y)(ab > 0)(z,y) € 0 
а } (С. 6.4.1) 
采用 高 斯 - 塞 德 尔 迁 代 公式 
аы 2007 Жайы „н ЖЫ L у, (64.2) 
引入 记号 =u u" f . (C. 6. 4.3) 
显然 收 全 的 标准 是 limlel=0 
借助 СС. 6.4.2》 式 不 难得 出 误差 发 展 所 满足 的 方程 为 
д НЕ ч + Saj y „шз E + ба 27 бл (С. 6. 4. 4) 
Re 可 以 写成 富 氏 级 数 ， 取 富 氏 级 数 的 某 一 项 
g" — Етене» (C.6.4.5) 
为 简单 起 见 ， 令 
A= 5, B= 59; | (C. 6. 4. 6) 
将 它们 代入 СС. 6. 4. 5) 式 得 到 | | 
Е Ае + Вей) + Е": Де + Ве — 2А — 2B) = 0 
| Е | (С. 6.4.7) 


放大 因子 
451 . 


m: к"! ХА Ае: + Bet 
Сер = Aeta + Бес,» 2A — 2B Orita 


ІС (cosk, Ах + соз, Ду) + 1(вїп^ „Ах + зіпА,Ду? (С. 6.4.9) 
4 一 (cos&Ar + cosk,Ay) + іп, Аз + sink, Ay) Р 


А РЈ ВУ А, k, 有 不 同 的 误差 衰减 率 ， 如 
EArt = k,Ay = r it, |G] = + 


Аде = kay = É E Sl (С. 6. 4. 10) 
kAr = k.Ay— 0 Hf, |G| > 1 
Lk GAO 比较 大 时 ， 对 于 同一 种 网 格 而 言 REKREA KATAO, Tk GÈ 
数 ) 很 小 时 , TRAR, 也 就 是 误差 的 高 频 分 量 衰减 得 比较 快 , 而 低频 分 量 衰减 得 比较 慢 ; 而 
有 些 高 频 分 量 误 减 也 很 慢 ， 如 
kAr = kAy = 21 ff, |G| = 1 (С. 6. 4.11) 

所 以 迷 代 实际 上 是 使 误差 的 低频 及 某 些 高 频 分 量 衰减 的 过 程 ， 这 一 过 程 越 长 ， 计 算 所 花费 的 
时 间 也 越 长 。 

当然 (С. 6. 4. 2) 式 是 一 个 点 迭代 过 程 。 我 们 改 用 线 迁 代 ， 比 如 说 方 向 线 迭 代 ， 差 分 方 
程 为 | 
а м Жайы | „шы — 20 +, (С.6.4.12) 
用 与 上 述 类 似 的 方法 可 以 得 到 误差 放大 因子 为 


ПАРИ ИШГЕ. ЖЕРИК. 
Св 202 一 соѕЁ,Ду) 一 | (С. 6.4.13) 


不 难得 到 
ЁД = k Ay = x f, |G] = + 


Ах = ҺАу = 18,161 = JT; ` (C. 6.4. 14) 


kAT = k,Ay > 0 F, [G] = 1 
kAx = ,Ay = 2x 时 ,IG| = 1 
所 以 用 线 关 代 可 以 加 速 误差 的 一 些 高 频 和 中 闫 分 量 的 衰减 ,但 对 于 低频 和 一 些 特别 的 高 频 误 
差分 量 仍然 不 能 加 速 衰减 。 
二 面 只 是 改变 上 值 ， 对 于 同一 个 波 分 量 , ME Ar, Ay AET, 它 的 衰减 能 力也 可 以 得 
到 改变 ,比如 对 细 网 格 而 言 , Д 比较 小 ,如 果 将 它 放大 一 倍 ， 即 网 格 变 稀 为 AC >” (—=2A P), 


对 于 同一 频率 的 误差 分 量 A 值 就 增加 一 倍 .比如 原来 是 &A% 一 2r， 现 在 kA" =n, EMR 
就 提高 了 ; 另外 如 果 将 网 格 加 密 一 倍 , рде ao, Apa АД hA, IN 


№ АА 2т, 在 现 变 为 +， 这 一 频率 的 误差 分 量 衰 减 因子 也 大 为 提高 ， 于 是 迭代 过 程 得 到 了 加 

速 。 由 上 述 分 析 可 知 , 网 格 不 能 简单 地 一 步 一 步 地 加 密 或 变 稀 , 而 是 反复 进行 ， 这 样 误差 将 不 

断 减 小 , 迭代 过 程 得 以 加 速 .不 同 斥 度 的 网 烙 称 作 不 同 层 次 , 有 几 个 层次 的 阅 格 尺度 就 构成 了 
“452。 


多 层 网 格 ， 在 多 层 网 格 上 反复 交替 进行 以 加 速 和 迭代 收敛 过 程 就 叫做 多 重 网 格 法 。 
6.4.2 多 重 网 格 法 的 基本 作法 


现在 讨论 多 重 网 格 法 的 有 具体 步骤 。 
设 网 格 的 步 长 为 (=0，1，2…，Mf)， 记 原 方程 〈C, 6,4,. 1) 式 为 
. Lu = f (С. 6.4.15) 
НА, 网 格 得 到 的 差分 方程 为 i | 
Lin = f, * (C.6.4.16) 
人 们 最 后 要 求解 的 是 Luxuu = fu (C.6.4.17) 
RIRE 2 Ао hy (С. 6. 4. 18) 


对 于 线性 方程 , Hun Ж СС. 6.4.17) 式 的 近似 解 ，zw 则 为 〈《C. 6. 4. 17) 式 的 精确 解 ， 则 
应 当 有 


Lu u = fu — dx (С. 6. 4. 19) 

ам 是 由 于 解 近似 引起 的 亏损 ， 若 记 . 
UM = Им — Им (C. 6. 4. 20) 
M (C. 6. 4.19) 式 可 写作 : Lauvu=dy (С. 6. 4. 21) 
上 述 方程 称 为 亏损 方程 。 | | 
线性 多 重 网 格 法 是 求解 《C. 6. 4. 17) 式 和 在 - i=l ш +1 
h, 网 格 上 求解 
Livi = d, (C. 6. 4. 22) 


方程 相 结合 的 一 种 方法 。 

首先 我 们 假定 只 有 两 种 网 格 ， 图 C. 6. 20 中 
“O” 点 为 细 网 格 ,“ 口 ”点 为 粗 网 格 ,它们 之 间 的 
网 格 大 小 分 别 为 疡 和 吾 , HB H—2h, 所 求解 的 方 
程 分 别 是 


Lyu, = Л С | 
也 PER = и кыш EEN E А 2—2 il i +1 b +2 
其 中 第 一 式 是 我 们 最 终 要 求解 的 方程 ， 而 两 个 方 EN 


程 的 值 需要 转移 ， 叫 做 转移 计算 . 它 由 转移 算 子 
18 来 完成 ,表示 由 细 网 格 到 粗 网 格 的 转移 ， 反 之 也 有 相反 方向 的 转移 ， 记 作 ТА 
这 里 转移 算 子 是 可 以 人 为 选 定 的 ,在 图 &. 6. 20% “О” 是 细 了 网 格 点 ,“ 口 ”是 粗 网 格 点 。 如 
果 使 两 者 重合 的 节点 上 аин, MRAD u 值 ， 这 种 转移 叫 直接 映射 算 子 ， 即 
IPu, (z, y) = ukr, y) (С. 6. 4. 24) 


另外 若 设 


1 Я 
ипон 一 ggl 1.571 + B; — ijt] + B¿ tli + Wi +i i+ 
+ 24015 F uat F ipg T+ ieiti) + 4н, AJ 


oaf) | 
= 16 2 4 2lu,(z; КАР иһбт,у? (С. 6. 4, 25) 
21-1 
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(С. 6. 4. 26) 


N 


其 中 二 表示 等 价 . 这 个 算 子 又 叫 完全 加 权 转 移 算 子 。 
以 上 是 由 细 网 格 转移 到 粗 网 格 ， 这 时 节点 减少 .而 由 粗 网 格 向 细 网 格 转移 时 则 需 增 加 节 


点 ， 因 此 要 进行 插值 ， 一 般 要 引进 插值 算 子 ; 


А 12 1 
n = + 2 4 2 (С. 6. 4. 27) 
ЕДЕ! 
Uii, T М 
Hp Hitl 一 Т, кан 十 8) 
1 (С. 6. 4. 28) 
Hiiti T 9 (лнн + иін) 
1 
иа + 一 4 СИЧ + иіні + "тз +1 Ë Жүз, 
现在 来 说 明 双 重 网 格 的 计算 过 程 。 


D REWE uP, X Kmua 一 六 作 力 次 选 代 《〈 如 松弛 选 代 ， 故 也 称 松弛 为 次 )。 一 般 妃 一 


и: = Relax" (uf , Lar, fp) (C. 6. 4. 29) 


这 里 ， 二 表示 “定义 为 ”， Relax” (uf, Las fa 为 以 ищ? 为 初 值 ， 对 L, = f, 进行 y, KP 
弛 迭代。 
《2》 粗 网 格 和 修正 
1) 计算 粗 网 格 亏损 量 
4? = f, — L, up (C. 6. 4. 30) 
2) 从 细 网 格 到 粗 网 格 转移 亏损 量 | 
а? = ша (С. 6. 4. 31) 
3) 在 粗 网 格 上 求 
Lof = dP 的 精确 解 vi (C. 6. 4. 32) 
4) 由 粗 网 格 向 细 网 格 转 移 修正 量 
009 = Tv (C. 6. 4. 33) 
5) 计算 细 网 格 上 修正 后 的 量 | | 
I ы? = и? + u (C, 6. 4.34) 
Шш? 为 初 值 重复 1, 2? 过程， 多 次 重复 以 上 过 程 直到 xi KAA 
止 ， 其 中 一 个 过 程 可 以 用 图 C. 6. 21 表 示 。 imis 
从 以 上 过 程 看 , 第 1 步 是 细 网 格 的 松弛 , 这 是 一 个 便 误 差 光 滑 的 h > 
过 程 ， 其 中 对 高 频 作 用 明显 ， 对 低频 作用 差 : 到 了 粗 网 格 上 ， 由 于 7А 
ВИА ШЕЛЖИ, ЛЯТО, Тале. 但 计算 量 小 ， 粗 网 格 
ЕЕЕ Иа ИЕ Те - 
及 细 网 格 上 误差 光滑 的 两 个 优点 结合 起 来 ， 从 而 使 收 剑 速 度 加 快 。 图 C.6.21 
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通过 以 上 双重 网 格 的 过 程 ， 可 以 看 出 该 方法 的 本 质 ， 但 实际 计算 中 人 们 很 少 使 用 双重 网 
烙 而 用 多 重 网 格 法 ， 其 过 程 也 是 类 似 的 。 


线性 方程 多 重 网 格 的 方法 为 : 
网 格 步 长 记 作 六 (k=0, 1, 2, у м), 一 般 取 
hi=2*h (С. 6. 4. 35) 
相应 的 算 子 为 | О 
Law = Р, RWA Гань = f, (C. 6. 4. 36) 
НЕЙТ. ПЯНА. G—1, 2, 2 | ~ (C.6.4.37) 
由 细 到 粗 为 限制 算 子 Л G= 1, 2, M) 
求解 方程 为 © Lyun™=fu (C. 6. 4. 38) 
其 过 程 步骤 如 下 ， 
(1) AEP up, XF (C.6.4.38) 式 作为 次 松弛 
Р, = Relax” (и? Lu, £) | (C. 6. 4. 39) 
(2) 粗 网 格 修 正 
D 计算 亏损 量 d) = fu— Lu и? (C.6. 4.40) 
2) @% S AE ap =I am | (С. 6. 4. 41) 
; 3) 近似 求解 Luuka = Р, ‚ (С. 6. 4. 42) 
得 近似 解 ор, 
4) 再 计算 新 的 亏损 量 
| dg, = dg, 一 мон (С. 6. 4. 43) 
5) 转移 亏损 量 Pa Rd, | (С. 6.4.44) 
6) 近似 求解 Luo = du, (C.6.4.45) 
TEME 00, | 
其 余 类 推 ， 最 后 得 到 最 粗 网 格 上 的 方程 为 | 
Lov® = 4% | «С. 6. 4.46) 
得 到 精确 的 (高 精度 的 〉 oC 
D H wt" 通过 插值 算 子 得 到 
v = Г? | (C. 6. 4.47) 
最 后 得 отео (С. 6. 4. 48) 
应 当 有 | | Ілу = dio (C. 6. 4. 49) 
如 果 不 满 足 , Wh СС. 6. 4. 48) RAR {ИТЕУ ERRIRE o 然后 用 同样 的 方 
法 可 以 得 到 UP, 050, s, о? 
| 8) 最 后 得 vi Hui =u (C. 6. 4. 50} 


ШЖ t 满足 方程 《C. 6. 4. 38) 式 ， 则 求解 结束 ， 否 则 重复 以 上 过 程 。 
以 上 过 程 可 以 用 图 C. 6.22 的 《a》 图 表示 ,实际 过 程 可 以 是 多 种 多 样 的， 如 图 C. 6. 22， 


(6), (c), (d), (e) үт. 
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hi 
ho ` 
二 这 松弛 和 限制 转移 过 得 


— 插值 转移 
(a) (с) 
һм 
h, 
h hu 
V 一 形 循环 
(4) а 
"AA 
ho 
下 一 形 御 环 
(e) 
: ， 图 C.6.22 
作为 一 个 例子 ， 求 解 
— Ди = 2 
u(0,y) = у(1— y), и(х,0) = ж(1 — z) 
(C.6.4.51) 
и(1,у) = у(1— у), н(х,1) = z(1 — z) 


用 超 松弛 SOR)， 交 换 方 向 隐 式 格式 (ADI) 及 W 型 的 多 重 网 格 法 (MG) 可 得 以 下 结 
果 N 


СРО (IBM/370—158) | 


| 一 1200s 


-一 二 一 


127s 05X107? 


0.2X10-* 


可 见 MG FERFEAR. ` | 
在 这 里 每 次 计算 都 是 求解 亏损 , 回 算 时 用 的 是 大 加 原理 , 这 只 对 线性 方程 才 是 适用 的 ,对 
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于 非 线性 方程 显然 是 不 合适 的 。 非 线性 方程 的 MG 法 的 过 程 如 下 述 。 


设 hu 网 格 上 的 方程 为 
| им = fu 
给 出 初 值 uw,， 代 入 后 经 过 p 次 迭代 得 到 的 解 为 ww,， 这 里 是 近似 的 ， 故 
L uun, == fu, < 
将 uw, 转移 到 M 一 1 网 格 上 ， 即 
wh = IF luu, 
同时 设 Su- 5L uuu ЧІ (fu—fu,) 
求解 = лим-1 = fu- 


以 ин, AME, ВЭБ о 次 ， 再 向 更 粗 的 网 格 过 渡 ， 依 此 类 推 到 最 粗 的 网 格 时 设法 得 到 精确 
解 ， 记 作 uos M ww 的 初 值 地 与 wo 值 之 差 为 wo 一 wt， 在 如 网 格 基 础 上 插值 得 到 
и = ugg + 下 (to 一 ug) 

以 这 一 и, EPERE и, 而 得 到 准确 的 ww 值 , 再 回 代 求 us e EPR uu AERE 
EHE f, 都 要 记 住 ,这 一 方法 可 用 于 非 线性 方程 类 代 循环 过 程 , 它 也 有 图 C. 6. 22 所 示 的 各 种 
可 能 性 。 

有 一 点 要 说 明 的 是 , 在 计算 中 迭代 次 数 p, q 等 的 选用 是 考虑 到 收 全 速度 下 降 时 即 停止 迄 
代 而 转 入 加 大 网 格 。 所 谓 选 代 变 慢 可 用 以 下 指标 来 判别 ， 选 ó 为 

s = 本 次 迭代 求解 中 最 大 剩余 量 的 模 


上 次 迷 代 求解 中 最 大 剩余 量 的 模 
HREH S,u,— f.) 
当 > 


NUIRE, HP o~l, 7 = тах |7 |. 7 为 各 点 分 析 得 到 的 误差 放大 因子 的 大 小 , 一 个 简 
单 的 方法 是 当 6 之 1 时 就 认为 收敛 速度 变 慢 。 | 

在 实际 计算 中 人 们 可 以 设置 自动 开关 ， 当 收敛 速度 下 降 时 自动 变 粗 网 格 ， 当 收 敏 达到 要 
求 后 自动 转向 加 密 网 格 。 i 


6.5 ”并行 计算 与 向 量 运算 


现代 计算 机 技术 发 展 非常 迅速 ,但 计算 速度 的 提高 毕竟 是 有 限度 的 .如 果 仔 细 分 析 计 算 机 
的 运行 就 会 发 现 仍 有 潜力 可 控 。 比 如 高 集成 的 运算 器 完成 一 个 运算 约 为 10ns， 运算 时 首先 要 
ARTER, 运算 结果 丙 送 回 储存 器 ,如 果 它 们 之 间 的 联 线 为 3m, 则 信息 传送 要 50ns, 往 
返 一 次 为 100ns; 这 种 数据 存 与 取 的 时 间 即 为 运算 器 的 等 待 时 间 , 这 是 完全 多 余 的 。 如 果 将 下 
一 个 运算 所 需要 的 数据 在 此 期 间 送 入 ,计算 机 即 可 进行 计算 而 不 需要 等 待 时 间 了 .比如 说 进行 
如 下 的 运算 : 

DO 10 I=1,100 
AG(D=B()+C(D ` 

10 CONTINUE . 
最 浪费 时 间 的 方法 是 从 储存 器 1 AI PRE BO CO), 计算 完 后 送 入 储存 器 也 中 。 另 一 
个 有 效 的 方法 是 连续 地 自动 向 计算 器 送 入 数据 B(1),B(2) ，… ,B(100):C(1),C(2), "s, 
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C(100),12 3848 ЖИ A НКА. А(1),А(2),---,А(100) ,如 图 C. 6. 23 所 示 。 


m 


往返 100 次 往返 10 次 
(a) (b) 


ËJ C.6.23 

这 样 同一 种 运算 , 同一 台 计 算 机 ， 采用 不 同 的 算法 , 运算 速度 会 有 很 大 的 差别 .如 果 有 几 
个 运算 器 (CPU)， 则 也 可 以 由 几 个 运算 器 同时 运算 ， 使 得 运算 时 间 大 大 缩短 .这 种 运算 叫做 
向 量化 运算 。 

向 量 计算 的 概念 始 于 1970 年 ， 目 前 所 有 巨型 
计算 机 都 采用 向 量化 和 并 行 化 计算 ， 它 们 的 结构 
有 所 不 同 ， 但 原理 是 相近 的 。 | 

向 量 、 并 行 计算 机 的 分 类 如 图 C. 6. 24 所 示 。 
向 量 机 和 阵列 机 的 区 别 在 于 数据 到 单元 的 通讯 方 
式 不 同 。 作 为 用 户 如 果 使 设计 的 程序 能 够 适应 并 
TER., 计算 速 度 将 大 大 提高 ;相反 如 果 不 适应 
或 者 部 分 适应 并 行 运算 ， 就 会 降低 计算 速度 ， 使 
计算 机 的 效率 不 能 充分 发 挥 . 下 面 简 要 介绍 向 量 . ея 
运算 的 原理 及 程序 向 量化 的 基本 原则 。 

向 量 运算 的 原理 可 用 流水 线 来 说 明 。 如 有 一 工件 需 6 个 加 工程 序 ， 现 有 6 个 人 工作 .一 种 工 
作 广 法 是 ， 每 个 人 将 一 个 工件 的 6 个 程序 从 头 到 尾 进行 一 次 ， 然 后 再 加 工 下 一 个 工件 。 一 般 情 
况 下 此 法 效率 较 低 。 另 一 种 方法 是 6 个 人 排 成 一 流水 线 ， 每 人 只 进行 一 个 工序 ， 这 样 加 工 速度 
将 大 大 提高 .向 量 机 的 运行 即 是 如 此 ,每 一 计算 步 的 结果 则 离开 运算 器 ,第 2 个 数据 立即 进入 运 
算 恬 ， 数 据 的 传送 过 程 并 不 影响 计算 的 进行 ， 从 而 使 运算 能 力 得 到 充分 利用 。 

下 面 举 例 说 什么 样 的 程序 可 以 进行 向 量 运算 。 

例 1 数组 相 加 最 好 向 量化 ， 倒 中 左 端的 Y 表示 向 基 化 了 。 


并 行 计算 机 


单 指令 多 重 数据 多 指令 多 重 数据 


和 < DO 20 I=1, 200 | 
ЛУ. А‹1)=В(1)+С(1)+5 
у | D(1)=E(I1)x*C(1) 

V------------------- >20 CONTINUE 


例 2 在 本 例 中 有 两 种 循环 , 应 当 指出 多 重 循环 时 只 有 最 里 面 的 循环 有 可 能 向 量化 , 而 其 
它 层 的 循环 都 是 不 能 向 量化 的 。 在 内 循环 中 ,如 果 运 算 中 要 使 用 一 个 数组 内 当前 正在 处 理 元 素 
前 面 的 元 素 , 这 种 运算 也 是 不 能 向 量化 的 。 在 本 例 中 将 两 个 循环 的 次 序 作 了 交换 ， 从 而 得 以 实 
现 向 量化 。 例 中 S, 表示 只 能 顺序 计算 ，Y, 表示 可 以 向 量化 运算 。 
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= 30A 


s-------------------- < 
Sob =s = m m m h m S а ыр < 
5 Sb 

S-$b------------- ---- > 20 
s РЕ E көз о ,en ра “Su Tua et A sss: АЕ < 
5 Уз-------—----- ---- < 
5 Уз 

S-Vs------ — - - - > 30 


DO 20 1 =1, 20 
DO 20]Ј=2, 30 
T(1,D=T(1,J—1)+S 
CONTINUE 
DO 30 J=2. 30 
ПО 30 I=1, 20 
T(1.,Jy=T(I ,J-—1)—S 
CONTINUE 


例 3 在 上 例 中 已 经 提 到 使 用 数组 内 前 面 的 元 素 不 能 向 量化 ,为 此 本 例 中 循环 内 的 两 个 


et S A < 

5 

5 

а а e E >10 
V-------------------- < 

V 

Moe am ае з ерд ass > 20 
Sbr е инн в = ы ЫЕ s < 
Sbr 

Sb > 30 


运算 分 别 在 两 个 循环 内 进行 ， 这 样 就 可 以 实现 部 分 向 量化 ， 从 而 节省 部 分 时 间 。 


DO 10 1=1, 200 
A(I1)=SQRT(A( I )) 
B(I)=B(I 一 1) 

CONTINUE 

DO 20 I=1, 200 
AC1)=SQRT(ACI)) 

CONTINUE 

DO 3t 1 =1, 200 
B(I)=B((I —1) 

CONTINUE 


Фуа 前 面 说 明 使 用 数组 内 前 面 的 元 素 不 能 向 量化 , 但 是 如 果 使 用 以 后 的 元 素 , 则 可 向 量 


у-------------------- < 
у 

у------------—--—---—-—-- > 130 

Меш нонун ш ыштыше Шаша нана Бәш < 

у 

VY > 140 
下 面 的 循环 必须 交换 次 序 才能 向 量化 

Sbr- ---------~-----~----- < 

Sbr 

Sbr 

Sbr------------------- .> 180 
V- ааа а Бе АО < 

у 

ү 

у-------------------- > 190 
下 例 也 只 能 有 条 件 的 向 量化 
nr kaktaka SE Sas Sapa < 

S Va e mua ma Guns Ашна ыыы ss пы < 

S Vs 

SVs---~--~------------ > 215 
9. е е um ша ы ma ыыы ышы ЫШ > 216 


化 ， 又 如 使 用 前 面 未 用 过 的 元 素 也 是 可 以 向 量化 的 .本 例 说 明了 这 一 点 。 


DO 130 1 =1, 200—1 
A(1)=A(CI+1) 

CONTINUE 

DO 140 1 =2, 200, 2 
ACI)=ACGI-—D+ACI +1) 

CONTINUE 


DO 180 [=1, 200—1 
АС! )=С(1)› 
В(1)=А(І +1) 

CONTINUE 

DO 190 I =1, 200—1 
B(I)=A(I+1) 
A(I)=C(1) 

CONTINUE 


DO 216 I =1, 200, ABS (K) 
DO 215 J=1, ABS(K)—1 
A(I-—+D)=A(CI+]+K) 
CONTINUE 
CONTINUE 
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例 5 下 面 的 循环 不 能 向 量化 


J=15 
Sbr - - - - - < DO 150 I =2,20—1 
Sbr 2 т‹ї.})#=0.25#(Т(1 —1,JD+T(1-+1,D-T(1,J—- DD +T ,J+1)) 
ЅЫг- -- = - > 150 CONTINUE 
分 成 两 个 循环 后 就 可 以 实现 向 量化 
Vas - - – < DO 160 I =2,20—1,2 
Vs TCI ,J)=0. 25% (TCI —I,D+T(I+1.D+T(OI.J—-D+TCI J+1) 
Vs----- > 160 CONTINUE | 
Уз----- < DO 170 I =2,20—1,2 
Vs | т‹1.})=0.25*(Т(1 —1 DIT +1,D+TCI ,J—l)+T( ,J+1)) 
Vs----- > 170 CONTINUE 


但 要 注意 ， 这 里 的 计算 结果 可 能 发 生 了 变化 ， 故 在 设计 向 量化 程序 时 必须 注意 这 一 点 。 
例 6 本 例 中 采用 的 是 间接 标号 ， Ран ача 
Sta, КИЕ ТА ЧИН ВИ ИЛДИ b ЕВ — ВИРА ЕЛЕН АА pP] {Е (В ЖЕЛЕП 


能 利用 。 
$-------------------- < DO 220 1 =1,200 
S | J=INDX1( 1) 
S BCID=AQ)+C(1) 
S--------------- ----- > 220 CONTINUE 
БОНЫ Анин онын ыры ы Буны < DO 230 1 一 1,200 
s J=INDX1(1) 
=INDX2( 1) 
s B(D=A(K) 
S-----~--------------- > 230 . CONTINUE ` 
例 7 本 鲍 的 求 和 过 程 显然 可 以 向 量化 。 
| | S =0.0 
55=0.0 
у-------------------- < DO 300 1 =1.200 
у S =5+А(1) 
v SS=SS+A(I)* BCI?) 
у-------------------- > 300 CONTINUE 
例 8 ют AUR, ЖЖ ЖЕП ДЕЕ OE НЇН, 如果 没有 返回 ,可 以 向 量化 。 
V--------------- < DO 310 1 =1,200 
у IF(A( 1 ).GE.0.0) BCI)=ACI)xC(CI) 
V----- > 310 CONTINUE 
下 面 的 例子 就 不 能 向 量化 
IMX=1 
Sb--------------- < DO 320 I =1,200 
Sb | IF(A( 1 ). GE. A(IMX)) IMX= 1 
sb--------------- > 320 CONTINUE 
例 9 循环 中 有 子 过 程 ,一 般 也 是 不 能 向 量化 的 。 
ыыра аы иаа а < DO 400 1 =1.200 
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чо 


5 CALL АОП(АС1),ВС1),С(1)) 


8--------------- > 400 CONTINUE 
S--------------- < DO 410 T =1,200 

5 CALL ABB(A.B.C,200) 
Ss - > 410 CONTINUE 


还 可 以 举 出 很 多 例子 说 明 向 量化 的 各 种 情况 ,实现 向 量化 的 基本 原则 是 ， 
(1) 程序 或 子 程序 设计 时 尽量 采用 数组 而 不 用 独立 的 单元 。 
《2) 数组 存 人 时 要 相继 地 存 或 取 ， 切 总 乱 存 乱 取 。 
(3) DO 循环 的 标号 《最 内 层 的 循环 ) 应 当 尽 可 能 是 第 1 个 下 标 。 
(4) 如 果 在 运算 等 式 的 左边 出 现 数值 时 ， 在 循环 中 应 当 尽 可 能 用 数组 来 代替 。 
(5) DO 循环 中 尽 基 减少 或 不 出 现 IF 语句 。 
(6) 用 优化 或 向 量化 的 子 程序 来 消除 IF 语句 或 代 普 不 能 优化 的 话 句 。 
(7) 写 出 的 Fortran 语句 尽量 短 ，。 
(8) 在 DO 循环 中 尽量 不 用 子 程序 。 
下 面 举 一 例 , 说 明 如 何 应 用 以 上 原则 尽 可 能 实现 向 其 化 .对 于 Chebyshev-Gauss 变换 , 根 
据 算法 直接 编写 程序 将 有 很 多 循环 不 能 向 量化 ， 如 循环 20，25，30 均 不 能 向 量化 ， 究 其 原因 
在 于 要 用 返回 或 未 知 方位 的 单元 .下面 为 该 变换 算法 的 程序 
SUBROUTINE FFTCS(CRE ,CIM RSINK,N,N2i, TO,IER) 
DIMENSION CREIN) CIMIN) ,RSINKIN21) 
PAI=ACOS(— 1. 0) 
NH=N/2 
IF(TO. LT. 0.0) THEN 


C 
C- - - DETERMINE Vj WITH Uj; e.g. Uj= > Vj 
c 
Ус------ < DO 10 J=1,NH 
Ve f CIM(J)=CRE(2 x J—1) 
Ve 2: CIM(J+NH)=CRE(N—2 * J 十 2) 
Ус------ > 10 CONTINUE 
V ------ < DO 15 J=1,N 
у CRE(J)=CIMGO) 
v СІМ) =0.0 
У ------ > 15 CONTINUE 
С 
C- - - CALCULATE Vk WITH FFT-METHOD 
С | 
| CALL FFT1C(CRE,CIM,RSINK,N,N21, —1. 0,1ER) 
c 
C- - - CALCULATE Uk WITH Ук 
a 
NH=N/2 
NH1=NH+1 
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= от чав =r чу D Waka, 
ee a a: 


CRE(NH1)= CRE(NH1) * 2. Ок COS(PA I /4.0) 
CIM(NH1)=CIM(NH1) * 2. 0 + СО$(РА1/4. 0) 


SSSSSb- - ---- < DO 20 K=2,NH 
SSSSSb X1=CIM( K) * RSINK(K) +CRE( K) * RSINK(N— 
| K+2) 
SSSSSb X2=CIM(N—K +2) х RSINK(K)—CRE(N—K+2) + RSINK(N 
-K+2) ` 
SSSSSb  X3=CRE(N—K+2) x RSINK(K) 十 CIM(N 一 K 十 2) * RSINK (N 
一 K 十 2? | 
SSSSSb Х1=СЕЕ( K) + RSINK(K) —CIMC К) * RSINK(N— 
K+2) . 
SSSSSb X5=CIM(N—K+2) * RSINK (N—K+2)+CRE(N—K +2) * 
RSINK(K) | 
SSSSSb X6=CIM( K) < RSINK(N—K+2) —CRE( K) * 
RSINK(K) 
sssssb X7=CRE( K) x RSINK(N—K +2)+CIM( К) * 
RSINK (К) А 
SSSSSb X8=CRE(N—K +2) x RSINK(N—K+2)—CIM(N—K+2) * 
RSINK(K)> 
SSSSSb CRE(K)=X1—X2 
SSSSSb ` CIM(K)=X3—X4 
SSSSSb CRE(N—K+2)—X5—X6 
SSSSSb CIM(N—K+2)=X7—X8 
SSSSSb- - - ~ - - >20 CONTINUE 
ELSE 
c 
C- ~ - CALCULATE Vk WITH ОК 
c 
NH=N/2 
NHI=NH+1 


CRE(NH1)=CRE(NH1) * COS(PAI/4. 0) 
CIM(NH1)=CIM(NH1) * COS(PAI/4. 0) 


SSb------ < DO 25 K=2,NH | 

SSb X1=0.5 * (CRE(K) * RSINK(N—K+2)+CRE(N—K+2) * 
RSINK(K)) 

SSb X2=0. 5 + (CRE(K) x RSINK(K) —CRE(N—K-+-2) * RSINK (N 
-K+2)) 

SSb X3=0. 5 * (CRE(N—K+- 2) + RSINK(K)+CRE(K) * RSINK (N 
一 区 十 2)) 

SSb X4=0. 5 * (CRE(N—K +2) * RSINK(IN— K+ 2)—CRE(K) * 
RSINK(K)) 

SSb CRE(K)=X1 

SSb CIM(K)=X2 

SSb CRE(N—K+2)=X3 
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корав нта 


SSb CIM(N—K+2)=X4 


СЕРР > 25 CONTINUE 
c 
C- - - CALCULATE Vj WITH FFT-METHOD 
c 
CALL FFT1C(CRE,CIM,RSINK,N,N21,1. 0,IER) 
c 
C- - = DETERMINE Uj FROM Vj, е.в. Vj => Uj 
| с 
SHR ES aa < DO 30 J=1,NH 
Sbr CIM(2 x J—1)=CRE() 
Sbr CIM(N—2 x J+2)=CRE (Q МН) 
бырден > 30 CONTINUE 
Vos гызы < DO 35 J=1,N 
у CRE(J)=CIMCJ) 
v CIM(D=0.0 
ТЕЧЕ > 85 CONTINUE 
ENDIF 
с 
RETURN 
END 


为 了 使 程序 向 量化 ,简单 的 方法 是 增设 一 些 数组 ,将 它们 作为 中 间 储 存单 元 ,而 将 循环 内 

的 运算 分 成 几 部 分 ,从 表面 看 ,下 述 程 序 和 前 面 的 程序 得 到 的 结果 是 同样 的 ,但 速度 提高 了 近 
10 倍 ,而 且 被 转换 的 数组 的 维 数 越 大 ,节省 时 间 越 多 ,当然 这 样 做 也 是 有 代价 的 ,运算 所 需 的 存 
储 单 元 和 程序 规模 都 要 增加 。 

SUBROUTINE VFFTCS(CRE ,CIM ,RSINK ,N,N21. ТО ЛЕК 

1 ,ACRE,ACIM,HWORK,N215) 

DIMENSION CRE(N) ,CIM(N),RSINK(N21) 

DIMENSION АСКЕ (М) ,ACIM(N) ,HWORK (N215) 

COMMON /CMATCO/ PI 

COMMON /CCOSCO/COS45,COS452 


С 
С REOROER THE CRE,CIM IN ACRE,ACIM 
c 
NH=N/2 
NH1=NH+1 
IF (TO. ІТ. 0.0) THEN 
C 
C- - - DETERMINE Vj WITH Uj; e.g. Uj => Vj 
C 
Ve--------- < DO )0 J=1,NH 
Ус CIM(J)=CRE(2 *]—1) 
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Ve CIMU+NH)=CREC(N—2*J+2) 


Vc----~---- > 10 CONTINUE 
Wa акчы < DO 15 J=1,N 
у CRE(J=CIM(J) 
v CIMJ) =0.0 
v ACRE(D =CRE (J) 
v ACIM(J)=CIM(J) 
у--------- > 15 CONTINUE 
c 
C- - - CALCULATE Vk WITH FET-METHOD 
С 


CALL F2TRF(N,ACRE.ACIM,HWORK) 
C 
C- - - CALCULATE ©К WITH Vk 
c 
CRE(1)=ACIM(1)/FLOAT (N) 
CIM(1)=0.0 
CRE(NH1)=ACIM(N)/FLOAT(N) 
CIM(NH1)=0. 0 


Ve =- < DO 18 K=2,NH 
Ve CRE(K)=ACIM(2 + K—2)/FLOAT(N) 
ус СЇМ(К›=АС1М (2 + K—1)/FLOAT(N) 
Ve C .CRE(N—K+2)=CRE(K) 
Ve c  CIMIN—K+2)= —CIM(K) 
Ve ACRE(K) 一 CRE(K) 
Ve ACRE(K+NH)= —CIM(K) 
ve--------- >18 CONTINUE 
у--------- < DO 28 K=N—NH+2z,N 
у NK=N—K+2 
у CRE(K)=ACRE(NK) 
у CIM(K)=ACRE(NK+NH) 
V--------- >28 CONTINUE 

NH=N/2 

NH1=NH+1 


CRE(NH1)=CRE¿(NH1) * COS452 
' CIM(NH1)=C]M(NH1) * COS452 
Ves -- --- гы < DO 19 K=2,NH 


Ve NK=N—K+2 

ус ACRE(K)=CRE(NK) 

ус ` ACREC(K+NH)=CIM(NK) 
Ус ACIM(K)=RSINK(NK) 
Ус-------- >19 CONTINUE 
vce-------- < DO 20 K=2,NH 
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Ve 


Ус 


Ve 


Ус 


Ус 


Ve 


Ус 


Ve 


° 


> 23 


C 
C- - CALCULATE Çk WITH Uk 


X1=CIM( K) + RSINKIK)+CRE( К) * RSINK(N—K 


+2) ， 

X2=CIM(N—K +2) * RSINK(K) -СКЕ(М-К+ 2) * RSINKCN 
K+ 2} 

X3=CRE(N -К+2) * RSINK (K) +CIM(N—K+2) * RSINK (М 
K+2) 

X4=CRE( K)* RSINK(K)—CIM( K) * RSINK(N- K 
+2) 

X5=CIM(N—K +2) * RSINK(N—K+2)+CRE(N—K+2) +» 
RSINK{K) | 

X6=CIM( K)* RSINK(N—K+¿2)—CRE( K) ж 
КМК (K) 

Х?=СКЕ{ К) + RSINK(N—K+2)+CIM( К) * 
КІМК (К) 

X8=CRE (N —K +2) + RSINK(N— K+2)—CIM(N—K+2) * 
RSINK{K) 

X1=CIM( К) + RSINK(K)+CRE( KY * АСІМ(К) 

Х2= АСКЕ‹(К + МН) * К5ІМК(К) —ACRE(K) * ACIM (K) 

X3=ACRE(K) * RSINK(K)+ACRE(K+NH) * ACIM(K) 

X4=CRE( K)* RSINK(K)—CIM( К) + ACIM(K) 

X5=ACRE(K+NH) * АСІМ(К) +АСКЕ(К) * 
RSINK(K) 

X6—CIM( К) * ACIM(K) —СЕЕ( К) * RSINK 
(K) 

X7=CRE( К) + АСІМ(К) +CIM( К) + RSINK 
(K) 

X8=ACRE(K) * ACIM(K) ‚ —ACRE(K+NH) + 
RSINK(K) 


CRE(K)=X1—X2 

CIM(K)=X3— X4 
CRE(N—K+2)=X5—X6 
CIM(N—K+2)=X7—X8 
ACRE(K )=X5—X6 
ACRE(K+NH)=X7—X8 


> 20 CONTINUE 
DO 23 К=М-МН+2.М№ 


NK=N—K+2 
CRE(K)= АСКЕСМК) 
CIM(K)=ACRE(NK+NH) 


CONTINUE 


ELSE 
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ds... e = ` 


Ve 


Ve 


r 


CY Cy G gy ЄЗ Сї Къ Су 


Q 


NH=N/2 

NHI=NH+1 
CRE(NH1)=CRE:NH1) * COS45 
CIM(NH1)=CIM(NH1) * COS45 


DO 29 K=2,NH 


NK=N-K+2 
ACRE(K)=CRE(NK) 
ACRE(K+NH)=CIM(NK) 
ACIM(K)=RSINK(NK) 


CONTINUE 
DO 25 K=2,NH 


Х1=0. 5 * (CRE(K) * RSINK(N— K+2) 十 CRE(N 一 多 十 2》 * 
RSINK(K)) 

Х2=0. 5 + (CRE(K) + RSINK(K)—CRE(N—K +2) * RSINK (N 
一 K 十 2)) f 

Хз=0. 5 * (CRE(N—K+2) * RSINK(K)+CRE(K) + RSINK(N 
—K+2)) 

X4=0. 5 + (CRE(N—K +2) * RSINK(N—K +2)—CRE<K) x 
RSINK(K)) 

Х1= 0.5 * (CRE(K) * ACIM (K ) АСЕКЕ (K ) ж 
КМК (КЭ) 

Х2=0. 5 * (СКЕ‹К) * КЅІМК (К) -АСВЕ(К ) * 
ACIM(K )) i 

X3=0. 5 * (ACRE(K ) * RSINK (K)+CRE(K) * 
ACIM(K )) 

X4=0. 5 + (ACRE(K ) * ACIM(K )—CRE¿K) * 
RSINK (K)) 

CRE(K)=X1 

CIM(K)=X2 

CRE(N—K+2)=X3 

CIM(N—K+2)=X4 


ACRE(K ›=х3 
ACRE(K+NH)=X4 
CONTINUE 


DO 31 K=N—NH+2,N 
NK=N—K+2 
CRE(K)=ACRE(NK) 
CIM(K)=ACRE(NK+NH) 

CONTINUE 


ACIM(1)=CRE(1) 
ACIM(N)=CRE(NH1) 
DO 33 K=2,NH 


у ACIM(2 * К—2)- СВЕ(К) 
у ACIM(2 + K—1)=CIM(K) 
V -------- - > 33 CONTINUE 
С 
C- - CALCULATE Vj, WITH FFT-METHOD 
С 
CALL F2TRR (N,ACIM,ACRE,HWORK) 
С Я 
C- = DETERMINE Uj FROM Уј e.g. У) => Uj ` 
C 
Уг--------- < DO 36 J=1,N 
Vr CRE(J)=ACRE(J) 
Vr--- - >36 CONTINUE 
Sbr -------- < DO 30 J=1,NH 
Sbr CIM(2 ж J—1)=CRE0) 
Sbr CIM(N--2* J+2)=CRE(J+NH) 
Sbr -------- >30 CONTINUE 
V --------- < DO 35 J=1,N 
y CRE(J)=CIMG(J) 
ү CIM(J) 一 0.0 
V--------- >35 CONTINUE 
ENDIF 
RETURN 
END 


目前 向 量化 的 运算 已 经 得 到 广泛 的 应 用 ,流体 力学 中 的 大 量 运 算 几乎 都 可 被 向 量化 ,因此 
向 量化 的 运算 将 大 大 提高 流体 流动 数值 模拟 的 效率 。 

并 行 计算 是 将 计算 域 分 区 ， 将 每 一 个 区 在 计算 机 的 一 个 部 位 运行 ， 几 个 区 则 由 计算 机 的 
几 个 部 位 同时 运行 ,这样 可 以 进一步 提高 计算 机 的 使 用 效率 ， 从 而 加 快 计算 速度 计算 的 并 
行 化 和 向 量化 同时 使 用 ， 可 以 使 计算 速度 提高 几 个 数量 级 ， 因 此 目前 国外 在 这 方面 进行 了 大 
量 工作 ， 一 方面 要 在 计算 机 硬件 上 下 功夫 ， 另 一 方面 也 要 在 计算 方法 〈 计 算 的 分 区 ， 区 域 间 
的 搭 接 ， 适 合 分 区 计算 的 方法 等 )、 计 算 机 软件 〈 数 据 交 换 ， 计 算 的 协调 等 ) 等 方面 作 工 作 。 
分 区 计算 也 可 以 用 广 微 机 联网 运行 二 ， 这 一 点 对 于 我 国 目前 缺乏 巨型 计算 机 的 情况 来 说 更 为 
重要 ， 是 一 个 值得 研究 的 方向 。 


6.6 无 结构 网 格 及 其 应 用 


在 求解 具有 复杂 几何 形状 的 流 场 时 ,网 格 的 选取 和 生成 是 一 个 十 分 困难 的 问题 .尽管 有 由 
体 坐 标的 方法 ， 但 由 于 网 格 的 安排 是 有 序 和 按 一 定 结构 的 ， 所 以 不 可 避免 地 会 出 现 该 密 的 地 
方 不 能 做 到 很 密 , 不 该 密 的 地 方 又 变 得 很 密 , 在 采用 自 适 应 网 格 时 更 有 这 样 的 问题 .另外 在 有 
НЮР, 有 时 要 生成 有 一 定 次 序 的 网 格 是 非常 困难 的 , 以 至 于 网 格 形状 不 能 得 到 保证 , A 
而 很 不 适合 于 有 限 差 分 法 的 可 求 ， 特 别 是 随 着 计算 流体 动力 学 在 工业 上 的 广泛 应 用 ， 这 个 巴 
盾 就 日 益 突 出 .近年 来 , 人 们 在 有 限 元 法 的 启发 下 ,开拓 了 将 有 限 差分 法 直接 应 用 于 无 结构 有 
限 元 网 格 中 去 ， 这 既 大 大 地 扩展 了 有 限 差分 法 的 应 用 ， 又 避免 有限 元 法 生成 大 规模 的 代数 
方程 组 及 其 因 非 线性 而 造成 的 求解 的 困难 性 ,因此 这 是 一 个 十 分 有 前 途 的 新 的 发 展 方向 ,当然 
这 一 方向 仍 有 一 些 束 手 的 问题 急 待 解决 ， 无 结构 网 格 的 生成 特别 是 三 维 情况 ， 是 十 分 耗 机 
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时 的 繁琐 工作 ,寻找 通用 的 高 速 有 效 的 生成 方法 是 急需 解决 的 .其 次 是 本 方法 如 何 与 高 精度 的 
有 限 差 分 法 相 结 合 ， 也 是 一 个 非常 重要 的 问题， 在 前 面 的 章节 中 曾经 讨论 过 高 精度 差分 格式 
的 必要 性 ， 但 是 目前 为 止 ， 主 要 应 用 于 十 分 规则 的 矩形 网 格 ， 在 非 正 交 网 格 坐 标 下 ,这些 方 

法 未 必 能 得 到 高 精度 的 解 ， 对 于 非 结 均 网 格 而 言 ， 具 有 三 阶 以 上 的 高 精度 格式 尚 难 应 用 ， 如 
果 人 们 在 这 一 领域 内 能 有 所 突破 ， 无 结构 网 格 方法 将 如 虎 添 器 。 上 述 两 个 问题 不 是 不 可 交 服 
的 ， 相 信 在 不 久 的 将 来 会 有 令 人 满意 的 解决 方法 出 现 。 

本 节 中 将 扼要 地 介绍 绅 前 人 们 采用 的 无 结构 网 格 的 生成 方法 及 其 应 用 于 无 结构 网 格 的 差 
分 方法 。 

首先 介 经 无 结构 网 客 的 生成 。 

原则 上 讲 ， 无 结构 网 格 可 以 具有 任意 结构 ， 然 而 这 样 的 结构 实现 起 来 是 很 困难 的 ， 所 以 
这 里 采用 的 是 : 二 维 时 用 三 角形 网 格 , 三 维 时 为 四 面体 网 格 , 也 就 是 说 网 格 的 类 型 是 统一 的 。 
此 外 ， 生 成 的 网 格 当然 要 求 没 有 折 冯 ， 每 个 三 角形 的 形状 应 当 尽 晤 接近 正三 角形 ， 应 当 如 免 
钝 角 接 近 180° 或 锐角 接近 和 零度 的 三 角形 出 现 、 由 于 流 场 的 区 域 往往 是 复 连 通 域 , 还 必须 避免 
侈 格 落 在 域外 ， 下 面 介 绍 一 种 网 格 生成 的 方法 ， 为 简便 起 见 ， 只 描述 它们 在 二 维 问题 中 的 应 
用 ， 事 实 上 这 一 方法 也 可 以 推广 到 三 维 问题 中 去 。 

1850 年 Dirichlet H TRE-TRE: 设 平面 上 离散 地 分 布 着 N 个 点 Pi Pos Ps, + 
Pn， 选 其 中 一 个 点 P;， 则 平面 上 离 P, ЖИНИНЕ 点 集 ， 形 成 一 o ， 可 见 在 
V, 内 所 有 的 点 P 满足 以 下 条 件 : 

(И) = (P: |P — P| < |P — P,|,V 天 办 

这 里 Y ;Z j ERITA Aj ННЯ, Вр jt, 2 一 1 十 1,…N。 这 里 V; 称 中 Voronoi 
区 ， 相 邻 的 Voronoi 区 为 中 心 点 P, 相连 就 形成 三 角形 ， 它 们 称 作 Delaunay 三 角形 。Dirichlet 
指出 , 这 些 Delaunay 三 角形 互相 是 不 会 重 仆 的 和 部 分 被 盖 的 ,图 C. 6. 25 说 明了 这 - ` 点 , 其 中 
N=4, #Q,Q u: 006, 09%, 90.9 AWA Voronoi K, 而 PJPzP; 及 Pi1P;P; 即 为 两 个 
Delaunay 三 角形 ， 不 难 发 现 @，QQ@: 就 是 这 两 个 三 角形 外 接 圆 的 圆心 。 

在 形成 上 述 三 角形 中 需 槛 注意 两 点 ， 其 一 是 除 给 定 的 边 " 
界 点 以 外 ， 所 有 的 点 是 逐步 加 入 的 ， 因 此 需要 给 出 加 点 的 条 \ РТ 
件 ; 其 二 是 由 于 三 角形 单元 是 不 断 地 形成 和 消除 的 , 因此 为 А 
了 使 这 一 过 程 有 比较 高 的 效率 ， 程 序 设计 必须 充分 优化 。 Sk 一 -多 

对 于 每 一 个 点 ，P 与 其 相连 接 的 一 -一 
点 为 (=1，2…，M)， 可 以 设 一 个 数 dP 为 aso 


- ФУ r; — ғ | 
三 角形 的 中 心 点 的 e 角形 3 个 顶点 的 dP, 值 
的 平均 、 当 该 中 心 点 到 三 顶点 的 距离 da оп=1, 2, 3) 满足 图 С-6.25. 
d。>adP。, 且 该 点 到 新 加 点 的 最 短 距 离 s, 满足 s> 84, 时 , 则 该 点 即 为 应 加 入 的 点 。 这 时 所 在 
的 三 角形 将 破坏 ， 这 个 三 角形 的 相 邻 三 角形 ， 藻 它 的 外 接 圆 包含 这 一 中 心 点 ， 则 这 两 个 三 角 
形 的 公共 边 将 被 打破 ,从 而 重新 形成 新 的 三 角形 ,如 图 C. 6. 26 所 示 . 其 中 和 有 可 取 0.7, 利 
用 上 述 方法 ， 可 对 每 个 三 角形 反复 加 点 ， 直 至 不 能 再 加 点 为 止 。 应 该 指出 ， 这样 形成 的 三 角形 
K 


不 一 定 是 很 匀称 的 ， 为 此 ， 可 以 用 最 小 能 量 原 理 将 它们 光滑 化 .这 里 能 量 巨 = Heli, Жер, 


— 
A~ кәй 
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TR O 
一 > АФ 
(b) (с) 
I С. 6. 26 


为 线段 的 长 度 , ci 为 它 的 弹性 系数 ,KK 为 总 的 线段 数 , Я ӘЕ/ат,=0, 3E/3y=0, W 
到 2N 个 线性 代数 方程 ， 由 此 可 以 重新 确定 各 点 的 位 置 ， 从 而 达到 义 称 化 的 目的 。 

此 外 ， 为 提高 程序 的 效率 ， 还 有 许多 方法 ， 包 括 适当 设置 辅助 性 数组 等 ， 在 这 里 不 作 详 
细 讨 论 。 

利用 上 述 方 法 得 到 的 无 结 梅 网 格 能 够 符合 要 求 ， 且 有 较 高 的 效率 ,图 С. 6. 27, С. 6.28 
利用 上 述 方法 得 到 的 二 维 的 无 结构 网 格 , 其 中 心 . 6. 27 所 示 的 是 只 有 一 个 物体 的 复 连 通 域 ， 而 
图 C. 6.28 则 所 显示 的 是 有 几 个 物体 的 复 联通 区 域 。 
上 述 方法 可 以 推广 到 三 维 的 情况 中 ， 其 网 格 的 显示 比较 复杂 ， 这 里 不 再 作 具 体 介绍 ， 


图 C.6.27 EI C.6.28 


下 面 将 无 结构 网 格 应 用 于 可 压缩 粘性 流体 流动 的 数值 计算 。 设 原 方程 为 


aF 
2U — + = 0 (С. 6. 6.1) 


这 里 也 只 限于 讨论 二 维 癌 题 ， 这 里 
P 


e ` рий 9 +C eV) — Зр, 
Q= | |,Е, = 
pu биш 一 2HpEny 
pE 2 ат 


(Е + pu — 2V +E) У +V) — t SZ 
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p 
puu 一 2HE, 


Е, = | оно + р + ‚иу e V) — ре, (C. 6. 6. 2) 


(PE + pw — 20У 6) + иу V) SE 
流动 还 假定 是 层 流 的 ,为 了 将 上 式 在 二 维 问题 中 离散 化 ,选用 
如 图 C. 6. 29 形 式 的 单元 体 , 其 中 6。 是 中 心 点 , 1，2, …，6 是 
与 它 直接 相 联 的 相 令 点，A4B 是 0 一 2 线 的 中 垂 线 ， 其余 类 推 ， 
为 确定 4 ÉE o 点 的 梯度 ， 可 以 用 格林 公式 

V = p 22 w ns, (С. 6. 6. 3) 


其 中 必 是 0 到 i G=1, 2, > .6) “的 单位 向 量 ， 05 是 与 它 垂 直 
的 侧面 的 长 度 (或 面积 )， 其 中 作为 AB: FA 所 图 的 面积 
(或 体积 ). 在 这 个 所 围 的 面积 上 对 (C. 6. 6. 2) 式 进行 积分 , 则 
可 以 得 到 如 下 的 公式 : 

ААЭ + DE + бм = 0 (С.6. 6.4) 


eU О 
_ |puU + pn зз Я Tan 
其 中 F= | ры = 一 让 е, (C. 6. 6. 5) 
(Е + pU ni (ru + тз + М) 


Жн U=un,-un,=V-n, KHAIR TFE: HENNEF z ЯП y Kl, И mtu ntt 
пугу» 此 外 
r, 一 au, — 0), Ty = pW +v) 


TE уш л, = 651, h, = 621 (С. 6. 6. 6) 
3 | ду 


为 导热 系数 ， 以 及 

p=0— VE- Бо +] (С. 6. 6.7) 

(С. 6. 6,4) 式 中 下 包含 了 无 粘性 部 分 的 通 量 ,G 则 包含 了 有 粘性 和 有 热传导 部 分 的 通 量 。 正 如 

大 家 所 知 , 无 粘性 的 , 即 对 流 项 部 分 的 差分 计算 需要 小 心地 加 以 处 理 ,这 里 下 项 可 以 由 下 式 计 
Ж. 

F = +[(F, + Е) ~ AKQ, – Q>] (С. 6. 6.8) 


其 中 


|A| = 514157, [А4 = бар { А, |, А, |, (А1, ТА 
A =U — є,А =U, kh = О.А, = О +c 


Fi 是 下 在 侧面 的 左 侧 的 值 ，F, 是 下 在 侧面 的 右 侧 的 值 ，Q:，Q; 也 类 似 。 
此 外 侧面 值 的 计算 公式 为 


(С. 6. 6. 9) 


q, = 4 + @Vq ° r; (C. 6. 6. 10) 
RESERWE. Ao SWE, r 为 二 of， 
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_ min mod(( Vg)2,8Vq • Уф.) + W 

Ф = ера; (С. 6. 6.11) 
8=1.0—2.0, У 取 值 适当 大 一 些 , НИЕ, 而 а, 表示 在 相 邻 网 格 内 的 & IË (2 为 
neighbour 的 简写 ), 此 外 这 里 还 采用 加 权 平 均 . 


p= Мо Мр. 
en ee Ps + (u,v) Vp 
S on EA у f (C. 6. 6. 12) 
н. B, Ve, +H, Va 
Мо + Vp 


而 粘性 部 分 则 用 一 般 的 有 限 体 积 法 ， 而 Ye 在 表面 上 的 值 则 由 左 侧 和 右 个 平均 得 到 。 

粘性 项 的 离散 化 用 中 心 差 分 方法 得 到 ， 具 体 地 说 就 是 用 有 限 体积 法 离散 化 ， 侧 面 的 中 心 
的 一 阶 导数 值 可 用 侧面 的 两 个 点 的 平均 值得 到 , 而 每 一 点 的 一 阶 导 数值 则 由 (C. 6. 6.3) 式 计 
算得 到 ， 边 界 条 件 的 处 理 和 一 般 的 有 限 单元 法 相近 。 

利用 以 上 方法 计算 配备 导弹 的 飞机 的 绕 流 , 请 见 图 C. 6.30, 进口 马赫 数 为 3. 0, 并 用 二 维 
简化 ， 所 得 的 流 场 及 其 波 系 的 情况 ,图 C. 6. 30 则 为 带 导弹 的 飞机 的 飞行 情况 。 | 
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图 C.6.30 W0 М=3.0 A: kS RB HL 


目前 无 结构 网 格 的 方法 主要 应 用 于 可 压缩 流体 的 流 场 求 解 ， 对 于 不 可 压缩 的 流 场 应 用 比 
较 少 , 主要 原因 是 不 可 压缩 流体 流动 的 方程 中 没有 3 上 项 ， 压力 耦合 的 求解 比较 困难 。 解 决 这 个 
困难 有 不 同 的 方法 ， 最 常用 的 方法 是 伪 压 缩 法 .这 使 方程 与 可 压缩 流体 的 方程 相似 ， 从 而 使 
解决 得 以 简化 。 另 一 种 方法 是 Williams 发 展 的 Helmholz 压力 方法 , 主要 用 于 求解 定常 的 不 可 
压缩 粘性 流体 的 流动 ， 设 Lu 为 动力 学 方程 中 的 对 流 项 ，Du 表示 扩散 项 ， 方 程 记 作 


D+? — u”) + Lu"? =— V p" + S" (С. 6. 6. 13) 
其 中 p 为 第 m 次 猜测 的 压力 ， 于 是 修正 的 速度 方程 为 
ш" = ц" D-i1v6p | (C. 6. 6. 14) 
其 中 568 为 压力 校正 值 ， 它 应 当 满 足 的 方程 为 
йёр — V - D 196p =— V +и"*% (С. 6. 6. 15) 
其 中 用 为 Helmholz 系数 ,而 DÆ D HARE, GJB бр 后 可 得 
р = p" + wsp (C. 6. 6. 16) 


Жр» ЖЫЯТ. FEV: 1—f(6p, щт #1 \уёр—=0, TEV uo, REES 


程 得 以 满足 求解 过 程 中 采用 逐 点 隐 式 法 离散 化 。(C. 6. 6.15) 式 就 是 Helmholz 压力 方程 .上 上 
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图 С.6.31 导弹 分 离 时 wx 个 时 刻 时 的 等 压 线 


面 的 求解 得 到 压力 ， 并 由 此 得 到 相应 的 速度 w"!'。 
下 面 是 利用 动力 学 方程 和 庙 流 模式 方程 计算 下 一 时 刻 的 速度 .为 此 方程 可 以 写 出 如 下 的 
形式 
20 Ə(F—F,) 9(G— 6G,) 
92 т - 


3 Еау ~S (C. 6. 6. 17) 
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Ж = (и, v, k, e), 严 为 对 流 项 中 二 方向 的 无 精 性 通 量 向 量 , F. 则 为 相应 的 粘性 通 量 向 
E, TG, G, 则 为 相应 的 y 方 向 的 量 .将 上 式 在 多 边 形 (或 三 角形 ) 上 积分 可 得 


| | | 39a4 + [е = йу É (6 — бдйт = J| saa (C.6.6.18) 


其 中 5 为 方程 的 源 项 ， 而 Helmholz 压力 方程 作 积分 得 
ff apaa = | р 19,6pdy + | p'a apa: 


=— | u”tīdy + | "+ тал (С. 6. 6. 19) 
аА a 

_ д ` 
而 区 的 计算 可 以 是 

a 3( Pia )"+( >”! 

Pri ол: (C. 6. 6. 20) 
Е ОЕ ни eum 
或 元 一 А (С. 6. 6. 21) 


而 D ! 可 到 为 At， 在 计算 定常 问题 时 ，w， ОГА: Бу Az P| Wik НАЖ, Бле 
现 一 种 非 物 理 的 波动 ， 为 此 可 以 加 上 一 个 阻尼 项 ， 妇 在 СС. 6. 6. 13) 式 右 端 加 上 


— ғ, > |0. 5u т DCV’ pu — V'A] 


° A 5 实验 数据 
一 一 本 次 结果 


--1.0 Р 1 Ë. ы РЕЧ 1 
一 10 一 0500 0.5 LỌ 1.5 2.0 
zih 


: // 
- 0.4 0.0 0.4 0.8 1:2 


(c) ` 6 и 
图 C.6.32 图 C.6.33 


(a) 计算 的 速度 向 量 (6) ARNT (O SER (a) 台阶 压 的 压力 分 布 G) z/h=5. 2 处 的 速度 前 面 
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图 C.6.34 
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计算 双 贺 杜 绕 流 时 的 无 结构 网 还 


(a) 


(e) 


2,00.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.012.014.016.0 


(d) 


(h) 


图 C.6.35 


不 同时 刻 的 流 线 图 ，Re 二 100。Pr=0.71, Gr=0, g> =] 
{a} 1=531. 616 (6) 1=532. 681 (c) ¿=583,737 (dy t=534.803 


(e) 1=535.869 (/) z=536.986 (g) #=537.991 (А) 1=539. 056 


161 А 


EP e,—0.04, 7 为 几何 权 数 , i 为 所 求 的 点 , i 是 与 i 紧密 相连 的 点 , y 值 选 歌 有 一 定 的 经 验 
性 .应 当 指出 ,消除 波动 的 方法 并 不 是 最 好 的 , 对 于 无 结构 网 格 还 要 进一步 摸索 , Wiliams 用 
以 上 的 方法 计算 了 一 个 后 台阶 的 流 场 ， 取 00. 05, 2=20, 网 格 点 分 别 为 1137，1816，3353 
个 点 。 从 下 面 的 图 中 可 以 看 出 ， 得 到 的 结果 可 以 与 实验 相 比 .当然 这 一 方法 应 用 于 不 可 压缩 粘 
性 流动 还 要 进一步 研究 和 探索 ， 但 它 是 一 个 有 希望 的 方法 。 
小 ， 结 

随 着 计算 机 技术 的 迅速 发 展 ,数值 模拟 方法 在 流体 力学 中 得 到 越 来 越 广 泛 的 应 用 。 本 章 介 
绍 了 一 些 有 应 用 前 景 的 新 方法 ， 虽 然 它们 只 是 新 的 计算 方法 和 技巧 中 的 一 部 分 ， 但 足以 说 明 
随 着 被 模拟 的 问题 越 来 越 复杂 ， 新 的 计算 方法 将 不 断 涌现 。 | 

TVD ЕМО 方法 在 气体 动力 学 中 有 广泛 的 应 用 ， 特 别 是 对 激 波 的 捕 控 。 

自 适应 网 格 是 一 种 新 的 技巧 ,很 有 实用 前 景 .多 重 网 格 法 时 求解 椭 剖 型 方程 有 重要 意义 。 

寻找 更 快 更 好 的 计算 方法 仍然 是 流体 力学 中 面临 的 紧迫 向 题 ， 向 量化 和 并 行 计算 可 以 使 
计算 速度 大 大 提高 ,因此 应 当 尽 可 能 使 程序 向 量化。 程序 向 量化 实际 上 是 一 个 技巧 问题 而 不 是 
理论 问题 ， 因 为 在 计算 流体 力学 中 本 来 就 存在 大 量 可 以 向 量化 的 运算 。 | 

作为 教材 不 可 能 将 最 近 的 进展 全 面 地 反映 出 来 ， 事 实 上 本 书 介绍 的 方法 在 深度 和 广度 上 
都 在 不 断 地 发 展 ,而 方法 本 身 所 存在 的 一 些 问题 也 有 待 于 深入 研究 和 解决 。 作 为 一 个 计算 流体 
力学 工作 者 来 说 ， 应 当 注 重 实践 ， 计 算 方法 只 有 在 应 用 过 程 中 加 深 认识 ， 加 深 理解 ， 才 有 可 
能 提出 新 的 方法 , 改进 现 有 的 方法 ,同时 也 要 密切 注意 新 方法 的 发 展 动向 , 要 善于 吸收 各 种 方 
法 的 优点 来 改进 自身 的 方法 .比如 目前 出 现 的 无 结构 网 格 方法 就 是 集 有 限 单 元 法 和 有 限 体 积 
法 之 优点 而 发 展 起 来 的 新 方法 ， 总 管 在 格式 精度 的 提高 等 方面 还 要 深入 研究 ， 但 不 失 为 一 个 


有 和 希望 的 方法 。 
作者 希望 读者 在 学 习 本 章 后 能 开拓 思路 ， 在 实践 的 基础 上 创造 更 好 的 计算 方法 。 
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附录 流 场 的 图 像 显示 


流 场 的 图 像 显 示 是 数值 模拟 不 可 缺少 的 部 分 。 

随 着 人 们 研究 的 流 场 问 题 日 益 复 杂 和 深入 ， 计 算 结 果 也 越 加 繁琐 ， 如 果 仅 以 数字 报表 形 
式 输出 , 由 于 难以 把 握 , 这 样 的 东西 可 能 类 似 于 废 纸 一 堆 。 人 们 只 有 将 这 些 数 据 化 作 各 种 各 样 
的 图 像 才能 有 效 地 判断 计算 结果 的 正确 性 和 特性 ,进而 了 解 流 场 的 各 种 特性 . 随 著 计算 机 图 像 
显示 系统 及 相应 软件 的 发 展 ， 流 场 的 显示 方式 也 越 来 越 丰富 ， 效 果 越 来 越 逼 真 。 

目前 计算 机 图 形 学 、 图 形 显 示 的 高 分 辩 图 形 仪 及 相应 的 软件 得 到 了 很 大 的 发 展 ， 但 是 用 
于 流 场 的 数值 模拟 和 显示 还 需要 做 大 量 工作 ， 有 赖 于 流体 力学 工作 者 与 计算 机 图 形 工作 者 的 
ERLA. 

本 附录 中 介绍 计算 机 图 形 学 一 些 基本 知识 和 流 场 显示 的 一 些 常用 方法 ， 供 读者 深入 开展 
这 一 方面 的 工作 时 参考 关于 计算 机 的 显示 系统 和 绘图 系统 这 里 不 再 介 经 ,有 兴趣 的 读者 可 以 
参考 有 关 文 献 。 


Г 绘图 的 数学 基础 


本 节 介 绍 一 些 与 流 场 显示 有 关 的 预备 知识 。 
I.1 图 形变 换 


在 流 场 显示 中 常常 需要 对 图 形 作 诸如 平移 、 转 动 、 缩 放 、 投 影 、 透 视 等 变换 ， 这 些 变换 
实质 上 都 可 归结 为 坐标 变换 ， 而 不 同 坐 标 间 的 变换 最 后 都 能 用 矩阵 形式 表示 。 

为 清晰 起 见 ， 首 先 介绍 二 维 的 人 情况， 三 维 显然 只 是 二 维 的 推广 。 

1. 放大 变换 

以 下 约定 流 场 或 物理 场 的 坐标 为 (z，?)， 计 算 机 图 像 显示 器 上 的 坐标 记 作 (z, у) 

若 放大 系数 为 a， 则 放大 变换 为 : z =ar; y' 一 ay 记 作 矩 阵 形式 有 


d a 0 


ИТ 
(“= Ü a 

2. 仿 射 变换 f 

若 坐 标 只 在 一 个 方向 上 作 放 大 或 缩小 , 而 另 一 方向 上 不 变 , 这 种 变换 为 仿 射 变换 ,如 x!'= 


ху у'=ау, 这 时 变换 可 以 写 为 
а = о. 
3. 对 称 变换 


HERE 与 已 知 图 形 某 一 直线 对 称 的 图 形 , 则 需要 将 坐标 系 作对 该 直线 的 对 称 变换 ,如 
х у Хх, 则 zx = — г, y =y 和 矩阵 形式 为 


(1.1) 


У 
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= R. 1) (1.3) 


对 工 办 对 称 ， 则 为 


Ше |ы (1.4) 
对 у= ar HRI PERE (х, y) 点 变换 到 (т', y) 点 ， 由 于 是 对 称 的 ， 故 有 
— [= 


或 了 一 1а ү y= eh 或 
7 ты 1+4 Ha”? 7 


i 1+а l+æ т 

= (1.5) 
А 2а а? — 1 
> 1+oa 1+4) У 


4-1] О) 变换 
当 图 形 发 生前 切 变 形 时 需要 错 切 (前 切 ) 变换 。. 若 在 z 方 向 上 产生 前 切 变 形 ， 则 z = 二 zx 十 


фу, y =y, 或 
а? І ӧ\ [= 
中 - 0 (5 | Q. 
ЖЛЕ y ТРЕВИ, Wr Sr, y 二 cx 十 y， 或 
т! 1 0\{х 
由 | a.D 
5. 旋转 变换 
当 图 形 绕 坐 标 原点 转动 时 ， 需 要 旋转 变换 ， 设 反 时 和 针 方 向 转 过 6 角 为 正 ， 则 为 
х! cosfl — sinĝ\ jz 
ир sinf “| | и 
以 上 几 种 变换 ， 坐 标 原 点 都 不 发 生变 换 。 
6. 平移 变换 
可 记 作 
х'\ 1 Ojiz <=; 
а 1 # y. рай 
为 以 后 讨论 方便 起 见 ， 可 以 引入 扩展 矩阵 
х а b: 11| [= 
у |= с dim ' (I.10) 
z bP qis 1 


Жир а, b, c, d 所 构成 的 变换 为 坐标 原点 不 变 的 变换 ,i， m Hr, у 方向 平移 量 , p, q, s 则 


用 来 实现 齐 次 变换 ， 这 一 点 解释 如 下 。 
在 原 物 理 场 中 为 x，》 及 z 一 1 的 平面 ， 所 得 的 xz*'，y ，z' 是 变换 后 的 空间 ， 如 果 z, y 本 


身 不 作 变 换 ， 则 有 
1 0:0)|х 
P q i s) l 


ч. 


(1.11) 


a 
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于 是 z' 一 pr 十 qy 十 s， 这 相当 于 (х, у. 1) 平面 上 的 点 投影 到 x =px 十 gy 十 s 平 面 上 的 点 , 这 
是 一 种 轴 测 投影 如 果 同 时 有 缩放 则 为 透视 投影 。 
以 上 变换 均 可 在 图 I.1 和 II.2 中 得 以 表示 。 


` 放大 变换 对 称 变换 


(z y) 


(rey) 


3 方向 
图 1.1 
以 上 变换 推广 到 三 维 问题 中 情况 如 下 。 
1. 放大 变换 
z! a 0 0| [= 
中 a " (1.12) 
х! 0 0 ај {= 
2. 仿 射 变换 
[z а 0 бүт 
>= |0 ¿ 0||у | (1.13) 
х! lo 0 е) (5 | 
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з 对 称 变换 
z +1 0 0 fz 
y Sm е 50у (1.14) 
z! 0 0 + 1) lz 
这 里 对 (z, у), (у, z), (т, z) 坐标 面 作对 称 变换 。 
1. 错 切 变换 
g реж 
У|= |4 1 flly | (1.15) 
Leg g h 1) uz 
5. 旋转 变换 | | 
х! ni + (1 — пї)соз@, тут, (1 — соз@) 一 nssing, nyn (1 — cos) + masing] í > : 
y |= |, (1 ~ cosh) + n,sin@, n: + (1 — л2)с050, n,n, (1 — созб) 一 nsing| | y 
г піп, (1 — cos0) 一 nzsing, td — соз@) + nsin, ni + (1 — nš)cos0@ J tz 


(1.16) 
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` 


其 中 љу = sinĝ cos, 


n, = sinĝ sinf, 


n, = cosh, 
0 = 8, 
Oo 0,, 0.95 ХП I. 3 所 示 。 
6. 平移 变换 
z 1 0 Olf z, 
у1= |0 1 0||y|+ |x (1.17) 
2' 0 0 liiz ГА 
ҤЕ НЫ — Sk X = (r, у, 2, ОХ 
(z, у, 2, w}) 之 间 的 关系 š 图 1.3 
` X' = ТХ (1.18) 
其 中 了 为 扩展 矩阵 ， 是 4X4 方 阵 , 左上 方 3X3 阵 为 坐标 原点 可 变 的 变换 ， 右 上 3X1 列 阵 为 平 
移 变 换 时 的 平移 向 基 。 I 
一 般 的 变换 可 以 分 解 为 若干 个 变换 的 组 合 ， 即 
X 一 了 To 一 一 了 (I.19) 


I.2 二 次 圆锥 曲线 


圆锥 曲线 由 圆锥 体 与 平面 相交 得 到 ， 它 的 一 般 形式 为 
` ах? + bry + cy + dz + ey + f = 0 (1.20) 
Дир 0—40 = 0298020; 62 — Дасо И, 所 一 4ac>>0 为 双 曲 线 ， 下面 给 出 一 些 适 于 计 
算 机 计算 用 的 表达 式 。 


z = х, + Rcosé 
1. р (1.21) 
у = у + Rsing 
ту 一 TicosAg — yisinA$] | 
或 z (1.22) 
3 一 TisinAg + у,созАф 


其 中 rSn- r, ymy yo &—1 Аў, A$ 为 一 定 值 , 在 cosAg 和 sinAg 一 次 计算 后 只 用 加 
BARIT, БИШ 


2. Җ х1, -асоѕфсоѕа —зіпфѕіпа 
y= у, Расозфѕіпа-|-Бѕіпфсоѕа | ‚ (4.23) 
参数 形式 为 
# PER 1 aez £ Ар 2bt 
к саты: ” 1+P 
| 0с. 1] (1.24) 


х = х, + хісоѕа — y'sina 


у = у, + z'sina + у'соѕа 


ҢФа, БИТИНЕ, а 为 a 轴 与 工 轴 的 夹 角 。 


3. 抛物 线 
抛物 线 如 图 ! .4 所 示 
极 坐标 方程 为 рт (1.25) 
直角 坐标 的 参数 方程 为 
z = pcosg 十 4 = 
git 
(1.26) 
y = psing = = 
tg 
af _ dat 
或 ы кетон жтт Ж шын 
4. 双 曲线 
С 它 的 标准 形式 为 、 z-%=1 (1.27) 
х = + а sec 0 
参数 形式 为 | (1.28) 
二 +4 EQ tË) 
x 1 —# 
或 ү i 0<:t=<1 (1.29) 


+ Де 


Р, 


5. = кде ХАИН ЊЕ 
如 图 I .5 所 示 Pos Pi 为 3 个 点 ,由 它们 定义 的 二 次 曲线 通过 Pu, P, Н 5 P,P,Ë P.P, 
线 相 切 .根据 这 些 条 件 可 设 二 次 曲线 方程 为 


„ Á, + A + А, 
‚ЖОК Par Eee о=:%1 (1.30) 
其 中 Á, = Po 
== — 2P, + (2 + e DP, (1.31) 


A, = Р, — (2 +е)Р + Q + е, + Р, 


P. Ру, P,R34- S BS ЖИ. е, e AMARE. ТИИ e，es 在 不 同 值 时 得 到 的 曲线 。 
(1) ё&4—4е,=а4=О БАЖ „24 el 二 e, 二 0 时 为 一 通过 AP,P;P; 的 PoP; 边 中 线 的 中 点 的 


抛物 线 ， 即 := 去 时 
- 48@* 


(2) еї 40: =d >O ARER. 
(3) e — 4e: =d <0I] AW ER. 


= |l). 1 2e, 1 十 el 十 es 
a 2| еа Реа Ра ефе" C1.33) 
故 引 入 定义 
Q&Q _ [z] 29 + po 
ТОР 1 (1.34) 
ын Р, — > (P, + P.) 
кк | a= = SET T. (1.35) 
: = А + Аг + Аш 
圆锥 曲线 为 | po = аА 
I -全 (1.36) 
25 53 _ 24А — 2) 
Ете 
可 见 А 时 а>ож 8; 
= а= 05900; 
А1 时 4d<0 为 椭圆 线 。 
Із 样 条 曲线 


为 作 光滑 曲线 通过 给 定点 ， 一 般 采 用 逐 段 三 次 的 样 条 曲线 ， 它 起 源 于 绘图 员 用 样 条 来 拟 
合 曲线 的 思想 。 将 样 条 视 为 有 弹性 的 被 固定 在 给 定点 上 的 金属 条 ,该 金属 条 所 成 的 曲线 就 是 样 


条 曲线 ( 见 图 1. 6)， 
在 二 固定 点 之 间 的 金属 条 的 受 力 如 图 1 .7 所 示 ， 由 材料 力学 弯曲 理论 知 ， 金 属 杀 形 状 应 


满足 方程 


2 М, + Е (х — 
dy M MiPa-m „ү, (1.37) 


d? 


或 Ja=ar+b 
积分 得 | у= ағыта (1.38) 


由 уб) = у уб) уи УО ЛИЕ a, b, c, d 的 方程 ,另外 考虑 到 相 令 两 段 是 光滑 
连接 的 , 在 接点 上 没有 附加 的 力矩 , 所 以 不 仅 一 阶 导数 是 连续 的 , 而 且 二 阶 和 导数 也 是 连续 的 。 
根据 以 上 条 件 在 1 点 和 2 点 可 以 各 建立 两 个 方程 ,这 相当 于 
对 于 每 一 段 增加 两 个 方程 ， 这 样 将 各 段 的 方程 列 出 ， 可 得 
到 4N 一 2 个 方程 〈 其 中 包括 边界 点 位 置 的 条 件 ) 为 了 使 方 
程 封闭 ， 需 要 附加 两 个 边界 条 件 ， 一 般 为 给 定 边界 点 处 的 
曲线 的 一 阶 导 数值 或 二 阶 导数 值 .这 样 就 可 以 得 到 确定 所 
有 系数 值 的 封闭 方程 。 

在 图 1. 8 中 设 有 N 十 1 个 节点 ， 即 有 N E, 其 中 第 1 和 图 1.8 
N 十 1 为 边界 点 ， 根 据 上 述 条 件 得 到 如 下 方程 组 


Таъ) + +Š 十 ca + а y, 
G 
Yi+ı 


1 б == 1,2,.…,N) (1.39) 
Тае, + tot ri + e?r, + dŠ = : 


Latt., + 55. + сә = Таб, Е Сы wa 
t = , А 一 一 
агау + b= а + ф© 0 
将 上 述 各 式 组 合 简化 可 得 如 下 方程 
(1 一 am + 2m, + am, = B, G= 23, N) > (1.40) 


其 中 а= 
hi +h, 
| 1=2, +, N+1 


h. = Zi — =i 
BP (1.40) 共有 NN 一 1 个 ， 而 未 知 的 m 及 十 1 个 ， 故 还 需 两 个 边界 条 件 ， 它们 有 以 下 几 
种 可 能 ， | 
(1) 给 定 边 界 处 的 tr;，mw,i 值 ， 即 曲线 在 边界 上 的 斜率 给 定 ; 


(2) 给 定 边界 处 曲线 的 曲率 或 二 阶 导 数 ， 一 般 取 y a= yla =F 
" 6 6 b 4 2 
уб) 一 一 pao UA = e 一 
| (1.41) 

у”(жуз.) = рУ" = H э YN+1 + ту +£ 总 ww 
这 就 补充 了 关于 m 的 两 个 方程 。 
(3) 周期 条 件 ， 即 ту =ткал (zi) = у (тха) 341 3 P UN Y ST yx+1"* 否则 问题 会 

不 自 适应 。 | 


ТЕ mG =1,2, ,NN 十 1) 确 定 以 后 ,第 7 Вр убх) 5 
| убх? =[ чы — £) = 让 (= х | > 
+ [аа 2 Ва-ау) Piri 
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== „Г (ать — ж) = ба = z |m 
; ; (1.42) 


| е х) Е 2 |ы 
需要 说 明 的 是 边界 条 件 不 同 对 于 邻近 边界 点 的 区 段 来 说 会 有 不 同 的 结果 ， 而 对 于 比较 远 


的 区 段 ， 影 响 并 不 很 大 。 
I.4 曲线 光 顺 


通过 平面 上 给 定 的 几 个 点 作曲 线 是 常见 的 绘图 要 求 .最 简单 的 方法 是 用 直线 段 依 次 将 这 
些 点 连接 起 来 ， 形 成 一 折线 。 当 点 数 足够 多 和 足够 密集 时 折线 就 和 曲线 相差 无 几 。 当 点 不 够 多 
НИНА, 折线 和 曲线 相距 苏 远 。 对 于 许多 物理 问题 而 言 , 折线 变化 是 不 合理 的 , 所 以 需 
要 用 光滑 的 曲线 将 这 些 散 离 点 联接 起 来 .常用 的 办 法 是 用 样 条 曲线 通过 这 些 点 ; 另 有 一 些 方法 
是 不 通过 这 些 点 而 只 是 通 近 这 些 点 ， 如 Bezier 曲线 就 是 其 中 之 一 ,但 在 某 些 情况 下 会 造成 曲 
жаке, ШТЕФИ, СИЕ. 下 面 解 释 一 下 上 述 3 个 方面 问题 。 


1. 样 条 曲线 联接 
在 前 面 讨论 的 样 条 曲线 要 求 zr, zr ее, т. 是 单调 递增 的 , 而 在 实际 问题 中 离散 点 在 


平面 上 的 分 布 可 以 是 随意 的 .为 此 可 以 先 将 各 离散 点 依次 序 用 直线 段 联 接 〈 见 图 1 .9)， 然 后 
从 点 1 出 发 建立 以 沿 折 线 的 线 长 为 自 变 量 的 自然 坐标 *， 不 难看 出 


SI = 0 
t=] 
5; = КЭЛ, i = 2,3, N 
k=l 
(s,) = zx; | . 
к) =) i = 1,2,0, N (1.43) 
уб) = y, | 


HT sy zo у, 均 为 已 知 , 利用 前 面 讨论 的 拌 条 曲线 建立 的 方法 可 以 得 到 样 条 函数 z(s) 和 y(s)， 
这 就 通过 参数 建立 了 与 ?的 关系 ， 也 就 确定 出 通过 1，2，…， 点 的 样 条 曲线 。 


Р,= В, 


图 1.9 | 图 1.10 

2. Bezier 曲线 联接 

上 述 祥 条 曲线 联接 的 方法 比较 麻烦 ， 而 Bezier 曲线 则 比较 简单 .一般 的 .Bezier 曲线 比较 
繁琐 ， 实 际 应 用 并 不 普遍 ， 这 里 介绍 的 二 次 Bezier 曲线 实际 就 是 由 3 点 定义 的 抛物 线 。 - 

设 有 3 点 Pis Pos P, CAR 1.10), 联接 Р.Р, Р.Р,» 取 其 中 点 为 B, B,, ХВ B,= 
Р,, TAH 已 如 已 定 义 的 抛物 线 为 ， 

B@)= (1 — РВ, + 2 — B, + В, 
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B, 
B, 
B, 


1 一 2 1 
Е 2 0 
1 0 0 
所 得 曲线 如 虚线 所 示 。 对 于 若干 离散 点 的 情况 可 以 如 
图 1. 11 所 示 将 它们 连接 起 来 . 它 的 优点 是 方便 ， 但 由 
于 不 通过 这 些 点 ， 所 以 不 够 准确 ， 
3. 曲线 光 顺 化 
用 样 条 或 Bezier 方法 所 得 曲线 仍然 可 能 由 于 损 
弯 很 多 而 不 够 光 顺 ,还 需要 光 顺 化 处 理 . 为 此 首先 定义 
光 顺 准则 ， 
XI 凡 满 足下 列 3 个 条 件 的 平面 曲线 为 光 顺 
ЕЗ 


(1.44) 


(1) 曲线 的 二 阶 导数 连续 ; 
(2) 没有 多 余 的 拐点 ; 
(3) 曲率 变化 较 均匀 。 
应 该 说 第 二 第 三 个 条 件 是 一 种 整体 的 和 笼统 的 条 件 。 实 际 上 是 指 拐 点 尽 可 能 少 以 及 两 个 
极 值 点 之 闻 的 开 率 尽 可 能 接近 线性 变化 。 
另外 还 要 引入 光 顺 型 点 列 的 定义 。 
定义 I 工 ”对 于 平面 上 给 定点 列 (Pi), 如 果 至 少 能 找到 一 条 光 顺 的 插值 曲线 , 就 称 {P,} 是 
光 顺 型 点 列 。 
对 于 给 定 的 一 组 点 列 (P), 构造 一 条 曲线 依次 通过 每 一 点 ， 称 为 插值 .假定 不 是 严格 通过 
每 一 点 ， 只 是 贴近 它们 ， 则 称 为 拟 合 。 利 用 插值 不 一 定 能 得 到 光 顺 的 曲线 ,而 用 拟 合 所 得 到 的 
曲线 在 一 定 条 件 下 又 可 以 是 光 顺 的 曲线 。 
构造 光 顺 曲线 的 方法 有 许多 种 ,这 里 只 介绍 一 种 整体 修改 方法 一 一 回 弹 法 ,这 种 方法 的 基 
本 思想 是 将 不 光滑 处 像 弹性 样 条 那样 回 弹 后 变 得 光滑 ,具体 作 法 如 下 所 述 。 
首先 用 样 条 函数 将 各 离散 点 顺序 联接 ,得 到 y=y(zx) „Ж лз ЖЕЛЕ ЖЕНЕ ЖШ УЛИ В 
和 单 凸 的 〈 即 无 拐点 的 ) 区 间 ， 分 界 点 即 为 拐点 ,拐点 的 位 置 及 个 数 根据 要 求 预先 给 出 。 由 于 
采用 样 条 函数 ， 所 以 在 点 列 的 各 点 处 二 阶 导数 值 是 已 知 的 ， 而 在 每 一 区 间 内 二 阶 导 数 最 多 变 
号 一 次 ,因此 根据 各 点 二 阶 导 数 的 正 负 值 情况 即 可 得 知 曲线 的 光 顺 情况 。.y>0 时 为 凹 ，y"<0 
An AR Р, 表示 i 点 预先 给 定 的 二 阶 导 数 符号 , 即 预先 给 定 为 凸 时 P;= 一 1, 四 时 Р,=1, 
显然 ， 当 
Р, + у(х) < 0 
时 为 不 光 顺 的 点 ， 称 作 坏 点 。 有 些 情 况 昌 然 满足 上 式 条 件 ， 但 由 于 多 (x) 的 绝对 值 很 小 
(<s)， 则 也 可 认为 是 光 顺 的 。 所 以 坏 点 条 件 应 改 为 
Pie убх) < 0 A [560 | > ` (1.45) 
一 般 取 є=107*, | 
有 时 上 述 光 顺 条 件 满足 , 但 是 在 两 个 光 符 号 相间 的 点 之 间 曲 线 存 在 两 个 以 上 极 值 点 时 也 
不 能 认为 是 光 顺 的 .也 就 是 说 ， 若 
Суб) уба) * (уб) — YT < 0 (1.46) 
MARETE. ПКЕ ЩТ. 
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光 顺 化 时 首先 找 出 满足 (1 .46) 式 的 坏 点 ， 并 依 坏 的 程度 排队 ， 从 最 坏 点 开始 修改 ,如 

果 把 样 条 看 作 一 个 梁 , 根据 材料 力学 的 观点 , 当 一 组 力作 用 于 梁 上 时 , 其 集中 载荷 最 大 处 , 58 

曲率 的 变化 最 严重 , 故 外 力 最 大 的 点 即 为 “最 杯 点 ”。 设 i 点 为 所 找到 的 点 , 其 上 的 集中 外 力 为 
| N,= у — уж 

(1.47) 


Уы У уйа 
最 坏 点 即 N, 值 在 所 有 No No =, N. 个 值 中 绝 邓 值 最 大 .这 时 将 这 -- 点 去 掉 ， 然 后 在 同样 
边界 条 件 下 重新 建立 样 条 函数 , 而 уба Е у ТЕ (z. i z.) 区 间 内 的 样 条 函数 在 ; 点 的 值 
给 出 ， 有 了 时 为 了 不 使 修改 量 过 大 ， 可 以 用 
у(х) = уб) + [уж — yaa] (1.48) 
ХШ а 为 回 弹 系数 ,一般 a 二 0. 3, 4 Ay<0. 3 时 可 以 取 a==1, 反复 以 上 过 程 可 以 使 曲线 达到 
粗 光 顺 化 。 . 
在 细 光 顺 化 时 先 找 出 不 潢 足 细 光 顺 的 坏 点 , 设 为 i 点 ,然后 与 前 相同 ， 去 掉 7 点 作 样 条 活 
Ж. 在 《i 一 1，i 十 1) 之 间 形 成 一 三 次 曲线 ， 于 是 可 求 得 i 点 新 的 二 阶 导数 值 


pe __ hiyi- + уэ re ГА #“ 
с-а PRR + h; кш Аут. + ЊУ: ( I. 49) 
其 中 如 =z 一 zs， Atal а. | 
f і ғ 1—19 #5 + h. БА, 
由 三 次 样 条 函数 定义 有 方程 
у “ду, + Ауд = d; (1.50) 
其 中 yx 为 原来 的 值 ， 现 在 新 的 值 应 为 x" ， 故 有 
| њу 2y7 + Ау = d; (1.51) 
其 中 аг? | гер Б, 
ge = — $ kawa У z2] 
: А; + hizi hiri 


(1.50) — (1.51) 得 


” т» 6 ” 
z(y; — ут) = БАД. — y;) 


y hihi 
уў = y, + 17 0и — Ауу — БУ!) 


hih; ” ” ” 
= y; + ГАО» yi) Ain 一 yn] 


或 引入 参数 ©, 18 
hihi 
Ж = y + % 3 [AO — у) — Су) 一 如) (1.52) 
о 一 般 也 为 0.3， 光 顺 化 的 过 程 如 图 1. 12 所 示 。 
需 便 指出 ， 光 顺 化 的 曲线 是 拟 合 曲线 ， 不 再 通过 每 一 个 点 了 。 
此 外 拟 合 曲 线 的 生成 还 有 最 常用 的 方法 , 是 假定 曲线 具有 某 种 形式 , 如 二 次 多 项 式 等 , 其 
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样 条 函数 拟 全 计算 拐点 ,分 段 计算 段 数 
计算 程序 9] NN 及 拐点 处 一 阶 导数 
送 入 了 段 初始 数据 


(в) “аи”? 


找 “ 最 坏 点 "程序 MA ЫБ ш ы 打印 输出 小 
改 前 后 型 值 ， 
жайна | "| BERRE 和 


pui 


Л В 
0—1 


计算 程序 
“ЖЭШ” 
最 坏 点 
祥 条 范 数 氢 合 
计算 程序 F erare HA £ 
图 1.12 
中 含有 一 些 参数 ， 可 写作 | 
у = f(x,a) PEZAR F) (1.53) 


F 3180 B ik y kE BË 
> Ly, == f(x, "87,02," а] = F (a, @;,›*** ‚а„) 


t=1 


取 极 小 值 ， 这 要 求 
gF 


=— = 0 G = 1, өл) 


а, 
这 就 构成 关于 a; 的 ”个 代数 联 立 方程 ， 求 解 可 得 到 a,，az，*…an。 于 是 《1 .53) 就 完全 确定 。 


H 等 值 线 的 绘制 


等 值 线 的 绘制 是 最 常用 的 ， 如 流 线 图 ， 等 温 线 图 等 都 是 等 值 线 ， 在 许多 软件 中 所 绘制 的 
等 值 线 都 限于 矩形 域 ,这 对 于 许多 问题 来 说 是 很 不 理想 的 ,在 本 节 介 绍 一 种 构思 简单 而 适应 性 
很 强 的 等 值 线 绘制 方法 。 

Шла, у 是 定义 在 巴 域 上 的 函数 .对 于 已 知 函数 形式 的 情况 ， у 人 
等 值 线 的 绘制 很 方便 ,这 里 不 讨论 .这 里 所 关心 的 是 函数 形式 事先 并 不 DREN 
知道 ,但 在 一 些 离散 点 上 给 出 函数 值 , 即 =f (лт, y) G=1, 2, OA 
n) 其 中 点 的 位 置 (zx,，y,) 和 相应 的 函数 值 z, 都 是 已 知 的 .对 于 数值 求 
解 所 得 的 结果 来 讲 正 是 这 样 的 ， 因 为 解 都 是 定义 在 已 知 其 位 置 的 节点 图 та 
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上 的 。 
下 面 讨论 等 值 线 的 绘制 过 程 。 


(1) ЖД R ROR GIA Є у?» (т; уз) Ten (т„› у) 以 尽 可 能 短 的 线 联接 起 来 ， 形 


成 许多 三 角形 单元 〈 如 图 工 .1 所 示 )， 这 些 三 角形 单元 的 预 点 上 的 男 数值 都 是 书 知 的 。 
(2) 以 Al123 为 例 ，3 个 顶点 对 应 的 冰 数 值 为 f, Se f == fB Pa 583 7 为 线性 变化 ， 
ЖЕ 1.2 р F УТА i 


图 下 ,2 
代表 了 三 角形 域 上 / 的 变化 曲面 ， 设 W 半 面 为 > 一 c， 它 与 下 平面 交 于 CD а, ЙАТ х, у 
平面 土 的 投影 为 АВ, 不 难看 出 , AB В (х, у) 平面 上 人 123 域 内 f =c 的 等 值 线 .4, В 
”坐标 为 


r= n +G — z) 


ya = у + к= (у; у) 


ra, Xa) 


Tg = A агар 
; (1.1) 


Ув = у + = Суз Y) 
显然 这 里 /,<с</\; Siea 一 般 地 说 , 当 * 落 在 (f. Z, Р) 的 最 大 和 最 小 值 之 间 ， 在 
和 Al123 域 内 可 以 找到 等 值 线 ， 如 果 c 在 其 范围 之 外 ， 则 三 角形 域内 不 存在 等 值 线 , 这 里 只 画 三 
角形 域内 的 等 值 线 。 

对 于 每 一 个 三 角形 域 用 上 述 方法 寻找 等 值 线 ， 就 可 
以 得 到 封闭 的 或 起 始 于 边界 的 等 值 线 , 这 种 等 值 线 是 折 
线 ， 不 光滑 (图 工 , 3)。 

(3) 曲 线 光 滑 化 。 由 于 上 述 等 值 线 是 按 三 角形 次 序 寻 
找 的 ， 所 以 找到 的 线段 并 不 依 一 定 次 序 首 属相 接 ， 另 外 
还 需要 将 它们 按 封闭 曲线 或 首尾 和 边界 相 邻 的 曲线 进行 
分 组 ， 然 后 各 组 又 按 首 尾 相 接 的 原则 联接 起 来 ， 得 到 等 
值 线 上 的 离散 点 组 : 图 1.3 


K 
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封闭 等 值 线 离散 点 组 : 
(х,у), Ko ye) ss (Z. Ya) (Zi, у) 
首尾 与 边界 接壤 等 值 线 离散 点 组 : 
(х,у) Саз Ya) CTs y.) 

然后 用 样 条 函数 将 它们 连接 起 来 ， 即 构造 x 一 zx ，? 一 ?GD) 以 上 为 参数 ,可 以 画 出 等 值 线 , 亡 
们 是 通过 各 离散 点 的 ,在 封闭 曲线 时 样 条 函数 建立 时 的 边界 条 件 为 周期 性 条 件 ; 在 开口 曲线 时 
边界 条 件 用 2" 0) = у") =0 (Ж 1.4), 

考虑 到 样 条 函数 计算 的 复杂 性 ， 也 可 以 用 Bezier 二 次 曲线 来 拟 合 ， 曲 线 是 光滑 的 ， 但 不 
通过 等 值 点 。 

另外 需要 说 明 的 是 ,在 大 部 分 流 场 计算 中 ， 计 算 用 的 网 格 是 四 边 形 的 ， 所 以 在 连接 成 三 
角形 时 有 两 种 可 能 (如 图 工 . 5 所 示 ), 这 会 作出 不 同 的 等 值 线 图 来 ,为 此 将 四 边 形 划分 成 4 个 三 
角形 单元 ， 其 中 心 点 的 坐标 位 置 是 4 个 角 点 坐标 值 的 平均 值 ， 函 数值 也 是 4 个 角 点 上 的 函数 值 
的 平均 ,这 样 作出 的 等 值 图 将 是 唯一 的 ,图 1. 6 就 是 一 个 用 上 述 方法 作出 的 流 线 图 。 


a NX 


二 种 可 能 


图 г.4 图 1.5 
顺便 提 一 下 ， 这 一 方法 可 以 进一步 推广 ， 用 来 绘制 三 维 空间 的 等 值 面 图 。 


下 ”空间 曲面 的 图 像 显示 


曲面 的 绘制 有 很 多 内 容 ， 比 如 空间 双 样 条 曲面 等 ， 这 些 内 容 在 计算 机 图 形 学 专著 中 均 有 


* 490 • 


介绍 ， 在 流 场 显示 中 则 又 很 少 应 用 或 者 使 用 很 不 方便 , 所 以 不 作 介绍 ;在 流 场 显示 中 应 用 比较 
广泛 的 是 以 高 散 形式 表示 的 函数 方程 z= 了 (xz,y) 所 代表 的 空间 曲面 ,需要 形象 地 表示 出 来 , 比 
如 水 波 的 自由 面 等 , 下面 介 绍 将 曲面 显示 出 来 的 方法 .这 里 有 二 种 不 同 的 要 求 : 当 曲 而 为 一 实 
体 的 表面 时 ， 曲 面 的 后 面部 分 不 仅 可 能 被 前 面 的 部 分 遮挡 ， 还 会 被 实体 部 分 遮挡 : 当 曲 面 不 
是 实体 表面 时 后 面 的 部 分 只 可 能 被 前 面 的 部 分 建 挡 ， Ain 
因而 也 必须 在 图 形 上 显示 出 来 。 

下 面 来 讨论 曲面 图 的 给 z). 


Н.І 原始 数据 的 给 出 和 处 理 


ee ee 
它们 连接 起 来 ， 每 个 点 的 坐标 为 《x; y; z), И | 

首先 ， 根 据 需要 显示 的 方位 ， 将 坐标 作 变换 ， 一 般 是 平移 和 旋转 以 及 缩放 ， 可 以 得 到 新 
的 坐标 值 (ату, 区 )， 作 图 将 在 新 的 坐标 系 下 进行 为 书写 方便 ，z 用 z К, AERA. 
于 是 以 下 讨论 都 在 Ge, у, z) 坐标 下 进行 ， 应 当 记 住 这 是 变换 后 的 坐标 系 。， 

下 面 将 数据 按 大 小 排列 ， 为 确定 起 见 ， 这 里 需要 绘制 曲面 在 《y，z) 平面 上 的 投影 ， 人 
们 的 视线 是 道 方向 的 ， 也 就 是 说 对 于 观察 者 而 言 ， 曲 面 上 xz 值 比较 小 的 点 在 后 面 ，x 值 比 
较 大 的 点 在 前 面 а 因此 数据 的 排列 如 下 ， 

y < y> < + < y, 

实际 上 可 能 出 现 两 个 点 具有 相同 y 值 的 情况 ， 这 时 再 根据 z 信 由 大 到 小 排列 , ШЕ y= y 
” 则 要 求 zr, 否则 二 者 对 换 序号 .当然 还 可 能 出 现 , y 值 都 相同 的 情况 ,这 时 再 按 > (E ih 
小 到 大 排列 . 即 著 Y= yir fl z, = т», WER zazi» 否则 二 点 对 换 次 序 。 这 样 就 确定 了 点 
的 顺序 .这 里 要 求 没有 重合 的 点 ， 即 不 存在 两 个 点 ， 它 们 的 3 个 坐标 值 均 相等 。 

由 于 单元 的 边界 是 连接 二 点 的 线 假 ， 所 以 线段 也 要 编号 ， 设 线段 mm 连接 Pr 和 PA, і 
两 个 点 的 点 号 为 疗 和 癌 ， 在 排列 之 前 ,首先 线 妇 的 两 个 点 号 要 由 小 到 大 进行 排列 ， 即 次 <<i3， 
这 样 作 的 目的 在 于 后 面 给 线段 排 次 序 时 较为 方便 .线段 的 编号 原则 是 Сет" ШЕЖЕ ЖП 


ИГЕ 
(a) CD EAB БЕЙЖАЙ, ЕЕ 和 GH ЖЕЖ, ЖЖ. MN 和 PQ 是 允许 的 
(0) CD ENTREE., EF 在 上 不 被 遮挡 ，GH ТКН WWP, MN ЖНА 


+491 


个 点 的 序号 相同 , 则 要 求 第 2 个 点 的 编号 由 小 到 大 , 即 若 如 一 好 “时 要 求 <i, 否则 二 线段 
序列 序号 对 换 。 这 样 线段 的 序号 就 确定 了 ， 这 里 要 指出 ， 两 个 重 台 的 线段 也 是 不 允许 的 ,另外 
在 给 出 原始 数据 时 ， 两 条 部 分 重合 的 线段 也 是 不 允许 的 ， 如 图 三. 1 所 示 。 / 

在 线段 排列 完成 后 则 需 对 单元 进行 排列 首先 单元 有 几 个 边界 , 三 角形 单元 有 3 条 边 ，4 
形 单元 有 4 条 边 ， 每 条 边 是 一 条 线段 , 它 有 一 个 线段 的 编号 w。 现 设 单元 x 有 4 条 边 , 它们 的 线 
BIPA Іл, Lz, Ід, Ід, 编号 为 mis Mz» M}r m 。 在 单元 排序 以 前 也 首先 要 求 内 部 由 小 到 
大 排列 , MER тт <от тт Е АНЕ НК mim, 如 果 第 1 个 线段 序号 一 样 时 ， 
WER mcm, 否则 对 换 两 个 单元 的 序号 , 如 果 前 两 个 线段 序号 相同 时 再 要 求 第 3 个 线段 序 
号 由 小 到 大 排列 ， 其 余 类 推 .图 ú. 2 中 就 显示 出 排列 后 得 到 的 点 号 、 线 段 号 以 及 单元 号 , 这 里 
共有 141 Дд. МЖЖ Бп М 个 单元 。 
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Ш.2 条 带 区 的 划分 


为 了 便于 作 图 及 考 虚 灸 挡 ,需要 将 空间 划分 成 若干 条 带 , 其 作法 为 将 各 点 的 y 坐标 列 出 为 
Xi < y> < Уз", © Уз 
现 将 相 邻 的 具有 相同 值 的 y 归并 为 一 个 值 ， 这 样 可 以 得 到 新 的 у ERA: 
Vi Yt 
于 是 у <у<у ЖЖЖ, x:<y< y, 5523 3, 其 余 类 推 ， y,<y< y... 为 第 * 条 条 带 ， 
ЖЖ, 条 条 带 。 I 


H.3 ”曲面 空间 图 的 形成 (1) 
首先 讨论 曲面 为 一 实物 体 的 表面 的 情况 ， 为 简单 起 见 ， 设 曲面 为 实物 之 上 表面 ， 而 且 曲 
面 上 的 所 有 点 均 为 >>0. 这 一 点 用 平移 变换 总 是 可 以 做 得 到 的 。 


现在 来 讨论 第 > 条 带 区 内 的 作 图 ,为 此 把 满足 好 魏 y+ Ayy 的 线段 挑 出 来 , 并 将 它 
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зул K 


图 а.з | 图 .4 


们 在 s 带 内 的 部 分 找 出 来 , 也 就 是 说 将 该 直线 和 条 带 左 侧面 у= у. 的 交点 立交 xy 和 右 侧 交 点 
хт Улз 2... WA. 3, 它 在 (y, х) Е ЕВН) (уе, 27) (угы, za) W 
рун. 4, 如 此 将 这 些 线段 都 找 出 来 , 如 记 作 L{，L;，,… 瑟 ,在 作 实 体 表 面 图 时 ， 一般 假 定 原 表 
面 只 在 z 方 向 有 比较 大 的 起 伏 ， 单 元 平面 和 (x，y) 平面 的 夹 角 一 般 不 大 于 90"， 在 作 变 换 后 
也 满足 这 一 要 求 ， 因 此 L 的 排列 可 以 按 它们 中 心 点 的 z 坐标 由 大 到 小 进行 排列 ， 记 L; 的 中 
Ф х BRA i MER сіі 1 在 排列 次 序 后 ， 就 认为 只 有 序号 小 的 线段 可 能 遮挡 序号 大 
的 线段 ， 反 之 则 不 可 能 的 。 / 

现在 来 讨论 遮挡 的 可 能 性 ， 设 图 下 . 5 中 АВ 为 序号 小 的 线段， 比如 为 上 CD 为 有 十 1 线段 。 
这 里 有 4 种 可 能 ; (1) 当 rars хвор 时 ; АВ HAE CD; (2) 34 хл222с, zaz Ч, АВ 
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挡住 了 CD; (3) хаас: 和 28250 it, CREATE S, PE ED 部 分 被 遮挡 ; (4) <， 
22, 和 2в&<2р 时 ， 二 者 投影 相交 于 到 点 ， 于 是 
СЕ 部 分 被 遮挡 ,于 是 作 图 是 这 样 进行 的 ; GI 
出 线段 万 ,然后 判断 瑚 是 否 被 LE, 如 被 让 
挡 则 不 画 出 ,如 不 被 速 挡 则 画 出 ， 如 部 分 旗 挡 ， 
则 画 出 不 被 遮挡 的 部 分 ， 并 即将 条 带 分 成 两 部 
分 ， 即 у. 和 Ук БА; É УЕ 和 y ГКУ Ж 
WE (y, ук) ЖИ НИ Ж2Б ЖЕПЕ{Ч, Ш 
第 3 线段 在 这 一 条 带 内 的 线段 和 第 2 线段 作 比 
较 。 若 该 条 带 内 第 2 线段 被 己 挡 , 则 与 第 1 线段 比 
较 ， 即 与 在 此 之 前 最 后 一 条 未 被 遗 挡 的 线段 作 
比较 . 若 它 们 又 相交 , 则 条 带 需 进一步 前 分 , 其 
余 类 推 ， 可 以 将 同一 条 条 带 内 的 未 被 遮挡 的 线 
段 全 部 画 出 ,然后 对 一 下 条 带 重复 上 述 过 程 ,全 
部 条 带 内 上 述 过 程 重 复 后 即 可 以 得 到 曲面 的 图 形 了 ， 如 图 让. 6 所 示 。 

这 一 过 程 要 求 曲面 的 旋转 角 不 能 太 大 。 下 面 讨论 的 则 可 以 转动 任意 角度 。 在 下 面 方法 讨论 
以 后 ， 读 者 可 以 用 下 面 讨论 的 方法 回头 再 应 玫 到 这 一 问题 的 讨论 ， 从 而 得 到 任意 实体 表面 的 
作 图 而且 也 不 受 旋转 角度 大 小 的 限制 。- 


na 曲面 空间 图 的 形成 2) 


上 面 讨论 的 方法 对 坐标 的 旋转 有 限制 , 为 此 这 里 讨论 更 一 般 的 情况 , 这 里 为 简单 起 见 , 讨 
论 曲面 本 身 的 空间 图 , 即 它 不 是 实体 的 表面 .这 里 的 遮挡 是 在 前 面 的 面 元 有 可 能 路 挡 后 面 的 部 
分 面 元 ， 只 要 后 面 的 面 元 的 这 部 分 在 Су, z) 平面 上 
的 投影 落 在 前 面 这 一 面 元 在 (y, z) 平面 的 投影 域内 ， 
如 图 于 .7 所 示 , 而 如 果 后 面 面 元 在 (y, z) 平面 上 的 投 
彤 并 不 在 上 述 投 影响 域内 ， 则 就 并 不 被 遮挡 ， 这 与 实 
体 表面 的 遮挡 是 不 同 的 ， 下 面 来 讨论 曲面 空间 图 的 形 
4 


首先 也 要 将 曲面 所 在 的 空间 划分 成 条 带 , 但 у, 不 
只 包含 所 有 节点 的 y 坐标 值 ， 而 且 还 包括 各 线段 在 
(у, z) 平面 上 的 投影 的 交点 的 坐标 值 , 但 需 说 明 的 是 
交点 必须 位 于 二 相交 线段 上 而 不 能 在 它们 其 中 之 一 或 
二 者 的 延长 线 上 (AME. 8) ,这样 得 到 的 y 值 排列 后 
得 到 


图 .7 ENEA 
其 中 极 大 极 小 值 是 指 曲面 各 节点 的 у 坐标 值 的 最 大 和 最 小 值 ， 于 是 空间 可 以 分 成 "一 1 个 条 带 
урун) 61,2550 1) ВЭНЬ (yys+1) 条 带 内 的 情况 ,在 这 一 条 带 


内 的 部 分 如 图 页 . 9 所 示 ， 这 里 单元 在 条 带 两 个 侧面 之 间 的 部 分 为 一 小 面 元 ， 它 们 的 边界 除了 
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ËJ E.g š 


位 于 y= y, 和 у= у, 上 的 线段 外 还 有 交接 线 或 边界 线 ， 即 图 中 的 (4,, Алл), (B. Bii) 
ЖЖ ЖЕТЕ (у, х) 平面 上 的 投影 是 不 相交 的 ， 至 少 不 在 条 带 区 间 内 相交 (可 能 相交 
F у=у, Ж ym 处 )。 因 此 判断 它们 是 否 被 遮挡 是 方便 的 ,首先 将 y= уз 平面 与 这 些 单元 的 
交 线 在 (х. 2) 平面 上 的 坐标 计算 出 来 ， 它 们 为 Caza) (esze), s WEA. 9 所 示 、 
显然 .4， 召 是 最 前 的 面 ， 不 被 遮挡 ， C 点 是 否 被 遮挡 可 以 由 2. 是 否 在 min Czas za) 和 
max (zas 2в) ZEME. A z ЖЕЛЕ БЯ НИ A aahh, ЖШ К ЖОЖ ТАШ НН ЛУ А,В, 
C. DREGE, Е Bukti, AJE (у, 2) PRERA, В, C. D JL 4 A ШОВ РАЙ Т 
ЕЖЕ (А,, Am); Bao В), (Cis С), O D.) ME, 1 (E, Е.) 线段 不 画 
H. i 

; RIAT HNR- ЭР ERER ШЕ —Ж#1ТЕЖ ИШ. n[L H FEA 
加 以 判断 。 如 图 不 .10 中 设 Р,Р,5—ЖЕ (在 (zx, =) 平面 ) 入 为 其 上 的 一 个 点 ， 又 设 хь ар, 
当 za 过 zs 或 zo>xm 时 包 不 被 遮挡 ， 当 =m<zo<<zpz 时 可 计算 S 值 ， 

1 1 1 


$= Хр Trz “Q 


Ук Yr Уо 
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当 SKORT Q RREH, 522080} Q ЖЕЙТ, [N it; 
ЖА, B,… 等 被 确定 后 只 要 判断 各 点 是 次 被 某 
~- 线段 所 挡 ， 一 旦 被 某 一 线 朋 遮挡 即 可 判 浙 不 
用 画 出 ， 若 所 有 线段 都 不 谈 挡 它 ， 它 才 是 真正 
不 被 遮挡 ,于 是 需要 把 相应 的 线段 画 出 。 如 此 可 
得 (эу) 条 带 内 的 图 案 。 将 每 一 条 带 进行 上 
述 过 程 就 可 以 得 到 曲面 的 空间 图 。 

这 个 方法 是 一 个 相当 通用 的 方法 ， 对 于 曲 
面 蕴 形 状 ， 坐 标 旋 转 的 角度 方位 几乎 没有 什么 
限制 .缺点 是 计算 比较 复杂 ， 绘 图 时 间 比 较 长 ， 
因此 对 程序 设计 的 技巧 要 求 比较 高 .图 下 , 1158 
用 本 方法 得 到 的 空间 曲面 图 。 


М 流体 质点 踪迹 显示 和 动态 显示 


利用 流 线 图 可 以 形象 地 看 到 流动 中 的 一 些 涡 的 情况 ， 即 涡 结构 ， 利 用 空间 图 形 可 以 形象 
地 了 解 物理 量 的 分 布 ,但 是 在 流 场 可 视 化 实验 中 人 们 显示 流 场 的 一 个 重要 的 方法 是 气泡 实验 ， 
即 在 流 场 中 设置 一 氢 泡 丝 (一 般 用 和 钨 或 钻 制 成 ), 在 其 上 施加 脉冲 电压 ， 在 水 中 形成 毛 泡 ， 筷 
泡 随 着 流体 流动 ， 在 不 太 长 的 时 间 内 可 以 把 氨 泡 运动 情况 看 作 随 氢 泡 的 流体 质点 的 运动 情况 
《 即 可 以 略 去 浮力 对 氢 泡 的 作用 )。 通 过 这 种 观察 可 以 看 到 流 场 中 涡 结 构 、 相 二 结构 等 等 。 

数值 模拟 利用 图 像 显 示 也 可 以 用 来 模拟 这 种 运动 ,达到 流 场 显示 的 目的 ,这 里 需要 显示 质 
点 运动 的 情况 , 这 不 难 实现 。 设 上 一 0 时 质点 在 某 一 指定 位 置 ， 在 该 处 流体 的 速度 为 了 , 在 下 一 
时 刻 At， 质 点 运动 到 r 十 V A :一 ri， 在 该 处 的 速度 是 Y.。,s 一 Ye， 再 过 At 时 间 间 隔 后 流体 
质点 运动 的 位 置 为 ra FVat =T: 余 此 类 推 ， 就 得 到 质点 的 不 同时 刻 的 位 置 ， Jt v 速度 
可 以 由 空间 插值 的 方法 得 到 (因为 质点 位 置 一 般 不 在 计算 网 格 的 节点 上 ) АНИ ИА, 
方法 中 介绍 的 等 长 元 方法 得 到 。 | 

如 果 质 点 初始 位 置 是 在 一 条 给 定 的 直线 上 上， 给 出 的 质点 有 一 组 ， 则 以 后 不 同时 刻 的 位 置 
就 相当 于 这 一 氨 泡 丝 在 :一 0 时 刻 产生 的 氢 泡 在 以 后 时 刻 中 的 运动 情况 ;如 果 每 隔 A 在 这 一 直 
线 上 产生 新 的 质点 ， 在 以 后 时 刻 显示 的 图 形 就 是 氨 泡 运动 的 照片 ， 如 果 把 不 同时 刻 的 图 形 按 
一 定 次 序 显示 出 来 就 可 以 得 到 一 个 动态 图 形 ， 可 与 氨 泡 试验 的 录 相 相 比 拟 ， 这 样 数值 模拟 在 
一 定 程度 上 可 以 替代 实验 , 它 的 优点 是 有 重复 性 ， 也 可 以 定量 地 分 析 流 场 .图 入 . 1 中 给 出 的 就 
是 数值 模拟 得 到 的 流 场 质点 运动 的 图 案 。 | | 

最 后 简单 地 介绍 动态 图 的 生成 .目前 由 于 许多 强 有 力 的 图 形 软件 不 断 问 世 , 作 为 流体 力学 
工作 者 没有 必要 去 开发 新 的 图 形 软件 。 但 目前 图 形 软 件 用 来 动画 显示 都 有 各 种 各 样 的 限制 , 比 
如 图 形 本 身 比 较 简单 ,图 形 运动 时 图 形 本 身 无 实质 性 变化 等 等 。 这 对 于 流 场 显示 来 说 过 于 受 限 
制 , 无 法 使 用 。 因 此 流 场 显 示 用 的 动态 图 应 当 这 样 来 实现 : 首先 将 不 同时 刻 的 流 场 的 图 像 用 拷 
屏幕 的 方式 记录 在 计算 机 的 储存 器 里 ， 然 后 用 幻灯 片 的 方式 在 计算 机 上 连续 地 显示 出 来 ， 人 
们 可 以 控制 图 形 在 屏幕 上 显示 的 时 间 及 图 形 间 的 间隔 时 刻 ， 可 以 达到 快 动 或 假 动 或 停留 在 某 
一 画面 上 的 目的 ， 这 样 流 体力 学 工作 者 可 以 反复 地 和 有 足够 充分 的 时 间 来 观察 和 分 析 流 场 。 

相信 在 计算 流体 力学 工作 者 和 计算 机 图 形 工作 者 的 通力 合作 下 ， 用 计算 机 形象 地 模拟 流 
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场 的 流动 这 一 美好 的 理想 不 久 即 将 实现 。 
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